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Устойчивость и сходимость локально-одномерной
схемы А. А. Самарского, аппроксимирующей
многомерное интегро-дифференциальное
уравнение конвекции-диффузии
с неоднородными граничными
условиями первого рода

З. В. Бештокова
Институт прикладной математики и автоматизации КБНЦ РАН,
Россия, 360000, Нальчик, ул. Шортанова, 89а.

Аннотация

Изучена первая начально-краевая задача для многомерного (по про-
странственным переменным) интегро-дифференциального уравнения
конвекции-диффузии. Для приближенного решения поставленной зада-
чи предложена локально-одномерная схема А. А. Самарского с поряд-
ком аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏). Исследование единственности и устой-
чивости решения проводится с помощью метода энергетических нера-
венств. Получены априорные оценки решения локально-одномерной раз-
ностной схемы, откуда следуют единственность решения, непрерывная
и равномерная зависимость решения от входных данных, а также сходи-
мость решения схемы к решению исходной дифференциальной задачи
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Введение. При исследовании прикладных задач механики сплошной сре-
ды, тепло- и массопереноса широко используются методы математического
моделирования и вычислительной математики. В качестве основных при ис-
следовании многих процессов в движущихся средах можно выделить диф-
фузионный перенос той или иной субстанции и перенос, обусловленный дви-
жением среды, т. е. конвективный перенос. В газо- и гидродинамике одним
из базовых моделей многих процессов выступают краевые задачи для неста-
ционарных уравнений конвекции-диффузии (т. е. параболическое уравнение
второго порядка с младшими членами) [1].

Математические модели, детально описывающие реальные процессы и яв-
ления природы, представляют собой сложные системы. Сложность задач ма-
тематической физики в основном обусловлена их многомерностью и нелиней-
ностью. Получить точные аналитические решения таких задач очень трудно.
В этой связи используются приближенные методы решения. Одним из самых
распространенных методов приближенного решения краевых задач является
метод конечных разностей.

С точки зрения численной реализации в отличие от одномерных задач при
изучении многомерных задач возникает сложность, заключающаяся в значи-
тельном увеличении объема вычислений. В этой связи актуальное значение
приобретает задача построения экономичных разностных схем для числен-
ного решения многомерных задач, обладающих возможностью достаточно
эффективной стабилизации решений (устойчивостью) и требующих при пе-
реходе со слоя на слой проведения числа арифметических операций 𝑄, про-
порционального числу узлов сетки, так что 𝑄 = 𝑂(ℎ−𝑝), где ℎ = min

16𝑖6𝑝
ℎ𝑖, 𝑝—

размерность пространства, ℎ𝑖 — шаг сетки по направлению 𝑥𝑖.
К эффективным методам приближенного решения сложных многомерных

задач математической физики на основе их конечно-разностных аппроксима-
ций относятся методы расщепления, они были развиты в работах J. Douglas,
D. W. Peaceman, H. H. Rасhfоrd [2,3], Н. Н. Яненко [4], А. А. Самарского [5,6],
Г. И. Марчука [7], Е. Г. Дьяконова [8], И. В. Фрязинова [9–11] и др. Их отказ от
классического понятия аппроксимации и замена его более слабым условием
суммарной аппроксимации существенно расширяют класс решаемых задач.

Целью и новизной настоящей работы является разработка и обоснование
численного метода решения интегро-дифференциального уравнения конвек-
ции-диффузии с неоднородными краевыми условиями первого рода в много-
мерной области. Для приближенного решения поставленной задачи предло-
жена локально-одномерная разностная схема А. А. Самарского с порядком
аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏). Ввиду того, что уравнение содержит первую про-
изводную от неизвестной функции по пространственной переменной 𝑥𝛼 для
повышения порядка точности локально-одномерной схемы используется из-
вестный метод, предложенный А. А. Самарским при построении монотонной
схемы второго порядка точности по ℎ𝛼 для уравнения параболического типа
общего вида, содержащего односторонние производные, учитывающие знак
𝑟𝛼(𝑥, 𝑡). Исследование единственности и устойчивости решения проводится
с помощью метода энергетических неравенств. Получены априорные оценки
решения локально-одномерной разностной схемы, откуда следуют единствен-
ность решения, непрерывная и равномерная зависимость решения от входных
данных, а также сходимость решения схемы к решению исходной дифферен-
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циальной задачи со скоростью, равной порядку аппроксимации разностной
схемы. Для двумерной задачи построен алгоритм численного решения, прове-
дены численные расчеты тестовых примеров, иллюстрирующие полученные
в работе теоретические результаты.

Следует отметить, что применение принципа максимума [5, 6] для иссле-
дования единственности, устойчивости и сходимости решения локально-одно-
мерной схемы, аппроксимирующей многомерное интегро-дифференциальное
уравнение конвекции-диффузии, не представляется возможным, а исследова-
ние методом энергетических неравенств решения многомерного интегро-диф-
ференциального уравнения параболического типа с однородными краевыми
условиями первого рода возможно, но при этом сходимость схемы доказыва-
ется лишь со скоростью 𝑂(ℎ+

√
𝜏). В этой связи в данной работе предлагается

подход к получению априорной оценки решения локально-одномерной схемы,
с помощью которой доказывается сходимость схемы со скоростью 𝑂(ℎ2 + 𝜏).

Численным методам решения локальных и нелокальных краевых задач
для многомерных дифференциальных уравнений в частных производных па-
раболического типа на основе построения локально-одномерных разностных
схем посвящены работы [12–15].

1. Постановка задачи. В замкнутой области 𝑄𝑇 = 𝐺×[0, 𝑇 ], основанием
которой является 𝑝-мерный куб 𝐺 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑝) : 0 6 𝑥𝛼 6 𝑙, 𝛼 =

= 1, 2, . . . , 𝑝} с границей Γ, 𝐺 = 𝐺∪Γ, рассматривается следующая задача [16,
cтр. 442]:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐿𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (1)

𝑢
⃒⃒
Γ
= 𝜇(𝑥, 𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺, (3)

где 𝐿𝑢 =
𝑝∑︀

𝛼=1
𝐿𝛼𝑢, 𝐿𝛼𝑢 = 𝑘𝛼(𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝛼
+ 𝑟𝛼(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
− 𝑞𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢−

∫︁ 𝑙

0
𝐻𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢𝑑𝑥𝛼;

0 < 𝑐0 6 𝑘𝛼(𝑡) 6 𝑐1, |𝑟𝛼(𝑡)|, |𝐻𝛼(𝑥, 𝑡)|, |𝑞𝛼(𝑥, 𝑡)| 6 𝑐2, 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 = const > 0;

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,2(𝑄𝑇 ), 𝑘𝛼(𝑡), 𝑟𝛼(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ],

𝐻𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑞𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,1(𝑄𝑇 ), (4)

𝜇±𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥)— непрерывные функции, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝,

𝐶𝑚,𝑛 — класс функций, непрерывных вместе со своими частными производ-
ными порядка 𝑚 по 𝑥 и 𝑛 по 𝑡; 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 — положительные постоянные; 𝑄𝑇 =
= 𝐺× (0, 𝑇 ].

Далее через 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , обозначаются положительные постоянные,
зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи.

2. Локально-одномерная схема. Пространственную сетку выберем рав-
номерной по каждому направлению 𝑂𝑥𝛼 с шагом ℎ = 𝑙/𝑁 (кубическая сетка
с шагом ℎ) [16, cтр. 475]:

�̄�ℎ = �̄�𝑝
ℎ,𝛼, �̄�ℎ,𝛼 =

{︀
𝑥(𝑖𝛼)𝛼 = 𝑖𝛼ℎ : 𝑖𝛼 = 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑥(0)𝛼 = 0, 𝑥(𝑁)

𝛼 = 𝑁ℎ/2
}︀
,
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𝜔ℎ = 𝜔𝑝
ℎ,𝛼, 𝜔ℎ,𝛼 =

{︀
𝑥(𝑖𝛼)𝛼 = 𝑖𝛼ℎ : 𝑖𝛼 = 1, . . . , 𝑁 − 1

}︀
, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝.

На отрезке [0, 𝑇 ] также введем равномерную сетку 𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏 , 𝑗 = 0, 1,
. . . , 𝑗0} с шагом 𝜏 = 𝑇/𝑗0. Каждый из отрезков [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1] разобьем на 𝑝 частей,
введя точки 𝑡𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑡𝑗 + 𝜏𝛼/𝑝, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝 − 1, и обозначим через Δ𝛼 =

=
(︀
𝑡𝑗+(𝛼−1)/𝑝, 𝑡𝑗+𝛼/𝑝

]︀
полуинтервал, где 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝.

Уравнение (1) перепишем в виде

R𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝐿𝑢− 𝑓 = 0,

или
𝑝∑︁

𝛼=1

R𝛼𝑢 = 0, R𝛼𝑢 =
1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝐿𝛼𝑢− 𝑓𝛼,

𝑝∑︁
𝛼=1

𝑓𝛼 = 𝑓,

где 𝑓𝛼(𝑥, 𝑡), 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, — произвольные функции, обладающие той же

гладкостью, что и 𝑓(𝑥, 𝑡), удовлетворяющие условию нормировки
𝑝∑︀

𝛼=1
𝑓𝛼 = 𝑓.

На каждом полуинтервале Δ𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, будем последовательно ре-
шать задачи

R𝛼𝜗𝛼 =
1

𝑝

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑡
− 𝐿𝛼𝜗(𝛼) − 𝑓𝛼 = 0, 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ Δ𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (5){︃

𝜗(𝛼) = 𝜇−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

𝜗(𝛼) = 𝜇+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙,

полагая при этом [16, стр. 522]

𝜗(1)(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝜗𝑗(1)(𝑥, 𝑡𝑗) = 𝜗𝑗−1
(𝑝) (𝑥, 𝑡𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑗0,

𝜗𝑗(𝛼)(𝑥, 𝑡𝑗+(𝛼−1)/𝑝) = 𝜗𝑗(𝛼−1)(𝑥, 𝑡𝑗+(𝛼−1)/𝑝), 𝛼 = 2, . . . , 𝑝, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑗0 − 1,

𝜇−𝛼 = 𝜇(𝑥′, 0, 𝑡), 𝜇+𝛼 = 𝜇(𝑥′, 𝑙, 𝑡)— непрерывные функции.
Аналогично [16, cтр. 401] получим для уравнения (5) номера 𝛼 монотон-

ную схему второго порядка аппроксимации по ℎ. Для этого рассмотрим урав-
нение (5) номера 𝛼 с возмущенным оператором ̃︀𝐿𝛼:

1

𝑝

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑡
= ̃︀𝐿𝛼𝜗(𝛼) + 𝑓𝛼, 𝑡 ∈ Δ𝛼, (6)

где

̃︀𝐿𝛼𝜗(𝛼) = κ𝛼
𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑥𝛼

)︁
+ 𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑥𝛼
− 𝑞𝛼𝜗(𝛼) −

∫︁ 𝑙

0
𝐻𝛼(𝑥, 𝑡)𝜗(𝛼)𝑑𝑥𝛼;

κ𝛼 =
1

1 +𝑅𝛼
, 𝑅𝛼 =

ℎ|𝑟𝛼|
2𝑘𝛼

— разностное число Рейнольдса; 𝑟𝛼 = 𝑟+𝛼 + 𝑟−𝛼 ,

𝑟+𝛼 = (𝑟𝛼 + |𝑟𝛼|)/2 > 0, 𝑟−𝛼 = (𝑟𝛼 − |𝑟𝛼|)/2 6 0; 𝑏+𝛼 = 𝑟+𝛼 /𝑘𝛼, 𝑏−𝛼 = 𝑟−𝛼 /𝑘𝛼.
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Аппроксимируем каждое уравнение (6) номера 𝛼 неявной схемой на по-
луинтервале Δ𝛼, тогда получим цепочку из 𝑝 одномерных разностных урав-
нений:

𝑦𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ̃𝛼𝑦

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 , 𝑥𝛼 ∈ 𝜔ℎ, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (7)

где

Λ̃𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝 = κ𝛼𝑎𝛼𝑦

𝑗+𝛼
𝑝

�̄�𝛼𝑥𝛼
+𝑏+𝛼𝑎𝛼𝑦

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼

+𝑏−𝛼𝑎𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

−𝑑𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝−
𝑁∑︁

𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~;

𝑎𝛼 = 𝑘𝛼(𝑡), 𝑟𝛼 = 𝑟𝛼(𝑡), 𝑑𝛼 = 𝑞𝛼(𝑥, 𝑡), 𝛿𝛼 = 𝐻𝛼(𝑥𝛼, 𝑡), 𝜙𝛼 = 𝑓𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑡 = 𝑡𝑗+1/2,

~ =

{︃
ℎ, 𝑖𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

ℎ/2, 𝑖𝛼 = 0, 𝑁 ;

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑝), 𝑥′ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝); 𝛾ℎ,𝛼 — множество гра-
ничных по направлению 𝑥𝛼 узлов.

К уравнению (7) присоединим граничные и начальное условия{︃
𝑦𝑗+𝛼/𝑝 = 𝜇−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

𝑦𝑗+𝛼/𝑝 = 𝜇+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙,
(8)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). (9)

3. Погрешность аппроксимации локально-одномерной схемы. Ха-
рактеристикой точности решения локально-одномерной схемы является раз-
ность 𝑧𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑦𝑗+𝛼/𝑝−𝑢𝑗+𝛼/𝑝, где 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 — решение исходной задачи (1)–(3).
Подставляя 𝑦𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑧𝑗+𝛼/𝑝 + 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 в схему (7)–(9), получим задачу для
погрешности 𝑧𝑗+𝛼/𝑝:

𝑧𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑧𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ̃𝛼𝑧

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 , (10)

𝑧𝑗+𝛼/𝑝 = 0 при 𝑥 ∈ 𝛾ℎ,𝛼, 𝑧(𝑥, 0) = 0,

где 𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 = Λ̃𝛼𝑢

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜙
𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 − 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑢𝑗+𝛼−1/𝑝

𝜏
.

Обозначив через 𝜓𝛼 =
(︁
𝐿𝛼𝑢+ 𝑓𝛼 − 1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︁𝑗+1/2
и замечая, что

𝑝∑︀
𝛼=1

𝜓𝛼 = 0,

если
𝑝∑︀

𝛼=1
𝑓𝛼 = 𝑓 , представим погрешность в виде суммы 𝜓

𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 = 𝜓𝛼 + 𝜓*

𝛼:

𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 = Λ̃𝛼𝑢

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 − 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑢𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
+ 𝜓𝛼 − 𝜓𝛼 =

=
(︀
Λ̃𝛼𝑢

𝑗+𝛼/𝑝 − 𝐿𝛼𝑢
𝑗+1/2

)︀
+
(︀
𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 − 𝑓 𝑗+1/2

𝛼

)︀
−
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−
(︁𝑢𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑢𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
− 1

𝑝

(︁𝜕𝑢
𝜕𝑡

)︁𝑗+1/2)︁
+ 𝜓𝛼 = 𝜓𝛼 + 𝜓*

𝛼.

Очевидно, что 𝜓*
𝛼 = 𝑂(ℎ2 + 𝜏), 𝜓𝛼 = 𝑂(1),

𝑝∑︀
𝛼=1

𝜓
𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 =

𝑝∑︀
𝛼=1

𝜓𝛼 +
𝑝∑︀

𝛼=1
𝜓*
𝛼 =

= 𝑂(ℎ2 + 𝜏).

4. Устойчивость локально-одномерной схемы. Априорную оценку
решения схемы (7)–(9) найдем методом энергетических неравенств, для этого
введем скалярные произведения и нормы в следующем виде:

1

𝑝
𝑦
(𝛼)
𝑡

=
𝑦𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
, (𝑢, 𝑣)𝛼 =

𝑁−1∑︁
𝑖𝛼=1

𝑢𝑖𝛼𝑣𝑖𝛼ℎ, ‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)
=

𝑁−1∑︁
𝑖𝛼=1

𝑦2𝑖𝛼ℎ,

(𝑢, 𝑣) =
∑︁
𝑥∈𝜔ℎ

𝑢𝑣𝐻, 𝐻 = ℎ𝑝, ‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔ℎ)
=
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)
𝐻/ℎ,

[𝑢, 𝑣]𝛼 =

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝑢𝑖𝛼𝑣𝑖𝛼~, |[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)
=

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝑦2𝑖𝛼~,

[𝑢, 𝑣] =
∑︁
𝑥∈�̄�ℎ

𝑢𝑣𝐻, 𝐻 = ~𝑝, |[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(�̄�ℎ)
=
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

|[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)
𝐻/~.

Умножим теперь уравнение (7) на 𝑦(𝛼)ℎ, где 𝑦(𝛼) = 𝑦𝑗+𝛼/𝑝, и просуммиру-
ем по 𝑠𝛼 от 𝜂𝛼 до 𝜉𝛼:

1

𝑝

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
𝑡,𝑠𝛼

𝑦(𝛼)𝑠𝛼 ℎ =

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

Λ̃𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+

+

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙(𝛼),𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ, 0 6 𝜂𝛼 6 𝜉𝛼 6 𝑁. (11)

Преобразуем каждое слагаемое тождества (11):

1

𝑝

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
𝑡,𝑠𝛼

𝑦(𝛼)𝑠𝛼 ℎ =
1

2𝑝

(︂ 𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ

)︂
𝑡

+
𝜏

2𝑝

(︂ 𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦
(𝛼)
𝑡,𝑠𝛼

)2ℎ

)︂
, (12)

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

Λ̃𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ = κ𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦�̄�𝛼𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦(𝛼)𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+

+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑑𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ−

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ =

= −κ𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼+1∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼)
2ℎ+ κ𝛼𝑎𝛼

(︀
𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝜉𝛼+1𝑦

(𝛼)
𝜉𝛼+1 − 𝑦

(𝛼)
�̄�𝛼,𝜂𝛼𝑦

(𝛼)
𝜂𝛼−1

)︀
+
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+ 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦(𝛼)𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑑𝛼,𝑠𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ−

−
𝜉𝛼∑︁

𝑠𝛼=𝜂𝛼

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ, (13)

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙(𝛼),𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ 6

1

2

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ+
1

2

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ. (14)

Преобразуем отдельно выражение 𝑦(𝛼)�̄�𝛼,𝜉𝛼+1𝑦
(𝛼)
𝜉𝛼+1− 𝑦

(𝛼)
�̄�𝛼,𝜂𝛼𝑦

(𝛼)
𝜂𝛼−1, тогда с учетом

(𝑦2)�̄�𝛼 = 2𝑦�̄�𝛼𝑦
(𝛼) − ℎ𝑦2�̄�𝛼

получим

𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝜉𝛼+1𝑦

(𝛼)
𝜉𝛼+1 − 𝑦

(𝛼)
�̄�𝛼,𝜂𝛼𝑦

(𝛼)
𝜂𝛼−1 =

=
1

2

(︀
(𝑦2)�̄�𝛼,𝜉𝛼+1 + 𝑦2�̄�𝛼,𝜉𝛼+1ℎ− (𝑦2)�̄�𝛼,𝜂𝛼 + 𝑦2�̄�𝛼,𝜂𝛼ℎ

)︀
. (15)

Учитывая преобразования (12)–(15), из (11) находим

1

2𝑝

(︂ 𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ

)︂
𝑡

+
𝜏

2𝑝

(︂ 𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦
(𝛼)
𝑡,𝑠𝛼

)2ℎ

)︂
+

κ𝛼𝑎𝛼
2

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼+1

(𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼)
2ℎ 6

6
κ𝛼𝑎𝛼
2

(𝑦2)�̄�𝛼,𝜉𝛼+1 −
κ𝛼𝑎𝛼
2

(𝑦2)�̄�𝛼,𝜂𝛼 + 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦(𝛼)𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+

+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑑𝛼,𝑠𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ−

−
𝜉𝛼∑︁

𝑠𝛼=𝜂𝛼

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ+

1

2

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ+
1

2

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ. (16)

Умножим теперь (16) на ℎ и просуммируем по 𝜉𝛼 от 𝜂𝛼 до 𝑁 , затем по-
лученное неравенство умножим на ℎ и просуммируем по 𝜂𝛼 от 0 до 𝑁 . Тогда
получим

1

2𝑝

(︂ 𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ

)︂
𝑡

+
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼+1

(𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼)
2ℎ 6

6
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

(𝑦2)�̄�𝛼,𝜉𝛼+1ℎ− κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

(𝑦2)�̄�𝛼,𝜂𝛼ℎ+

+ 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ
𝑁∑︁

𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦(𝛼)𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝑁∑︁
𝜂𝛼=1

ℎ
𝑁∑︁

𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−
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−
𝑁∑︁

𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ+

1

2

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ+

+𝑀1

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ. (17)

Преобразуем сумму
𝑁∑︀

𝜂𝛼=0
ℎ

𝑁∑︀
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ
𝜉𝛼∑︀

𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ следующим образом:

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ =

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝑠𝛼

ℎ =

=
𝑁∑︁

𝜂𝛼=0

ℎ
𝑁∑︁

𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑙 − 𝑥𝛼)𝜙
2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ =
𝑁∑︁

𝑠𝛼=0

(𝑙 − 𝑥𝛼)𝜙
2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ

𝑠𝛼∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ =

=

𝑁∑︁
𝑠𝛼=0

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝜙
2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ =

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝜙
2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ.

Учитывая последнее, из (17) находим

1

2𝑝

(︂𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ

)︂
𝑡

+
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼)
2ℎ 6

6
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=0

𝑥𝛼(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼+1ℎ− κ𝛼𝑎𝛼

2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ+

+ 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−

−
𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ+

1

2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝜙
2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ+

+𝑀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ. (18)

Преобразуем первое и второе слагаемые правой части (18):

κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=0

𝑥𝛼(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼+1ℎ− κ𝛼𝑎𝛼

2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ =

=
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=0

𝑥𝛼(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼+1ℎ+

κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ−
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− κ𝛼𝑎𝛼𝑙

2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(𝑦2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ =

=
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(2𝑥𝛼 − ℎ)(𝑦2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ− κ𝛼𝑎𝛼𝑙

2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(𝑦2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ =

= −κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=0

(2𝑥𝛼 + ℎ)�̄�𝛼,𝑠𝛼(𝑦
2
𝑠𝛼)ℎ+

κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(︀
(2𝑥𝛼 + ℎ)𝑦2

)︀
�̄�𝛼,𝑠𝛼

ℎ−

− κ𝛼𝑎𝛼𝑙

2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(𝑦2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ 6

6
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(︀
(2𝑥𝛼 + ℎ− 𝑙)𝑦2

)︀
�̄�𝛼,𝑠𝛼

ℎ− κ𝛼𝑎𝛼

𝑁∑︁
𝑠𝛼=0

(𝑦2𝑠𝛼)ℎ 6

6 −κ𝛼𝑎𝛼

𝑁∑︁
𝑠𝛼=0

(𝑦2𝑠𝛼)ℎ+ κ𝛼𝑎𝛼𝑙(𝑦
2
𝑁 + 𝑦20). (19)

С учетом граничных условий (2) и (19) из (18) получим

1

2𝑝

(︂𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ

)︂
𝑡

+
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼)
2ℎ+

+ κ𝛼𝑎𝛼

𝑁∑︁
𝑠𝛼=0

(𝑦2𝑠𝛼)ℎ 6

6 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−

−
𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ+𝑀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ+

+𝑀2

(︂𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ+ 𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼

)︂
. (20)

Оценим слагаемые правой части (20) с помощью неравенства Коши с 𝜀,
тогда получим

𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ 6

6𝑀3

(︁
𝜀‖𝜌𝛼𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)

+
1

4𝜀
‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

)︁
, (21)
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−
𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ 6

6
1

4𝜀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ+ 𝜀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)

(︂ 𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼

~
)︂2

ℎ 6

6
1

4𝜀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ+ 𝜀1𝑀3

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

(︂
𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

(𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼

)2~
)︂
ℎ 6

6
1

4𝜀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ+ 𝜀1𝑀4

𝑁∑︁
𝑠𝛼=0

𝑦2𝑠𝛼ℎ 6

6
1

4𝜀1
‖𝜌𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

+ 𝜀1𝑀4|[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)
, (22)

где 𝜌𝛼 =
√︀
𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼), 𝜌1 = 𝜌2 = · · · = 𝜌𝑝.

Учитывая (21), (22), из (20) находим

1

2𝑝

(︀
‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

)︀
𝑡
+𝑀5‖𝜌𝛼𝑦�̄�𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)

+ |[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)
6

6 𝜀𝑀6‖𝜌𝛼𝑦�̄�𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)
+ 𝜀1𝑀4|[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)

+

+𝑀7(𝜀)‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)
+𝑀2

(︀
|[𝜙(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)

+ 𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼

)︀
,

где ‖ · ‖𝐿2(𝛼) означает, что норма берется по переменной 𝑥𝛼 при фиксирован-
ных значениях остальных переменных.

Выбирая 𝜀 =𝑀5/(2𝑀6), 𝜀1 = 1/(2𝑀4), из последнего получим

1

𝑝

(︀
‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

)︀
𝑡
+ ‖𝜌𝛼𝑦�̄�𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)

+ |[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)
6

6𝑀8‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)
+𝑀9

(︀
|[𝜙(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)

+ 𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼

)︀
. (23)

Подставляя после суммирования по 𝑖𝛽 ̸= 𝑖𝛼, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝 полученные
оценки в тождество (23), получим неравенство

1

𝑝

(︀
‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔ℎ)

)︀
𝑡
+ ‖𝜌𝛼𝑦�̄�𝛼 ]|2𝐿2(𝜔ℎ)

+ |[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(�̄�ℎ)
6𝑀8‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+

+𝑀9

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2−𝛼(𝑡𝑗) + 𝜇2+𝛼(𝑡𝑗)

)︀
𝐻/~

)︂
. (24)

Просуммируем (24) сначала по 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝:

1

𝑝

(︂ 𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔ℎ)

)︂
𝑡

+

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝

�̄�𝛼
]|2𝐿2(𝜔ℎ)

+ |[𝑦𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6𝑀8

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+
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+𝑀9

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2−𝛼(𝑡𝑗) + 𝜇2+𝛼(𝑡𝑗)

)︀
𝐻/~

)︂
,

а затем, умножая обе части на 𝜏 и суммируя по 𝑗 ′ от 0 до 𝑗, получаем

‖𝜌𝑝𝑦𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑦𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝑦𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6𝑀10

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+𝑀11

(︂
|[𝑦0]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜙𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2−𝛼(𝑡𝑗′) + 𝜇2+𝛼(𝑡𝑗′)

)︀
𝐻/~

)︂)︂
. (25)

Из (25) имеем

‖𝜌𝑝𝑦𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6𝑀10

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+𝑀11𝐹
𝑗 , (26)

где

𝐹 𝑗 =

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜙𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~
)︂
+ |[𝑦0]|2𝐿2(�̄�ℎ)

.

Покажем, что имеет место неравенство

max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6 𝜈1

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+ 𝜈2𝐹
𝑗 ,

где 𝜈1, 𝜈2 — известные положительные постоянные.
Перепишем неравенство (24) в следующем виде:

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6 ‖𝜌𝛼𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+ 𝜏𝑀8‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

+ 𝜏𝑀9

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~
)︂
. (27)

Просуммируем (27) по 𝛼′ от 1 до 𝛼, тогда получим

𝛼∑︁
𝛼′=1

‖𝜌𝛼′𝑦𝑗+𝛼′/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6

6
𝛼∑︁

𝛼′=1

‖𝜌𝛼′𝑦𝑗+(𝛼′−1)/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+ 𝜏𝑀8

𝛼∑︁
𝛼′=1

‖𝜌𝛼′𝑦𝑗+𝛼′/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+
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+ 𝜏𝑀9

𝛼∑︁
𝛼′=1

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼′/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁

𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼′

(𝜇2−𝛼′ + 𝜇2+𝛼′)𝐻/~
)︂
.

Из последнего получаем

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6 ‖𝜌1𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+ 𝜏𝑀8

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

+ 𝜏𝑀9

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~
)︂
. (28)

Не нарушая общности, можно считать, что

max
16𝛼′6𝑝

‖𝜌𝛼′𝑦𝑗+𝛼′/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
= ‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

,

в противном случае (27) будем суммировать до такого 𝛼, при котором
‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

достигает максимального значения при фиксированном 𝑗.
Тогда (28) перепишем в виде

max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6 ‖𝜌1𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+ 𝑝𝜏𝑀8 max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

+ 𝜏𝑀9

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~
)︂
. (29)

Так как из (26) следует, что

‖𝜌1𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔ℎ)
= ‖𝜌𝑝𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔ℎ)

6𝑀10

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+𝑀11𝐹
𝑗 ,

из (29) имеем

(1− 𝑝𝜏𝑀8) max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6

6𝑀10

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+𝑀12𝐹
𝑗 . (30)

Выбирая 𝜏 6 𝜏0 = 1/(2𝑝𝑀8), из (30) находим

max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6 𝜈1

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+ 𝜈2𝐹
𝑗 . (31)

Введя обозначение 𝑔𝑗+1 = max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
, соотношение (31) можно

переписать в виде

𝑔𝑗+1 6 𝜈1

𝑗∑︁
𝑘=0

𝜏𝑔𝑘 + 𝜈2𝐹
𝑗 , (32)
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где 𝜈1, 𝜈2 — известные положительные постоянные.
Применяя к (32) Лемму 4 [17, стр. 171], из (25) получаем априорную оцен-

ку:

‖𝜌𝑝𝑦𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

𝑗∑︁
𝑗 ′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑦𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝑦𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6𝑀

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

|[𝜙𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)
+

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2−𝛼(0, 𝑥

′, 𝑡𝑗′) + 𝜇2+𝛼(𝑙, 𝑥
′, 𝑡𝑗′)

)︀
𝐻/~+ |[𝑦0]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︂
, (33)

где 𝑀 = const > 0 не зависит от ℎ и 𝜏 .
Итак, справедлива следующая
Теорема 1. Пусть выполнены условия (4), тогда локально-одномерная

схема (7)–(9) устойчива по правой части и начальным данным, так что
для решения схемы (7)–(9) при 𝜏 6 𝜏0 справедлива оценка (33).

5. Сходимость локально-одномерной схемы. По аналогии с [16, стр.
528] представим решение задачи (10) в виде суммы 𝑧(𝛼) = 𝜐(𝛼) + 𝜂(𝛼), 𝑧(𝛼) =
= 𝑧𝑗+𝛼/𝑝; функция 𝜂(𝛼) определяется условиями

𝜂(𝛼) − 𝜂(𝛼−1)

𝜏
= 𝜓𝛼, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ + 𝛾ℎ, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (34)

𝜂(𝑥, 0) = 0,

где

𝜓𝛼 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜓𝛼, 𝑥𝛼 ∈ 𝜔ℎ,

𝜓−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

𝜓+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙.

Из (34) следует, что 𝜂𝑗+1 = 𝜂(𝑝) = 𝜂𝑗 + 𝜏
(︀
𝜓1 + 𝜓2 + · · ·+ 𝜓𝑝

)︀
= 𝜂𝑗 = · · · =

= 𝜂0 = 0, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0, так как 𝜂0 = 0.
Тогда для 𝜂𝛼 имеем

𝜂𝛼 = 𝜏
(︀
𝜓1 + 𝜓2 + · · ·+ 𝜓𝛼

)︀
= −𝜏

(︀
𝜓𝛼+1 + · · ·+ 𝜓𝑝

)︀
= 𝑂(𝜏).

Функция 𝜐(𝛼) определяется условиями

𝜐(𝛼) − 𝜐(𝛼−1)

𝜏
= Λ̃𝛼𝜐(𝛼) + 𝜓𝛼, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (35)

𝜐(𝛼) = −𝜂𝛼, 𝑥𝛼 ∈ 𝛾ℎ,𝛼, 𝜐(𝑥, 0) = 0,

где 𝜓𝛼 = 𝜓*
𝛼 + Λ̃𝛼𝜂(𝛼).
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Если существуют непрерывные в замкнутой области 𝑄𝑇 производные
𝜕4𝑢

𝜕𝑥2
𝛼𝜕𝑥

2
𝛽
, 𝛼 ̸= 𝛽, то Λ̃𝛼𝜂(𝛼) = −𝜏 Λ̃𝛼

(︀
𝜓𝛼+1 + · · ·+ 𝜓𝑝

)︀
= 𝑂(𝜏).

Решение задачи (35) оценим с помощью теоремы 1:

‖𝜌𝑝𝜐𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝜐𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝜐𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6𝑀
𝑗∑︁

𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜓𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜂2−𝛼(0, 𝑥

′, 𝑡𝑗′) + 𝜂2+𝛼(𝑙, 𝑥
′, 𝑡𝑗′)

)︀
𝐻/~

)︂
.

(36)

Так как 𝜂𝑗+1 = 0, 𝜂(𝛼), 𝜂
𝑗+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

= 𝑂(𝜏) и

|[𝑧𝑗+1]|21 = ‖𝜌𝑝𝑧𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑧𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝑧𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
=

= ‖𝜌𝑝𝑣𝑗+1 + 𝜌𝑝𝜂
𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑣𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

+ 𝜌𝛼𝜂
𝑗′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝑣𝑗′+𝛼/𝑝 + 𝜂𝑗

′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6 ‖𝜌𝑝𝑣𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+ 2

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑣𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+

+ ‖𝜌𝛼𝜂𝑗
′+𝛼/𝑝

�̄�𝛼
]|2𝐿2(𝜔ℎ)

+ |[𝑣𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)
+ |[𝜂𝑗

′+𝛼
𝑝 ]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6 2

(︂
|[𝜐𝑗+1]|21 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜂𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝜂𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀)︂
.

Тогда из оценки (36) следует теорема
Теорема 2. Пусть задача (1)–(3) имеет единственное непрерывное в 𝑄𝑇

решение 𝑢(𝑥, 𝑡) и существуют непрерывные в 𝑄𝑇 производные

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝛼𝜕𝑥
2
𝛽

,
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝛼𝜕𝑡
,
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝛼
, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, 𝛼 ̸= 𝛽,

и выполнены условия гладкости и ограниченности (4), тогда локально-одно-
мерная схема (7)–(9) сходится к решению дифференциальной задачи (1)–(3)
со скоростью 𝑂(ℎ2 + 𝜏), так что при достаточно малом 𝜏 имеет место
оценка

|[𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1]|1 6𝑀(ℎ2 + 𝜏), 0 < 𝜏 6 𝜏0,
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где

|[𝑧𝑗+1]|1 =
(︂
‖𝜌𝑝𝑧𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑧𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝑧𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀)︂1/2

.

6. Алгоритм численного решения задачи (1)–(3). Перепишем зада-
чу (1)–(3) при 0 6 𝑥𝛼 6 𝑙, 𝛼 = 2, 𝑝 = 2; тогда получим

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥1

(︁
𝑘1(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥2

(︁
𝑘2(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︁
+ 𝑟1(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥1
+ 𝑟2(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥2
−

− 𝑞1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢− 𝑞2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢−
∫︁ 𝑙

0
𝐻1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢𝑑𝑥1 −

−
∫︁ 𝑙

0
𝐻2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢𝑑𝑥2 + 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), (37)

{︃
𝑢(0, 𝑥2, 𝑡) = 𝜇11(𝑥2, 𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑥2, 𝑡) = 𝜇12(𝑥2, 𝑡),

𝑢(𝑥1, 0, 𝑡) = 𝜇21(𝑥1, 𝑡), 𝑢(𝑥1, 𝑙, 𝑡) = 𝜇22(𝑥1, 𝑡),
(38)

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 0) = 𝑢0(𝑥1, 𝑥2). (39)

Для решения задачи (37)–(39) рассмотрим сетку 𝑥
(𝑖𝛼)
𝛼 = 𝑖𝛼ℎ, 𝛼 = 1, 2,

𝑡𝑗 = 𝑗𝜏 , где 𝑖𝛼 = 0, 1, . . . , 𝑁 , ℎ = 𝑙/𝑁 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0, 𝜏 = 𝑇/𝑗0. Введем
дробный шаг 𝑡𝑗+1/2 = 𝑡𝑗 + 𝜏/2 и обозначим сеточную функцию

𝑦
𝑗+𝑠/2
𝑖1,𝑖2

= 𝑦𝑗+𝑠/2 = 𝑦(𝑖1ℎ, 𝑖2ℎ, (𝑗 + 𝑠/2)𝜏), 𝑠 = 0, 1, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑗0.

Запишем локально-одномерную схему⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦𝑗+1/2 − 𝑦𝑗

𝜏
= Λ̃1𝑦

𝑗+1/2 + 𝜙1,

𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗+1/2

𝜏
= Λ̃2𝑦

𝑗+1 + 𝜙2,

(40)

⎧⎨⎩𝑦
𝑗+1/2
0,𝑖2

= 𝜇11(𝑖2ℎ, 𝑡𝑗+1/2), 𝑦
𝑗+1/2
𝑁,𝑖2

= 𝜇12(𝑖2ℎ, 𝑡𝑗+1/2),

𝑦𝑗+1
𝑖1,0

= 𝜇21(𝑖1ℎ, 𝑡𝑗+1), 𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑁

= 𝜇22(𝑖1ℎ, 𝑡𝑗+1),
(41)

𝑦0𝑖1,𝑖2 = 𝑢0(𝑖1ℎ, 𝑖2, ℎ), (42)

Λ̃𝛼𝑦
𝑗+𝛼/2 = κ𝛼𝑎𝛼𝑦

𝑗+𝛼/2
�̄�𝛼𝑥𝛼

+ 𝑏+𝛼𝑎𝛼𝑦
𝑗+𝛼/2
𝑥𝛼

+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼𝑦
𝑗+𝛼/2
�̄�𝛼

−

− 𝑑𝛼𝑦
𝑗+𝛼/2 −

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+(𝛼−1)/2
𝑖𝛼

~,

𝜙𝛼 = 1
2𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡𝑗+𝛼/2) или 𝜙1 = 0, 𝜙2 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡𝑗+1), 𝛼 = 1, 2.

Приведем расчетные формулы для решения задачи (40)–(42).
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На первом этапе находим решение 𝑦𝑗+1/2
𝑖1,𝑖2

. Для этого при каждом значении
𝑖2 = 1, 𝑁 − 1 решается следующая задача:

𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖1−1,𝑖2

−𝐶1(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖1,𝑖2

+𝐵1(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖1+1,𝑖2

= −𝐹 𝑗+1/2
1(𝑖1,𝑖2)

, 0 < 𝑖1 < 𝑁 ; (43)

𝑦
𝑗+1/2
0,𝑖2

= 𝜇11(𝑖2ℎ, 𝑡𝑗+1/2), 𝑦
𝑗+1/2
𝑁,𝑖2

= 𝜇12(𝑖2ℎ, 𝑡𝑗+1/2),

где

𝐴1(𝑖1,𝑖2) =
κ1𝑎1
ℎ2

− 𝑏−1 𝑎1
ℎ

, 𝐵1(𝑖1,𝑖2) =
κ1𝑎1
ℎ2

+
𝑏+1 𝑎1
ℎ

,

𝐶1(𝑖1,𝑖2) = 𝐴1(𝑖1,𝑖2) +𝐵1(𝑖1,𝑖2) +
1

𝜏
+

1

𝑝
(𝑑1)𝑖1,𝑖2 ,

𝐹
𝑗+1/2
1(𝑖1,𝑖2)

=
1

𝜏
𝑦𝑗𝑖1,𝑖2 + 𝜙1(𝑖1,𝑖2) −

𝑁∑︁
𝑖1=0

𝛿1,𝑖1𝑦
𝑗
𝑖1
~.

На втором этапе находим решение 𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑖2

. Для этого, как и в первом случае,
при каждом значении 𝑖1 = 1, 𝑁 − 1 решается задача

𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖2−1 − 𝐶2(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖2

+𝐵2(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖2+1 = −𝐹 𝑗+1

2(𝑖1,𝑖2)
, 0 < 𝑖2 < 𝑁 ; (44)

𝑦𝑗+1
𝑖1,0

= 𝜇21(𝑖1ℎ, 𝑡𝑗+1), 𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑁

= 𝜇22(𝑖1ℎ, 𝑡𝑗+1),

𝐴2(𝑖1,𝑖2) =
κ2𝑎2
ℎ2

− 𝑏−2 𝑎2
ℎ

, 𝐵2(𝑖1,𝑖2) =
κ2𝑎2
ℎ2

+
𝑏+2 𝑎2
ℎ

,

𝐶2(𝑖1,𝑖2) = 𝐴2(𝑖1,𝑖2) +𝐵2(𝑖1,𝑖2) +
1

𝜏
+

1

𝑝
(𝑑2)𝑖1,𝑖2 ,

𝐹 𝑗+1
2(𝑖1,𝑖2)

=
1

𝜏
𝑦
𝑗+1/2
𝑖1,𝑖2

+ 𝜙2(𝑖1,𝑖2) −
𝑁∑︁

𝑖2=0

𝛿2,𝑖2𝑦
𝑗+1/2
𝑖2

~.

Каждая из задач (43), (44) решается методом прогонки [17].

7. Тестовая задача и численные результаты. Коэффициенты урав-
нения и граничных условий исходной дифференциальной задачи (1)–(3) под-
бираются таким образом, чтобы точным решением при 𝑝 = 2 была функция
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡3(𝑥41 + 𝑥42).

Ниже в табл. 1, 2 при уменьшении размера сетки приведены максимальное
значение погрешности (𝑧 = 𝑦 − 𝑢) и вычислительный порядок сходимости
(ВПС) в нормах ‖ · ‖𝐿2(𝑤ℎ𝜏 ) и ‖ · ‖𝐶(𝑤ℎ𝜏 ), где ‖𝑦‖𝐶(𝑤ℎ𝜏 ) = max

(𝑥𝑖,𝑡𝑗)∈𝑤ℎ𝜏

|𝑦|, когда

ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =
√
𝜏 . Погрешность уменьшается в соответствии с порядком

аппроксимации 𝑂(ℎ2 + (
√
𝜏)2).

Вычислительный порядок сходимости определяется по следующей фор-
муле:

ВПС = logℎ̄1/ℎ̄2

‖𝑧1‖
‖𝑧2‖

= log2
‖𝑧1‖
‖𝑧2‖

,

где 𝑧𝑖 — это погрешность, соответствующая ℎ̄𝑖, 𝑖 = 1, 2.
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Таблица 1
Изменение погрешности в норме ‖ · ‖𝐿2(�̄�ℎ𝜏 ) при уменьшении размера сетки на 𝑡 = 1, когда
ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 [The maximum error value (𝑧 = 𝑦 − 𝑢) and the computational order

of convergence (CO) in the norm ‖ · ‖𝐿2(�̄�ℎ𝜏 ) when the grid size is reduced by 𝑡 = 1, if
ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 ]

ℎ̄ max
0<𝑗<𝑚

‖𝑧𝑗‖𝐿2(�̄�ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐿2(�̄�ℎ𝜏 )

1/20 0.054709570
1/40 0.016029049 1.7711
1/80 0.004208141 1.9294
1/160 0.001067429 1.9790
1/320 0.000267991 1.9939

Таблица 2
Изменение погрешности в норме ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 ) при уменьшении размера сетки на 𝑡 = 1,
когда ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 [The maximum error value (𝑧 = 𝑦 − 𝑢) and the computational

order of convergence (CO) in the norm ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 ) when the grid size is reduced by 𝑡 = 1, if
ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 ]

ℎ̄ ‖𝑧‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 )

1/20 0.160732965
1/40 0.046564855 1.7874
1/80 0.011943380 1.9630
1/160 0.003001901 1.9923
1/320 0.000751465 1.9981

Заключение. В работе рассматривается краевая задача для многомер-
ного интегро-дифференциального уравнения конвекции-диффузии с неодно-
родными граничными условиями первого рода. Для приближенного решения
поставленной задачи предложена локально-одномерная схема А. А. Самар-
ского с порядком аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏). Исследование единственности
и устойчивости решения проводится с помощью метода энергетических нера-
венств. Получены априорные оценки решения локально-одномерной разност-
ной схемы, откуда следуют единственность решения, непрерывная и равно-
мерная зависимость решения от входных данных, а также сходимость ре-
шения схемы к решению исходной дифференциальной задачи со скоростью,
равной порядку аппроксимации разностной схемы. Для двумерной задачи
построен алгоритм численного решения, проведены численные расчеты те-
стовых примеров, иллюстрирующие полученные в работе теоретические ре-
зультаты.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
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Abstract
The first initial-boundary value problem for a multidimensional (in space

variables) integro-differential equation of convection-diffusion is studied. For
an approximate solution of the problem a locally one-dimensional scheme
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Описание спектра одной операторной
матрицы четвертого порядка
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Бухарский государственный университет,
Узбекистан, 705018, Бухара, ул. Мухаммад Икбол, 11.

Аннотация

Рассматривается операторная матрица четвертого порядка 𝒜. Этот
оператор соответствует гамильтониану системы с несохраняющимся чис-
лом и не более четырех частиц на решетке. Показано, что операторная
матрица 𝒜 унитарно эквивалентна диагональной матрице, диагональ-
ными элементами которой являются опять операторные матрицы чет-
вертого порядка. Описано местоположение существенного спектра опе-
ратора 𝒜, т. е. выделены двухчастичная, трехчастичная и четырехча-
стичная ветви существенного спектра оператора 𝒜. Установлено, что
существенный спектр операторной матрицы 𝒜 состоит из объединения
отрезков, число которых не больше 14. Построен определитель Фред-
гольма, такой, что его множество нулей и дискретный спектр опера-
торной матрицы 𝒜 совпадают, кроме того, доказано, что число простых
собственных значений операторной матрицы 𝒜, лежащих вне существен-
ного спектра, не превосходит 16.

Ключевые слова: пространство Фока, операторная матрица, операто-
ры рождения и уничтожения, унитарно эквивалентные операторы, су-
щественный, дискретный и точечный спектры.
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Введение. Многие научно-прикладные проблемы сводятся к изучению
спектральных свойств блочно-операторных матриц, элементами которых яв-
ляются линейные операторы, действующие в банаховых или гильбертовых
пространствах [1]. Существенные и дискретные спектры блочно-операторных
матриц (в том числе и для одного специального класса — гамильтонианов си-
стем с несохраняющимся ограниченным числом частиц на решетке) широко
связаны с актуальными проблемами в физике твердого тела [2], квантовой
теории поля [3], статистической физике [4], квантовой механике [5], магнито-
гидродинамике [6] и др. Поэтому развитие исследования блочно-операторных
матриц и гамильтонианов систем с несохраняющимся ограниченным числом
частиц является одним из приоритетных направлений.

Достаточно полное изучение спектральных свойств многочастичных опе-
раторов Шредингера в евклидовом пространстве проведено в книгах [7, 8].
Центральным результатом, посвященным описанию существенного спектра
для системы многих частиц, является теорема Хунцикера–ван Винтера–Жис-
лина (теорема ХВЖ), названная так в честь заслуг Хунцикера [9], ван Винте-
ра [10] и Жислина [11]. Она гласит, что существенный спектр 𝑁 -частичного
непрерывного оператора Шредингера состоит из полуинтервала и наимень-
ший элемент достигается на спектре подгамильтонианов определенного клас-
са. В работе [12] доказана теорема ХВЖ для гамильтониана системы четырех
произвольных квантовых частиц с парными потенциалами на решетке.

Доказательство аналогичных результатов в случае дискретных операто-
ров Шредингера, а также результатов, отличающихся от них для гамильто-
нианов систем с несохраняющимся ограниченным числом частиц на решетке
является актуальной задачей. Проблемы описания существенного спектра,
определения конечности или бесконечности дискретного спектра таких га-
мильтонианов изучены многими авторами, см. например [13–18]. В частности,
в работах [16, 17] изучены операторные матрицы четвертого порядка и опи-
саны местоположение и структура существенного спектра, а также доказан
аналог теоремы ХВЖ.

В настоящей статье рассматривается операторная матрица четвертого по-
рядка 𝒜, которая соответствует гамильтониану системы с несохраняющимся
числом и не более четырех частиц на решетке. Она связана с моделью «спин–
бозон» с не более чем тремя фотонами в евклидовом пространстве Rd, т. е.
в бозонном фоковском пространстве над 𝐿2(Rd,C2), изученной в работе [22].
Там выполнен спектральный анализ гамильтониана с помощью теории рассе-
яния в паре пространств со специально выбранным вложением. В частности,
доказаны существование волновых операторов и их асимптотическая полно-
та. При этом все построения опираются на детальный анализ резольвенты.

1. Постановка задачи. Через C, R, Z и N обозначим множество всех ком-
плексных, вещественных, целых и натуральных чисел соответственно. Пусть
d ∈ N и Td := (−𝜋;𝜋]d — d-мерный куб с соответствующим отождествлением
противоположных граней. Всюду в работе Td рассматривается как абелева
группа, в которой операции сложения и умножения на вещественное число
введены как операции сложения и умножения на вещественное число в Rd по
модулю (2𝜋Z)d. Например, если

𝑎 = (𝜋/2, . . . , 𝜋/2), 𝑏 = (2𝜋/3, . . . , 2𝜋/3) ∈ Td,
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то
𝑎+ 𝑏 = (−5𝜋/6, . . . ,−5𝜋/6), 6𝑎 = (𝜋, . . . , 𝜋) ∈ Td.

Пусть 𝐿2((Td)𝑚), 𝑚 = 1, 2, 3— гильбертово пространство квадратично-
интегрируемых (комплекснозначных) функций, определенных на (Td)𝑚 и

ℱ(𝐿2(Td)) := C⊕ 𝐿2(Td)⊕ 𝐿2((Td)2)⊕ · · · ;
ℱ (𝑚)(𝐿2(Td)) := C⊕ 𝐿2(Td)⊕ 𝐿2((Td)2)⊕ · · · ⊕ 𝐿2((Td)𝑚), 𝑚 = 1, 2, 3;

ℋ(𝑚) := C2 ⊗ℱ (𝑚)(𝐿2(Td)), 𝑚 = 1, 2, 3.

Гильбертово пространство ℱ(𝐿2(Td)) называется пространством Фока,
а ℱ (𝑚)(𝐿2(Td))— (𝑚 + 1)-частичное обрезанное подпространство простран-
ства Фока.

Норма элемента 𝐹 =
{︀
𝑓
(s)
0 , 𝑓

(s)
1 , 𝑓

(s)
2 , 𝑓

(s)
3 , s = ±

}︀
∈ ℋ(3) задается формулой

‖𝐹‖2 =
∑︁
s=±

(︂
|𝑓 (s)0 |2 +

∫︁
Td

|𝑓 (s)1 (𝑘1)|2𝑑𝑘1 +
∫︁
(Td)2

|𝑓 (s)2 (𝑘1, 𝑘2)|2𝑑𝑘1𝑑𝑘2 +

+

∫︁
(Td)3

|𝑓 (s)3 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)|2𝑑𝑘1𝑑𝑘2𝑑𝑘3
)︂
.

В гильбертовом пространстве ℋ(3) рассмотрим тридиагональную опера-
торную матрицу

𝒜 :=

⎛⎜⎝ 𝒜00 𝒜01 0 0
𝒜*

01 𝒜11 𝒜12 0
0 𝒜*

12 𝒜22 𝒜23

0 0 𝒜*
23 𝒜33

⎞⎟⎠
с матричными элементами

𝒜00𝑓
(s)
0 = s𝜀𝑓

(s)
0 ,

𝒜01𝑓
(s)
1 = 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓
(−s)
1 (𝑡)𝑑𝑡,

(𝒜11𝑓
(s)
1 )(𝑘1) = (s𝜀+ 𝑤(𝑘1))𝑓

(s)
1 (𝑘1),

(𝒜12𝑓
(s)
2 )(𝑘1) = 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓
(−s)
2 (𝑘1, 𝑡)𝑑𝑡,

(𝒜22𝑓
(s)
2 )(𝑘1, 𝑘2) =

(︀
s𝜀+ 𝑤(𝑘1) + 𝑤(𝑘2)

)︀
𝑓
(s)
2 (𝑘1, 𝑘2),

(𝒜23𝑓
(s)
3 )(𝑘1, 𝑘2) = 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓
(−s)
3 (𝑘1, 𝑘2, 𝑡)𝑑𝑡,

(𝒜33𝑓
(s)
3 )(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) =

(︀
s𝜀+ 𝑤(𝑘1) + 𝑤(𝑘2) + 𝑤(𝑘3)

)︀
𝑓
(s)
3 (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3).

Здесь
{︀
𝑓
(s)
0 , 𝑓

(s)
1 , 𝑓

(s)
2 , 𝑓

(s)
2 , s = ±

}︀
∈ ℋ(3); 𝒜*

𝑖𝑗 — сопряженный оператор к 𝒜𝑖𝑗 ,
𝑖 < 𝑗; функции 𝑣( · ), 𝑤( · ) являются вещественнозначными и непрерывными
на Td, причем min

𝑘∈Td
𝑤(𝑘) = 0; 𝛼 > 0— «параметр взаимодействия». В этих

предположениях операторная матрица 𝒜 является ограниченной и самосо-
пряженной в гильбертовом пространстве ℋ(3).
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Поставим для операторной матрицы 𝒜 следующие задачи:
– описать местоположение существенного спектра и доказать, что он со-

стоит из объединения отрезков, которых не более шести;
– определить число и местонахождение собственных значений;
– оценить нижнюю грань существенного спектра.
В последующих разделах статьи мы подробно рассмотрим все эти задачи.

Далее под обозначениями 𝜎( · ), 𝜎ess( · ), 𝜎pp( · ) и 𝜎disc( · ) понимаются спектр,
существенный спектр, точечный спектр и дискретный спектр ограниченного
самосопряженного оператора соответственно.

2. Спектральное соотношение для операторной матрицы 𝒜. В этом
разделе изучение спектра операторной матрицы 𝒜 при помощи оператора пе-
рестановки сводится к изучению спектра более простых операторных матриц
𝒜(s), s = ±. Затем спектр операторной матрицы 𝒜 описывается через спектр
операторных матриц 𝒜(s), s = ±.

Исследуем спектральные свойства операторной матрицы 𝒜. С этой целью
определим два ограниченных самосопряженных оператора 𝒜𝑚, 𝑚 = 1, 2, дей-
ствующих в ℋ(𝑚), в виде (𝑚+ 1)× (𝑚+ 1) операторных матриц:

𝒜1 :=

(︂
𝒜00 𝒜01

𝒜*
01 𝒜11

)︂
, 𝒜2 :=

⎛⎝ 𝒜00 𝒜01 0
𝒜*

01 𝒜11 𝒜12

0 𝒜*
12 𝒜22

⎞⎠ .

Рассмотрим еще три ограниченных самосопряженных оператора 𝒜(s)
𝑚 , 𝑚 =

= 1, 2, 3, s = ±, действующих в ℱ (𝑚)(𝐿2(Td)), в виде (𝑚+1)× (𝑚+1) опера-
торных матриц:

𝒜(s)
1 :=

(︃ ̂︀𝒜(s)
00

̂︀𝒜01̂︀𝒜*
01

̂︀𝒜(s)
11

)︃
, 𝒜(s)

2 :=

⎛⎜⎝ ̂︀𝒜(s)
00

̂︀𝒜01 0̂︀𝒜*
01

̂︀𝒜(s)
11

̂︀𝒜12

0 ̂︀𝒜*
12

̂︀𝒜(s)
22

⎞⎟⎠ ,

𝒜(s)
3 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
̂︀𝒜(s)
00

̂︀𝒜01 0 0̂︀𝒜*
01

̂︀𝒜(s)
11

̂︀𝒜12 0

0 ̂︀𝒜*
12

̂︀𝒜(s)
22

̂︀𝒜23

0 0 ̂︀𝒜*
23

̂︀𝒜(s)
33

⎞⎟⎟⎟⎠
с матричными элементами

̂︀𝒜(s)
00 𝑓0 = s𝜀𝑓0,̂︀𝒜01𝑓1 = 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓1(𝑡)𝑑𝑡,

( ̂︀𝒜(s)
11 𝑓1)(𝑘1) = (−s𝜀+ 𝑤(𝑘1))𝑓1(𝑘1),

( ̂︀𝒜12𝑓2)(𝑘1) = 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓2(𝑘1, 𝑡)𝑑𝑡,

( ̂︀𝒜(s)
22 𝑓2)(𝑘1, 𝑘2) =

(︀
s𝜀+ 𝑤(𝑘1) + 𝑤(𝑘2)

)︀
𝑓2(𝑘1, 𝑘2),

( ̂︀𝒜23𝑓3)(𝑘1, 𝑘2) = 𝛼

∫︁
(Td)2

𝑣(𝑡)𝑓3(𝑘1, 𝑘2, 𝑡)𝑑𝑡,
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( ̂︀𝒜(s)
33 𝑓3)(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) =

(︀
−s𝜀+ 𝑤(𝑘1) + 𝑤(𝑘2) + 𝑤(𝑘3)

)︀
𝑓3(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3);

(𝑓0, 𝑓1) ∈ ℱ (1)(𝐿2(Td)), (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) ∈ ℱ (2)(𝐿2(Td)),

(𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) ∈ ℱ (3)(𝐿2(Td)).

Можно легко проверить, что

( ̂︀𝒜*
01𝑓0)(𝑘1) = 𝛼𝑣(𝑘1)𝑓0, ( ̂︀𝒜*

12𝑓1)(𝑘1, 𝑘2) = 𝛼𝑣(𝑘2)𝑓1(𝑘1),

( ̂︀𝒜*
23𝑓2)(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) = 𝛼𝑣(𝑘3)𝑓2(𝑘1, 𝑘2); (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) ∈ ℱ (2)(𝐿2(Td)).

Внедиагональные операторы ̂︀𝒜01, ̂︀𝒜12 и ̂︀𝒜23 называются операторами
уничтожения, а ̂︀𝒜*

01, ̂︀𝒜*
12 и ̂︀𝒜*

23 называются операторами рождения [3].
Далее для сокращения записи всюду предполагается, что 𝒜3 := 𝒜.
Установим связь между спектрами операторных матриц 𝒜𝑚 и 𝒜(s)

𝑚 , s = ±.
Лемма 1. Пусть 𝑚 = 1, 2, 3. Между спектрами операторных матриц 𝒜𝑚

и 𝒜(s)
𝑚 , s = ±, справедливо равенство 𝜎(𝒜𝑚) = 𝜎(𝒜(+)

𝑚 )∪𝜎(𝒜(−)
𝑚 ). Кроме того,

𝜎ess(𝒜𝑚) = 𝜎ess(𝒜(+)
𝑚 ) ∪ 𝜎ess(𝒜(−)

𝑚 ), 𝜎p(𝒜𝑚) = 𝜎p(𝒜(+)
𝑚 ) ∪ 𝜎p(𝒜(−)

𝑚 ).

До к а з ат е л ь ств о. Введем три оператора перестановки:

Φ𝑚 : ℋ(𝑚) → ℱ (𝑚)(𝐿2(Td))⊕ℱ (𝑚)(𝐿2(Td)), 𝑚 = 1, 2, 3;

Φ1 : (𝑓
(+)
0 , 𝑓

(−)
0 , 𝑓

(+)
1 , 𝑓

(−)
1 ) → (𝑓

(+)
0 , 𝑓

(−)
1 , 𝑓

(−)
0 , 𝑓

(+)
1 ),

Φ2 : (𝑓
(+)
0 , 𝑓

(−)
0 , 𝑓

(+)
1 , 𝑓

(−)
1 , 𝑓

(+)
2 , 𝑓

(−)
2 ) → (𝑓

(+)
0 , 𝑓

(−)
1 , 𝑓

(+)
2 , 𝑓

(−)
0 , 𝑓

(+)
1 , 𝑓

(−)
2 ),

Φ3 : (𝑓
(+)
0 , 𝑓

(−)
0 , 𝑓

(+)
1 , 𝑓

(−)
1 , 𝑓

(+)
2 , 𝑓

(−)
2 , 𝑓

(+)
3 , 𝑓

(−)
3 ) →

(𝑓
(+)
0 , 𝑓

(−)
1 , 𝑓

(+)
2 , 𝑓

(−)
3 , 𝑓

(−)
0 , 𝑓

(+)
1 , 𝑓

(−)
2 𝑓

(+)
3 ).

Очевидно, что Φ𝑚 — унитарная операторная матрица и

Φ−1
𝑚 : ℱ (𝑚)(𝐿2(Td))⊕ℱ (𝑚)(𝐿2(Td)) → ℋ(𝑚), 𝑚 = 1, 2, 3;

Φ−1
1 : (𝜑, 𝜑′) → (𝜑0, 𝜑

′
0, 𝜑

′
1, 𝜑1), 𝜑 = (𝜑0, 𝜑1), 𝜑

′ = (𝜑′0, 𝜑
′
1) ∈ ℱ (1)(𝐿2(Td));

Φ−1
2 : (𝜙,𝜙′) → (𝜙0, 𝜙

′
0, 𝜙

′
1, 𝜙1, 𝜙2, 𝜙

′
2),

𝜙 = (𝜙0, 𝜙1, 𝜙2), 𝜙
′ = (𝜙′

0, 𝜙
′
1, 𝜙

′
2) ∈ ℱ (2)(𝐿2(Td));

Φ−1
3 : (𝜓,𝜓′) → (𝜓0, 𝜓

′
0, 𝜓

′
1, 𝜓1, 𝜓2, 𝜓

′
2, 𝜓

′
3, 𝜓3),

𝜓 = (𝜓0, 𝜓1, 𝜓2, 𝜓3), 𝜓
′ = (𝜓′

0, 𝜓
′
1, 𝜓

′
2, 𝜓

′
3) ∈ ℱ (3)(𝐿2(Td)).

Тогда из определения операторных матриц 𝒜𝑚, 𝒜(s)
𝑚 и Φ𝑚 следует, что

Φ𝑚𝒜𝑚Φ−1
𝑚 = diag{𝒜(+)

𝑚 ,𝒜(−)
𝑚 }.

Полученное равенство означает унитарную эквивалентность операторной
матрицы 𝒜𝑚 и диагональной операторной матрицы diag{𝒜(+)

𝑚 ,𝒜(−)
𝑚 }. Отсюда
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следует связь между спектрами операторных матриц 𝒜𝑚 и 𝒜(s)
𝑚 , указанная

в лемме. �

Замечание 1. При 𝑚 = 1, 2, 3 часть дискретного спектра 𝜎disc(𝒜
(s)
𝑚 ) опе-

раторной матрицы 𝒜(s)
𝑚 может лежать в существенном спектре 𝜎ess(𝒜(−s)

𝑚 )

операторной матрицы 𝒜(−s)
𝑚 , поэтому имеют место соотношения

𝜎disc(𝒜𝑚) ⊆ 𝜎disc(𝒜(+)
𝑚 ) ∪ 𝜎disc(𝒜(−)

𝑚 ), (1)

𝜎disc(𝒜𝑚) = {𝜎disc(𝒜(+)
𝑚 ) ∪ 𝜎disc(𝒜(−)

𝑚 )} ∖ 𝜎ess(𝒜𝑚). (2)

Точнее,
𝜎disc(𝒜𝑚) =

⋃︁
s=±

{𝜎disc(𝒜(s)
𝑚 ) ∖ 𝜎ess(𝒜(−s)

𝑚 )}.

Очевидно, что при 𝑚 = 1, 2, 3 и s = ± операторная матрица 𝒜(s)
𝑚 имеет бо-

лее простую структуру, чем 𝒜𝑚, поэтому лемма 1 и соотношения (1), (2) дают
возможность получить более точную информацию относительно спектра 𝒜𝑚.

3. Описание существенного и дискретного спектров операторной
матрицы 𝒜1. Рассмотрим операторную матрицу 𝒜(s)

1,0, s = ±, которая дей-
ствует в ℱ (1)(𝐿2(Td)) как

𝒜(s)
1,0 :=

(︂
0 0

0 ̂︀𝒜(s)
11

)︂
.

Тогда оператор возмущения 𝒜(s)
1 −𝒜(s)

1,0 операторной матрицы 𝒜(s)
1,0 является

самосопряженной операторной матрицей ранга 2. Следовательно, из извест-
ной теоремы Г. Вейля о сохранении существенного спектра при возмущениях
конечного ранга вытекает, что существенный спектр операторной матрицы
𝒜(s)

1 совпадает с существенным спектром операторной матрицы 𝒜(s)
1,0. Извест-

но, что
𝜎ess(𝒜(s)

1,0) = [−s𝜀,−s𝜀+𝑀 ], 𝑀 := max
𝑘∈Td

𝑤(𝑘).

Из последних фактов следует, что

𝜎ess(𝒜(s)
1 ) = [−s𝜀,−s𝜀+𝑀 ].

Тогда, используя лемму 1, получаем, что справедливо равенство

𝜎ess(𝒜1) = [−𝜀,−𝜀+𝑀 ] ∪ [𝜀, 𝜀+𝑀 ].

Подчеркнем, что в непрерывном случае [20–23] существенный спектр соот-
ветствующий модели состоит из полуоси [−𝜀,∞). В рассматриваемом случае
видно, что существенный спектр операторной матрицы 𝒜1 есть объединение
двух отрезков конечной длины, которые не пересекаются, если 𝜀 > 𝑀/2. Ина-
че говоря, если 𝜀 > 𝑀/2, то в существенном спектре операторной матрицы 𝒜1

имеется лакуна (−𝜀+𝑀, 𝜀).
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Определим функцию

Ω
(s)
1 (𝑧) := s𝜀− 𝑧 − 𝛼2

∫︁
Td

𝑣2(𝑡)𝑑𝑡

−s𝜀+ 𝑤(𝑡)− 𝑧
,

регулярную в C ∖ [−s𝜀,−s𝜀+𝑀 ].

Функция Ω
(s)
1 ( · ) называется детерминантом Фредгольма, ассоциирован-

ным с операторной матрицей 𝒜(s)
1 .

Связь между собственными значениями операторной матрицы 𝒜(s)
1 и ну-

лями функции Ω
(s)
1 ( · ) устанавливается следующей леммой.

Лемма 2 [19]. Число 𝑧(s) ∈ C∖𝜎ess(𝒜(s)
1 ) есть собственное значение опера-

торной матрицы 𝒜(s)
1 тогда и только тогда, когда Ω

(s)
1 (𝑧(s)) = 0.

Из леммы 2 вытекает, что

𝜎disc(𝒜
(s)
1 ) =

{︀
𝑧 ∈ C ∖ 𝜎ess(𝒜(s)

1 ) : Ω
(s)
1 (𝑧) = 0

}︀
.

Тогда с учетом замечания 1 получаем, что

𝜎disc(𝒜1) =
{︀
𝑧 ∈ C ∖ 𝜎ess(𝒜1) : Ω

(+)
1 (𝑧)Ω

(−)
1 (𝑧) = 0

}︀
.

Из определения функции Ω
(s)
1 ( · ) и последнего равенства получим следу-

ющее утверждение.
Лемма 3 [19]. При всех 𝛼 > 0 операторная матрица 𝒜1 имеет не менее

одного и не более четырех собственных значений.

Замечание 2. Собственное значение 𝐸0 операторной матрицы 𝒜1, кото-
рое существует при всех 𝛼 > 0, обычно называется основным состоянием.
Компоненты соответствующей собственной вектор-функции выглядят так:

𝑓
(+)
0 = 0, 𝑓

(−)
0 = const ̸= 0, 𝑓

(+)
1 (𝑘1) = − 𝛼𝑣(𝑘1)𝑓

(−)
0

𝜀+ 𝑤(𝑘1)− 𝐸0
, 𝑓

(−)
1 (𝑘1) = 0.

Из приведенных в этом разделе рассуждений можно заметить, что суще-
ствование изолированных собственных значений операторной матрицы 𝒜1

тесно связано с операторными матрицами 𝒜(s)
1 , s = ±. Причем 𝜎disc(𝒜1) ̸= ∅.

4. Описание спектра операторной матрицы 𝒜2. В этом разделе для
операторной матрицы 𝒜2 установлено местоположение существенного спек-
тра и приведена оценка его нижней грани, а также изучено местоположение
дискретного спектра.

Хорошо известно, что для 𝜆 ∈ R и 𝐴 ⊂ R справедливо соотношение

𝜆+𝐴 = {𝜆+ 𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐴}.

Обозначим

𝜎
(s)
1 :=

⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + 𝜎disc(𝒜
(−s)
1 )}, Σ

(s)
1 := 𝜎

(s)
1 ∪ [s𝜀, s𝜀+ 2𝑀 ].
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Отметив, что ⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + 𝜎ess(𝒜(−s)
1 )} = [s𝜀, s𝜀+ 2𝑀 ],

приходим к равенству ⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + 𝜎(𝒜(−s)
1 )} = Σ

(s)
1 .

Местоположение существенного спектра оператора 𝒜2 описывается сле-
дующей теоремой.

Теорема 1. Существенный спектр оператора 𝒜2 совпадает с множе-
ством Σ

(+)
1 ∪ Σ

(−)
1 , т.е. 𝜎ess(𝒜2) = Σ

(+)
1 ∪ Σ

(−)
1 . Более того, множество

𝜎ess(𝒜2) представляет собой объединение не более чем шести отрезков.

До к а з ат е л ь ств о. В силу леммы 1 имеем

𝜎ess(𝒜2) = 𝜎ess(𝒜(+)
2 ) ∪ 𝜎ess(𝒜(−)

2 ).

Покажем, что 𝜎ess(𝒜(s)
2 ) = Σ

(s)
1 . По определению Σ

(s)
1 = 𝜎

(s)
1 ∪ [s𝜀, s𝜀+ 2𝑀 ].

Запишем операторную матрицу 𝒜(s)
2 в виде суммы двух операторных мат-

риц 𝒜(s)
2 = 𝒜(s)

2,0 +𝒜(s)
2,1, где

𝒜(s)
2,0 :=

⎛⎝ 0 0 0

0 ̂︀𝒜(s)
11

̂︀𝒜12

0 ̂︀𝒜*
12

̂︀𝒜(s)
22

⎞⎠ , 𝒜(s)
2,1 :=

⎛⎝ ̂︀𝒜(s)
00

̂︀𝒜01 0̂︀𝒜*
01 0 0
0 0 0

⎞⎠ .

Видно, что операторная матрица 𝒜(s)
2,1 есть двумерная самосопряженная

операторная матрица. Поэтому 𝜎ess(𝒜(s)
2 ) = 𝜎ess(𝒜(s)

2,0). Точнее, 𝜎ess(𝒜(s)
2 ) =

= 𝜎ess(𝒜(s)
2,3), где

𝒜(s)
2,3 :=

(︃ ̂︀𝒜(s)
11

̂︀𝒜12̂︀𝒜*
12

̂︀𝒜(s)
22

)︃
.

Можно показать, что оператор 𝒜(s)
2,3 коммутирует с любой операторной

матрицей 𝑈𝜙, действующей в ℋ1 ⊕ℋ2, по правилу

𝑈𝜙

(︂
𝑓1(𝑘2)

𝑓2(𝑘1, 𝑘2)

)︂
=

(︂
𝜙(𝑘1)𝑓1(𝑘2)

𝜙(𝑘1)𝑓2(𝑘1, 𝑘2)

)︂
, 𝜙( · ) ∈ 𝐶(Td), 𝑓𝑖 ∈ ℋ𝑖, 𝑖 = 1, 2,

где 𝐶(Td)— банахово пространство непрерывных функций, определенных
на Td.

Следовательно, из разложения в прямой интеграл пространства ℋ1⊕ℋ2:

ℋ1 ⊕ℋ2 =

∫︁
Td

⊕(ℋ0 ⊕ℋ1)𝑑𝑘1
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следует, что оператор 𝒜(s)
2,3 разлагается в прямой интеграл

𝒜(s)
2,3 =

∫︁
Td

⊕(𝑤(𝑘1)𝐼 +𝒜(−s)
1 )𝑑𝑘1. (3)

Из разложения (3) оператора 𝒜(s)
2,3 в силу теоремы о спектре разложимых

операторов [25, теорема XIII.86] вытекает, что

𝜎(𝒜(s)
2,3) =

⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + 𝜎(𝒜(−s)
1 )}.

Тогда, учитывая равенства

𝜎(𝒜(−s)
1 ) = 𝜎disc(𝒜

(−s)
1 ) ∪ [−s𝜀,−s𝜀+𝑀 ]

и ⋃︁
𝑘1∈Td

[−s𝜀+ 𝑤(𝑘1),−s𝜀+ 𝑤(𝑘1) +𝑀 ] = [−s𝜀,−s𝜀+ 2𝑀 ],

мы приходим к равенству 𝜎(𝒜(s)
2,3) = Σ

(s)
1 , т. е. 𝜎ess(𝒜(s)

2 ) = Σ
(s)
1 .

Теперь осталось доказать, что множество 𝜎ess(𝒜(s)
2 ) представляет собой

объединение не более чем трех отрезков. Так как операторная матрица 𝒜(s)
1

имеет не более двух простых собственных значений, лежащих вне отрезка
[s𝜀, s𝜀+2𝑀 ], и функция 𝑤( · ) непрерывна на Td, то множество 𝜎(s)1 состоит из
объединения не более чем двух отрезков. Следовательно, множество 𝜎ess(𝒜(s)

2 )
представляет собой объединение не более чем трех отрезков. Доказательство
теоремы 1 завершается применением леммы 1. �

Введем подмножества

𝜎two(𝒜2) := 𝜎
(+)
1 ∪ 𝜎(−)

1 и 𝜎three(𝒜2) := [−𝜀,−𝜀+ 2𝑀 ] ∪ [𝜀, 𝜀+ 2𝑀 ]

существенного спектра 𝜎ess(𝒜2) оператора 𝒜2.

Определение 1. Множества 𝜎two(𝒜2) и 𝜎three(𝒜2) называются соответ-
ственно двухчастичной и трехчастичной ветвями существенного спектра
оператора 𝒜2.

В силу определения множества 𝜎three(𝒜2) имеет место равенство

min(𝜎three(𝒜2)) = −𝜀.

Определим регулярную в C ∖ Σ(s) функцию

Ω
(s)
2 (𝑧) := s𝜀− 𝑧 − 𝛼2

∫︁
Td

𝑣2(𝑡)𝑑𝑡

Ω
(−s)
1 (𝑧 − 𝑤(𝑡))

.

Положим Ω2(𝑧) := Ω
(+)
2 (𝑧)Ω

(−)
2 (𝑧).

Связь между собственными значениями оператора 𝒜2 и нулями функции
Ω2( · ) устанавливается следующей теоремой, в которой также определяется
число собственных значений оператора 𝒜2.
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Теорема 2. Справедливы следующие утверждения:
(а) если число 𝑧 ∈ C ∖ 𝜎ess(𝒜2) является собственным значением операто-

ра 𝒜2, то Ω2(𝑧) = 0, и наоборот;
(б) число простых собственных значений оператора 𝒜2 не больше восьми.

До к а з ат е л ь ств о. (а) Предположим, что точка 𝑧 ∈ C ∖ Σ(s)
1 является

собственным значением оператора 𝒜(s)
2 с соответствующей собственной век-

тор-функцией 𝑓 = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) ∈ ℱ (2)(𝐿2(Td)). В этом случае элементы 𝑓0, 𝑓1
и 𝑓2 являются решением системы уравнений

(s𝜀− 𝑧)𝑓0 + 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0;

𝛼𝑣(𝑘1)𝑓0 + (−s𝜀+ 𝑤(𝑘1)− 𝑧)𝑓1(𝑘1) + 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓2(𝑘1, 𝑡)𝑑𝑡 = 0; (4)

𝛼𝑣(𝑘2)𝑓1(𝑘1) + (s𝜀+ 𝑤(𝑘1) + 𝑤(𝑘2)− 𝑧)𝑓2(𝑘1, 𝑘2) = 0.

Так как 𝑧 ̸∈ [s𝜀, s𝜀+2𝑀 ], из третьего уравнения системы (4) для 𝑓2 имеем

𝑓2(𝑘1, 𝑘2) = − 𝛼𝑣(𝑘2)𝑓1(𝑘1)

s𝜀+ 𝑤(𝑘1) + 𝑤(𝑘2)− 𝑧
. (5)

Подставляя выражение (5) для 𝑓2 во второе уравнение (4), получим си-
стему уравнений

0 = (𝑧 − s𝜀)𝑓0 − 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓1(𝑡)𝑑𝑡,

Ω
(−s)
1 (𝑧 − 𝑤(𝑘1))𝑓1(𝑘1) = −𝛼𝑣(𝑘1)𝑓0,

(6)

которая имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда система
уравнений (4) имеет нетривиальное решение.

В силу определения множества 𝜎(s)1 для любых 𝑧 ̸∈ 𝜎
(s)
1 и 𝑘1 ∈ Td имеет

место неравенство Ω
(−s)
1 (𝑧 −𝑤(𝑘1)) ̸= 0. Значит, система уравнений (6) имеет

нетривиальное решение тогда и только тогда, когда система уравнений

𝑓0 = (1 + 𝑧 − s𝜀)𝑓0 − 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓1(𝑡)𝑑𝑡,

𝑓1(𝑘1) = − 𝛼𝑣(𝑘1)𝑓0

Ω
(−s)
1 (𝑧 − 𝑤(𝑘1))

имеет решение, не равное тождественно нулю, или когда Ω
(s)
2 (𝑧) = 0. Теперь

замечание 1 завершает доказательство утверждения (а) теоремы 2.

(б) Так как операторная матрица 𝒜(s)
2 является самосопряженной, ее дис-

кретный спектр вещественен. Поэтому исследуем вещественные нули функ-
ции Ω

(s)
2 ( · ). Из определения функции Ω

(s)
2 ( · ) вытекает, что она регуляр-

на на C ∖ 𝜎ess(𝒜(s)
2 ). Простые преобразования показывают, что для любого

𝑧 ∈ R ∖ 𝜎ess(𝒜(s)
2 ) имеет место равенство

𝑑

𝑑𝑧
Ω
(s)
2 (𝑧) = −1−

∫︁
Td

𝑣2(𝑠)

(Ω
(−s)
1 (𝑧 − 𝑤(𝑠)))2

(︂
1 +

∫︁
Td

𝑣2(𝑡)𝑑𝑡

(s𝜀+ 𝑤(𝑠) + 𝑤(𝑡)− 𝑧)2

)︂
𝑑𝑠.
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Очевидно, что
𝑑

𝑑𝑧
Ω
(s)
2 (𝑧) < 0 при всех 𝑧 ∈ R ∖ 𝜎ess(𝒜(s)

2 ). Это и означает, что

функция Ω
(s)
2 (·) монотонно убывает на R∖𝜎ess(𝒜(s)

2 ). В силу теоремы 1 множе-
ство 𝜎ess(𝒜(s)

2 ) состоит из объединения не более чем трех отрезков, поэтому из
монотонности функции Ω

(s)
2 ( ·) вытекает, что эта функция может иметь четы-

ре простых нуля в R∖𝜎ess(𝒜(s)
2 ). Теперь утверждение (а) теоремы 2 завершает

доказательство утверждения (б) этой теоремы. �
Из теоремы 2 следует, что

𝜎disc(𝒜
(s)
2 ) =

{︀
𝑧 ∈ C ∖ Σ(s)

1 : Ω
(s)
2 (𝑧) = 0

}︀
.

Отсюда с учетом замечания 1 получаем, что

𝜎disc(𝒜2) =
{︀
𝑧 ∈ C ∖ Σ(s)

1 : Ω2(𝑧) = 0
}︀
.

5. Местоположение существенного и дискретного спектров опе-
ратора 𝒜3. Обозначим

𝜎
(s)
2 :=

⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1)+𝜎disc(𝒜
(−s)
2 )}∪

⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1)+𝜎(s)1 }, Σ
(s)
2 := 𝜎

(s)
2 ∪[s𝜀, s𝜀+3𝑀 ].

Здесь следует отметить, что⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + [s𝜀, s𝜀+ 2𝑀 ]} = [s𝜀, s𝜀+ 3𝑀 ].

Поэтому имеет место равенство⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + 𝜎(𝒜(−s)
2 )} = Σ

(s)
2 .

Местоположение существенного спектра оператора 𝒜3 описывается сле-
дующей теоремой.

Теорема 3. Существенный спектр оператора 𝒜3 совпадает с множест-
вом Σ

(+)
2 ∪Σ

(−)
2 , т.е. 𝜎ess(𝒜2) = Σ

(+)
2 ∪Σ

(−)
2 . Более того, множество 𝜎ess(𝒜3)

представляет собой объединение не более чем четырнадцати отрезков.

До к а з ат е л ь ств о. В силу леммы 1 имеем

𝜎ess(𝒜3) = 𝜎ess(𝒜(+)
3 ) ∪ 𝜎ess(𝒜(−)

3 ).

Покажем, что 𝜎ess(𝒜(s)
3 ) = Σ

(s)
2 . По определению Σ

(s)
2 = 𝜎

(s)
2 ∪ [s𝜀, s𝜀+ 3𝑀 ].

Запишем операторную матрицу 𝒜(s)
3 в виде суммы двух операторных мат-

риц: 𝒜(s)
3 = 𝒜(s)

3,0 +𝒜(s)
3,1, где

𝒜(s)
3,0 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 ̂︀𝒜(s)
11

̂︀𝒜12 0

0 ̂︀𝒜*
12

̂︀𝒜(s)
22

̂︀𝒜23

0 0 ̂︀𝒜*
23

̂︀𝒜(s)
33

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝒜(s)
3,1 :=

⎛⎜⎜⎝
̂︀𝒜(s)
00

̂︀𝒜01 0 0̂︀𝒜*
01 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .
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Видно, что 𝒜(s)
3,1 есть двумерная самосопряженная операторная матри-

ца. Поэтому 𝜎ess(𝒜(s)
3 ) = 𝜎ess(𝒜(s)

3,0). Точнее, из одномерности пространства C
и построения операторной матрицы 𝒜(s)

3,0 следует, что 𝜎ess(𝒜(s)
3 ) = 𝜎ess(𝒜(s)

3,3),
где

𝒜(s)
3,3 :=

⎛⎜⎝ ̂︀𝒜(s)
11

̂︀𝒜12 0̂︀𝒜*
12

̂︀𝒜(s)
22

̂︀𝒜23

0 ̂︀𝒜*
23

̂︀𝒜(s)
33

⎞⎟⎠ .

Можно показать, что оператор 𝒜(s)
3,3 коммутирует с любой операторной

матрицей 𝑉𝜙, действующей в ℋ1 ⊕ℋ2 ⊕ℋ2 по правилу

𝑉𝜙

⎛⎝ 𝑓1(𝑘2)
𝑓2(𝑘1, 𝑘2)

𝑓3(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)

⎞⎠=

⎛⎝ 𝜙(𝑘1)𝑓1(𝑘2)
𝜙(𝑘1)𝑓2(𝑘1, 𝑘2)

𝜙(𝑘1)𝑓3(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)

⎞⎠ , 𝜙(·) ∈ 𝐶(Td), 𝑓𝑖 ∈ ℋ𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3,

где 𝐶(Td)— банахово пространство непрерывных функций, определенных
на Td.

Следовательно, из разложения в прямой интеграл пространства
ℋ1 ⊕ℋ2 ⊕ℋ3:

ℋ1 ⊕ℋ2 ⊕ℋ3 =

∫︁
Td

⊕(ℋ0 ⊕ℋ1 ⊕ℋ2)𝑑𝑘1

следует, что оператор 𝒜(s)
3,3 разлагается в прямой интеграл:

𝒜(s)
3,3 =

∫︁
Td

⊕(𝑤(𝑘1)𝐼 +𝒜(−s)
2 )𝑑𝑘1. (7)

Из разложения (7) оператора 𝒜(s)
3,3 в силу теоремы о спектре разложимых

операторов [25, теорема XIII.86] вытекает, что

𝜎(𝒜(s)
3,3) =

⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + 𝜎(𝒜(−s)
2 )}.

Тогда, учитывая равенства

𝜎(𝒜(s)
2 ) = 𝜎disc(𝒜

(s)
2 ) ∪ 𝜎(s)1 ∪ [s𝜀, s𝜀+ 2𝑀 ]

и ⋃︁
𝑘1∈Td

[s𝜀+ 𝑤(𝑘1), s𝜀+ 𝑤(𝑘1) + 2𝑀 ] = [s𝜀, s𝜀+ 3𝑀 ],

мы приходим к равенству 𝜎(𝒜(s)
3,3) = Σ

(s)
2 , т. е. 𝜎ess(𝒜(s)

3 ) = Σ
(s)
2 .

Осталось доказать, что множество 𝜎ess(𝒜(s)
3 ) представляет собой объеди-

нение не более чем семи отрезков. Так как операторная матрица 𝒜(s)
2 имеет

не более четырех простых собственных значений, лежащих вне своего суще-
ственного спектра, и функция 𝑤( · ) является непрерывной на Td, множество
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𝜎
(s)
2 состоит из объединения не более чем шести отрезков. Следовательно,

множество 𝜎ess(𝒜(s)
3 ) представляет собой объединение отрезков, число кото-

рых не больше семи. Теперь лемма 1 завершает доказательство теоремы 3.
�

Введем подмножества

𝜎two(𝒜3) :=
⋃︁

𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + 𝜎disc(𝒜
(−s)
2 )} ∪

⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + 𝜎disc(𝒜
(s)
2 )};

𝜎three(𝒜3) :=
⋃︁

𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + 𝜎
(−s)
1 } ∪

⋃︁
𝑘1∈Td

{𝑤(𝑘1) + 𝜎
(s)
1 };

𝜎four(𝒜3) := [−𝜀,−𝜀+ 3𝑀 ] ∪ [𝜀, 𝜀+ 3𝑀 ]

существенного спектра операторной матрицы 𝒜3.

Определение 2. Множества 𝜎two(𝒜3), 𝜎three(𝒜3) и 𝜎four(𝒜3) называются
двухчастичной, трехчастичной и четырехчастичной ветвями существен-
ного спектра оператора 𝒜3 соответственно.

Из определения множества 𝜎four(𝒜3) видно, что min(𝜎four(𝒜3)) = −𝜀.
Определим регулярную на C ∖ Σ(s)

2 функцию

Ω(s)(𝑧) := s𝜀− 𝑧 − 𝛼2

∫︁
Td

𝑣2(𝑡)𝑑𝑡

Ω
(−s)
2 (𝑧 − 𝑤(𝑡))

.

Положим Ω(𝑧) := Ω(+)(𝑧)Ω(−)(𝑧).
Связь между собственными значениями оператора 𝒜3 и нулями функции

Ω( · ) устанавливается следующей теоремой, в которой также определяется
число собственных значений оператора 𝒜3.

Теорема 4. Справедливы следующие утверждения:
(а) если число 𝑧 ∈ C∖𝜎ess(𝒜3) является собственным значением оператора

𝒜3, то Ω(𝑧) = 0, и наоборот;
(б) число простых собственных значений оператора 𝒜3 не больше шест-

надцати.

До к а з ат е л ь ств о. (а) Предположим, что точка 𝑧 ∈ C ∖ Σ(s)
2 является

собственным значением оператора 𝒜(s)
3 с соответствующей собственной век-

тор-функцией 𝑓 = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) ∈ ℱ (3)(𝐿2(Td)). В этом случае элементы 𝑓0,
𝑓1, 𝑓2 и 𝑓3 являются решением системы уравнений

(s𝜀− 𝑧)𝑓0 + 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0;

𝛼𝑣(𝑘1)𝑓0 + (−s𝜀+ 𝑤(𝑘1)− 𝑧)𝑓1(𝑘1) + 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓2(𝑘1, 𝑡)𝑑𝑡 = 0;

𝛼𝑣(𝑘2)𝑓1(𝑘1) + (s𝜀+ 𝑤(𝑘1) + 𝑤(𝑘2)− 𝑧)𝑓2(𝑘1, 𝑘2) + 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓3(𝑘1, 𝑘2, 𝑡)𝑑𝑡 = 0;

𝛼𝑣(𝑘3)𝑓2(𝑘1, 𝑘2) +
(︀
−s𝜀+ 𝑤(𝑘1) + 𝑤(𝑘2) + 𝑤(𝑘3)− 𝑧

)︀
𝑓3(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) = 0.

(8)
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Так как 𝑧 ̸∈ [−s𝜀,−s𝜀+ 3𝑀 ], из четвертого уравнения системы (8) для 𝑓3
имеем

𝑓3(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) = − 𝛼𝑣(𝑘3)𝑓2(𝑘1, 𝑘2)

−s𝜀+ 𝑤(𝑘1) + 𝑤(𝑘2) + 𝑤(𝑘3)− 𝑧
. (9)

Подставляя выражение (9) для 𝑓3 во второе уравнение (8), получим си-
стему уравнений

(s𝜀− 𝑧)𝑓0 + 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0;

𝛼𝑣(𝑘1)𝑓0 + (−s𝜀+ 𝑤(𝑘1)− 𝑧)𝑓1(𝑘1) + 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓2(𝑘1, 𝑡)𝑑𝑡 = 0;

𝛼𝑣(𝑘2)𝑓1(𝑘1) + Ω
(−s)
1 (𝑧 − 𝑤(𝑘2))𝑓2(𝑘1, 𝑘2) = 0,

(10)

которая имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда система
уравнений (8) имеет нетривиальное решение.

В силу определения множества 𝜎(s)2 для любых 𝑧 ̸∈ 𝜎
(s)
2 и 𝑘2 ∈ Td имеет

место неравенство Ω
(−s)
2 (𝑧−𝑤(𝑘2)) ̸= 0. Значит, система уравнений (10) имеет

нетривиальное решение тогда и только тогда, когда система уравнений

(s𝜀− 𝑧)𝑓0 + 𝛼

∫︁
Td

𝑣(𝑡)𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0;

𝑓1(𝑘1) = − 𝛼𝑣(𝑘1)𝑓0

Ω
(−s)
2 (𝑧 − 𝑤(𝑘1))

имеет решение, не равное тождественно нулю, или когда Ω(s)(𝑧) = 0. Теперь
замечание 1 завершает доказательство утверждения (а) теоремы 4.

(б) Так как операторная матрица 𝒜(s)
3 является самосопряженной, ее дис-

кретный спектр вещественен. Поэтому исследуем вещественные нули функ-
ции Ω(s)( · ). Из определения функции Ω(s)( · ) вытекает, что она регулярна на
C ∖ 𝜎ess(𝒜(s)

3 ). Простые вычисления показывают, что

𝑑

𝑑𝑧
Ω(s)(𝑧) = −1−

∫︁
Td

𝑣2(𝑡)

(Ω
(−s)
2 (𝑧 − 𝑤(𝑠)))2

×

×
(︂
1 +

∫︁
Td

𝑣2(𝑡)𝑑𝑡

(s𝜀+ 𝑤(𝑠) + 𝑤(𝑡)− 𝑧)2

)︂
𝑑𝑠, 𝑧 ∈ R ∖ 𝜎ess(𝒜(s)

3 ).

Очевидно, что
𝑑

𝑑𝑧
Ω(s)(𝑧) < 0 при всех 𝑧 ∈ R ∖ 𝜎ess(𝒜(s)

3 ). Это и означает, что

функция Ω(s)(·) монотонно убывает на R∖𝜎ess(𝒜(s)
3 ). В силу теоремы 1 множе-

ство 𝜎ess(𝒜(s)
3 ) состоит из объединения не более чем семи отрезков, поэтому

из монотонности функции Ω(s)( · ) вытекает, что эта функция может иметь не
более восьми простых нулей в R∖𝜎ess(𝒜(s)

3 ). Теперь утверждение (а) теоремы 4
завершает доказательство утверждения (б) этой теоремы. �

Из теоремы 4 следует, что

𝜎disc(𝒜
(s)
3 ) =

{︀
𝑧 ∈ C ∖ Σ(s)

2 : Ω(s)(𝑧) = 0
}︀
.
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Отсюда с учетом замечания 1 получаем, что

𝜎disc(𝒜3) =
{︀
𝑧 ∈ C ∖ Σ(s)

2 : Ω(𝑧) = 0
}︀
.

Найденное выше равенство для дискретного спектра операторной матри-
цы 𝒜3 позволяет определить число и местоположение собственных значений
этой матрицы.

Заключение. В настоящей статье исследуется операторная матрица 𝒜
четвертого порядка, которая соответствует гамильтониану системы с несо-
храняющимся числом и не более четырех частиц на решетке. Эта операторная
матрица действует в четырехчастичном обрезанном подпространстве фоков-
ского пространства.

Для рассматриваемой операторной матрицы 𝒜 получены следующие ре-
зультаты:

– описано местоположение существенного спектра;
– доказано, что существенный спектр состоит из объединения не более

шести отрезков;
– определено число и местоположение собственных значений;
– оценена нижняя грань существенного спектра.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
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Abstract

An operator matrix 𝒜 of fourth-order is considered. This operator cor-
responds to the Hamiltonian of a system with non conserved number and
at most four particles on a lattice. It is shown that the operator matrix
𝒜 is unitarily equivalent to the diagonal matrix, the diagonal elements of
which are operator matrices of fourth-order. The location of the essential
spectrum of the operator 𝒜 is described, that is, two-particle, three-particle
and four-particle branches of the essential spectrum of the operator 𝒜 are
singled out. It is established that the essential spectrum of the operator ma-
trix 𝒜 consists of the union of closed intervals whose number is not over
14. A Fredholm determinant is constructed such that its set of zeros and
the discrete spectrum of the operator matrix 𝒜 coincide, moreover, it was
shown that the number of simple eigenvalues of the operator matrix 𝒜 lying
outside the essential spectrum does not exceed 16.
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Аннотация

Работа посвящена изучению вопросов существования и единственно-
сти положительного ограниченного и непрерывного решения для одного
класса двумерных нелинейных интегральных уравнений с некомпакт-
ным оператором Гаммерштейна—Немыцкого на плоскости. Такие урав-
нения возникают в теории 𝑝-адических открытых и открыто-замкнутых
струн, в кинетической теории газов, в математической теории геогра-
фического распространения эпидемических заболеваний. Доказываются
конструктивные теоремы существования и единственности ограниченно-
го положительного решения. Исследуется также асимптотическое пове-
дение построенного решения на бесконечности. Приводятся конкретные
прикладные примеры указанного класса уравнений.
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О разрешимости одного класса нелинейных двумерных интегральных уравнений . . .

1. Введение
Рассмотрим следующий класс двумерных интегральных уравнений на

плоскости R2 с некомпактным и монотонным оператором типа Гаммерштей-
на—Немыцкого:

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)) +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′, (𝑥, 𝑦) ∈ R2 (1)

относительно искомой непрерывной ограниченной и неотрицательной на мно-
жестве R2 := R× R, R := (−∞,+∞) функции 𝑓(𝑥, 𝑦).

В уравнении (1) нелинейности 𝜇 и𝐺— определенные и непрерывные функ-
ции соответственно на множествах R2 × R+ и R+ := [0,+∞), принимают
вещественные значения, удовлетворяют условию «критичности»:

𝜇(𝑥, 𝑦, 0) ≡ 0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, 𝐺(0) = 0

и некоторым другим условиям (см. ниже). Из условия «критичности» сра-
зу следует существование тривиального (нулевого) решения уравнения (1).
Ядро 𝐾 определено на множестве R2 и удовлетворяет следующим условиям:

I) 𝐾 ∈ 𝐶𝑀 (R2), где 𝐶𝑀 (R2)— пространство непрерывных и ограниченных
функций на множестве R2;

II) 𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑦, 𝑥) > 0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, 𝐾(−𝑡, 𝑦) = 𝐾(𝑡, 𝑦), 𝑡 ∈ R+, 𝑦 ∈ R,∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1.

Исследование вопросов существования и единственности для уравнения (1)
помимо чисто математического интереса представляет определенный интерес
также в приложениях. В частности, при различных представлениях функций
𝜇, 𝐺 и 𝐾 такие уравнения возникают в теории 𝑝-адических открытых и от-
крыто-замкнутых струн для скалярного поля тахионов, в математической
теории распространения эпидемических заболеваний в рамках модифициро-
ванной модели Дикмана—Капера, в кинетической теории газов (см. [1–6]).
Следует отметить, что такие интегральные уравнения встречаются также
в космологии (см. [7]).

В частном случае, когда 𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝐾1(𝑥)𝐾2(𝑦),1 а 𝜇 ≡ 0, вопросы пост-
роения нечетных по каждому аргументу ограниченных и монотонных (по 𝑥
и по 𝑦) решений обсуждались в работе [8]. В случае, когда 𝜇 ≡ 0, при более
сильных (по сравнению с условиями I), II)) условиях на 𝐾 уравнение (1) ис-
следовалось в работе [9] для нелинейностей 𝐺, удовлетворяющих следующим
условиям:

1) 𝐺 ∈ 𝐶(R+), 𝑦 = 𝐺(𝑢) выпукла вверх на R+;
2) 𝑦 = 𝐺(𝑢) ↑ на R+;
3) существует число 𝜂 > 0 такое, что 𝐺(𝜂) = 𝜂;
4) 𝐺(−𝑢) = −𝐺(𝑢), 𝑢 ∈ R+.

1Ядра {𝐾𝑗(𝑢)}𝑗=1,2 являются четными ограниченными положительными суммируемы-

ми и монотонно убывающими на R+ функциями, причем
∫︁ ∞

−∞
𝐾𝑗(𝑢)𝑑𝑢 = 1, 𝑗 = 1, 2.
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В этой работе построено знакопеременное непрерывное и ограниченное на R2

решение. Исследовано асимптотическое поведение решения на бесконечности
по каждому аргументу. Небезынтересно отметить, что в одномерном случае
уравнение (1) при различных ограничениях на 𝜇,𝐺 и 𝐾 изучалось в работах
[10–13].

Относительно функции 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) предположим выполнение следующих
условий:

a) 𝜇 ∈ 𝐶(R2 × R+) и при каждом фиксированном (𝑥, 𝑦) ∈ R2 функция
𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) ↑ по 𝑢 на R+;

b) существует sup
𝑢∈R+

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) := 𝑔(𝑥, 𝑦), причем 𝑔 ∈ 𝐿1(R2) ∩𝑀(R2);

c) при каждом фиксированном (𝑥, 𝑦) ∈ R2 функция 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) выпукла
вверх по 𝑢 на R+, причем 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) < 𝑢, когда (𝑥, 𝑦) ∈ R2, а 𝑢 ∈ (𝜂,+∞).

В настоящей работе при условиях I), II), 1)–3) и a), b) мы докажем теорему
существования положительного непрерывного и ограниченного решения 𝑓 ,
причем 𝑓−𝜂 ∈ 𝐿1(R2). В условиях теоремы существования при дополнитель-
ном ограничении на функцию 𝜇 (а именно при условии c)) докажем также
единственность построенного решения в определенном подклассе ограничен-
ных на R2 функций. Следует отметить, что в процессе доказательства теоре-
мы единственности решения ключевую роль играет интегральная асимптоти-
ка построенного решения. В конце работы приведем конкретные прикладные
примеры нелинейностей 𝜇 и 𝐺, а также ядра 𝐾 для иллюстрации важности
полученных результатов в области вышеуказанных приложений.

2. Существование ограниченного решения.
Интегральная асимптотика построенного решения

Имеет место следующая
Теорема 1. При условиях I), II), 1)–3) и a), b) уравнение (1) имеет поло-

жительное непрерывное и ограниченное на R2 решение 𝑓(𝑥, 𝑦), причем 𝑓−𝜂 ∈
𝐿1(R2). Более того, если lim

𝑥→±∞
lim

𝑦→±∞
𝑔(𝑥, 𝑦) = 0, то lim

𝑥→±∞
lim

𝑦→±∞
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜂.

До к а з ат е л ь ств о. Сперва рассмотрим следующее характеристическое
уравнение на множестве R+:

𝐺(𝑢) + 𝛾 = 𝑢, (2)
𝛾 := sup

(𝑥,𝑦)∈R2

𝑔(𝑥, 𝑦) < +∞.

Из свойств 1)–3) немедленно следует, что уравнение (2) имеет положительное
решение 𝜉.

Во-первых убедимся, что
𝜉 > 𝜂, (3)

где число 𝜂 определяется в условии 3). Действительно, в противном случае
в силу свойств 1)–3) и положительности числа 𝛾 получим

1 =
𝐺(𝜂)

𝜂
6
𝐺(𝜉)

𝜉
= 1− 𝛾

𝜉
,

а последнее невозможно.
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Теперь докажем, что характеристическое уравнение (2) имеет единствен-
ное положительное решение.

Предположим обратное: существует также 𝜉 ̸= 𝜉 такое, что 𝐺(𝜉) + 𝛾 = 𝜉.
Тогда будем иметь

𝐺(𝜉)− 𝜉 = 𝐺(𝜉)− 𝜉 = −𝛾 < 0. (4)

Снова принимая во внимание условия 1)–3), получаем, что при 𝜉 > 𝜉 имеет
место 𝐺(𝜉)/𝜉 < 𝐺(𝜉)/𝜉, а при 𝜉 < 𝜉 справедлива оценка 𝐺(𝜉)/𝜉 > 𝐺(𝜉)/𝜉.

В обоих случаях в силу (4) приходим к противоречию. Следовательно, 𝜉 = 𝜉.
Рассмотрим теперь следующие последовательные приближения для урав-

нения (1):

𝑓𝑛+1(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)) +

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓𝑛(𝑥

′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′,

𝑓0(𝑥, 𝑦) ≡ 𝜂, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (5)

Используя оценку (3), тот факт, что число 𝜉 единственным образом опреде-
ляется из характеристического уравнения (2), а также условия 1)–3), a), b),
I), II), индукцией по 𝑛 несложно проверить, что

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) ↑ по 𝑛, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, (6)

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) 6 𝜉, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (𝑥, 𝑦) ∈ R2, (7)

𝑓𝑛 ∈ 𝐶(R2), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (8)

Убедимся, что существует константа 𝐶 > 0 такая, что∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦 6 𝐶, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (9)

С этой целью сперва покажем, что

𝑓𝑛 − 𝜂 ∈ 𝐿1(R2), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (10)

В случае 𝑛 = 0 включение (10) очевидно. Предположим, что 𝑓𝑛 − 𝜂 ∈
𝐿1(R2) при некотором 𝑛 ∈ N. Пусть {𝛿𝑗}𝑗=1,2, {𝑟𝑗}𝑗=1,2 — произвольные веще-
ственные числа, причем 𝛿1 < 𝛿2, 𝑟1 < 𝑟2. Тогда из (5) в силу теоремы Фубини
(см. [14]), условий I), II), 1)–3), a), b) и очевидного неравенства 𝐺(𝑢) 6 𝑢,
𝑢 ∈ [𝜂, 𝜉] будем иметь∫︁ 𝛿2

𝛿1

∫︁ 𝑟2

𝑟1

(𝑓𝑛+1(𝑥, 𝑦)− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦 6
∫︁ 𝛿2

𝛿1

∫︁ 𝑟2

𝑟1

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦+

+

∫︁ 𝛿2

𝛿1

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)(𝐺(𝑓𝑛(𝑥

′, 𝑦′))− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦+

∫︁ 𝛿2

𝛿1

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥−𝑥′, 𝑦−𝑦′)(𝑓𝑛(𝑥′, 𝑦′)−𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛(𝑥

′, 𝑦′)−𝜂)
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥−𝑥′, 𝑦−𝑦′)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑥′𝑑𝑦′ =
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=

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛(𝑥

′, 𝑦′)− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ < +∞.

В полученной оценке, устремляя 𝛿1 → −∞, 𝛿2 → +∞, 𝑟1 → −∞ и 𝑟2 → +∞,
заключаем, что 𝑓𝑛+1 − 𝜂 ∈ 𝐿1(R2).

Вернемся к доказательству оценки (9). Из свойств (6), (7) в силу условий
1)–3) для любого 𝜀 ∈ (0, 1) имеем (см. рис. 1)

0 6 𝐺(𝑓𝑛(𝑥, 𝑦))−𝜂 6
𝜂 −𝐺(𝜀𝜂)

𝜂(1− 𝜀)
(𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)−𝜂), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (11)

Очевидно, что 𝜌 :=
𝜂 −𝐺(𝜀𝜂)

𝜂(1− 𝜀)
∈ (0, 1), ибо 𝐺(𝜀𝜂) > 𝜀𝜂, 𝐺(𝜂) = 𝜂, 𝑦 = 𝐺(𝑢) ↑

на R+ и 𝑦 = 𝐺(𝑢) выпукла вверх на R+.
Принимая во внимание (11), а также условия II), a), b), 1)–3), в силу

монотонности последовательности {𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛=0 по 𝑛 и включения (10) из (5)
будем иметь∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛+1(𝑥, 𝑦)− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦 6

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦+

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)(𝐺(𝑓𝑛+1(𝑥

′, 𝑦′))− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ 6

6
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝜌

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛+1(𝑥

′, 𝑦′)− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′,

откуда следует, что∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛+1(𝑥, 𝑦)− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6
𝜂(1− 𝜀)

𝐺(𝜀𝜂)− 𝜀𝜂

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 := 𝐶 < +∞.

Таким образом, из (6)–(9) заключаем, что последовательность непрерыв-
ных на R2 функций {𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛=0 имеет поточечный предел, когда 𝑛 → ∞:

Рис. 1. [Figure 1]
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lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦), причем предельная функция 𝑓(𝑥, 𝑦) согласно теореме
Б. Леви (см. [14]) обладает следующими свойствами:

𝜂 6 𝑓(𝑥, 𝑦) 6 𝜉, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, (12)

𝑓 − 𝜂 ∈ 𝐿1(R2), (13)∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦 6

𝜂(1− 𝜀)

𝐺(𝜀𝜂)− 𝜀𝜂

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (14)

Учитывая (8), (12), а также непрерывность функций 𝜇, 𝐾 и 𝐺, заключаем,
что 𝑓 ∈ 𝐶(R2). Для завершения доказательства осталось убедиться, что если
lim

𝑥→±∞
lim

𝑦→±∞
𝑔(𝑥, 𝑦) = 0, то существуют lim

𝑥→±∞
lim

𝑦→±∞
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜂. Действитель-

но, из (1), (12), a), b), 1)–3), во-первых, следует, что

0 6 𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂 6 𝑔(𝑥, 𝑦) +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)(𝑓(𝑥′, 𝑦′)− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′, (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (15)

С другой стороны, известно, что если 𝜙,𝜓 ∈ 𝐿1(R) ∩𝑀(R), то (см. [15])

(𝜙 * 𝜓)(𝑥) :=
∫︁ ∞

−∞
𝜙(𝑥− 𝑥′)𝜓(𝑥′)𝑑𝑥′ → 0, (16)

при 𝑥→ ±∞.
Учитывая (13), II), I), (16), а также предельное соотношение

lim
𝑥→±∞

lim
𝑦→±∞

𝑔(𝑥, 𝑦) = 0, из (15) получаем, что lim
𝑥→±∞

lim
𝑦→±∞

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜂.

Таким образом, теорема полностью доказана. �

Замечание 1. Заметим, что на самом деле построенное нами решение
𝑓(𝑥, 𝑦) удовлетворяет следующему строгому неравенству снизу:

𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝜂, (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (17)

Действительно, из (1), (12), II), 3) в силу монотонности функций 𝜇 и 𝐺 по 𝑢
получаем

𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝜂) +

+𝐺(𝜂)

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ > 𝐺(𝜂) = 𝜂, (𝑥, 𝑦) ∈ R2.

Замечание 2. Рассмотрим теперь следующий класс нелинейных двумер-
ных интегральных уравнений на R2:

Φ(𝑥, 𝑦) = 𝜇0(𝑥, 𝑦)𝐺0(Φ(𝑥, 𝑦)) +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺1(Φ(𝑥

′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′, (𝑥, 𝑦) ∈ R2 (18)
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относительно искомой неотрицательной функции Φ(𝑥, 𝑦). В уравнении (18)
𝜇0 — положительная непрерывная суммируемая и ограниченная на R2 функ-
ция, ядро 𝐾 удовлетворяет условиям I), II), а функции 𝐺0 и 𝐺1 допускают
следующие представления:

𝐺0(𝑢) := 𝐺(𝑢+ 𝜂), (19)
𝐺1(𝑢) := 𝐺(𝑢+ 𝜂)− 𝜂, (20)

где 𝐺(𝑢) обладает свойствами 1)–3), причем

κ := sup
𝑢∈R+

𝐺(𝑢) < +∞.

Несложно проверить, что функция 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝜇0(𝑥, 𝑦)𝐺0(𝑢) удовлетворя-
ет условиям a), b), а при условии κ 6 1/2 выполняется также условие c). Сле-
довательно, согласно теореме 1 уравнение (1) с нелинейностью вида 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) =
= 𝜇0(𝑥, 𝑦)𝐺0(𝑢) имеет положительное непрерывное и ограниченное решение
со свойствами (12)–(14). Заметим, что функция Φ*(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝜂 ∈
𝐿1(R2)∩𝑀(R2) является решением уравнения (18). Действительно, учитывая
II), (20), (19), (1), из (18) будем иметь

𝜇0(𝑥, 𝑦)𝐺0(Φ
*(𝑥, 𝑦)) +

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺1(Φ

*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′ =

= 𝜇0(𝑥, 𝑦)𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦)) +

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)(𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ =

= 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)) +

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′ − 𝜂 =

= 𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂 = Φ*(𝑥, 𝑦).

3. Единственность решения. Примеры
В настоящем разделе займемся вопросом единственности решения урав-

нения (1) в следующем классе ограниченных и неотрицательных на R2 функ-
ций:

M := {𝑓 ∈ 𝐶𝑀 (R2) : 𝑓(𝑥, 𝑦) > 0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, ∃ 𝑟 > 0, s.t. inf
(𝑥,𝑦)∈R2∖𝐵𝑟

𝑓(𝑥, 𝑦) > 0},

где
𝐵𝑟 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : |𝑥| 6 𝑟, |𝑦| 6 𝑟}.

Справедлива следующая
Теорема 2. При условиях теоремы 1, если функция 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) дополни-

тельно удовлетворяет условию c), то уравнение (1) в классе M не может
иметь более одного решения.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 𝑓*(𝑥, 𝑦)— произвольное решение уравнения
(1) из класса M. Сперва докажем, что на самом деле

𝑡 := inf
(𝑥,𝑦)∈R2

𝑓*(𝑥, 𝑦) > 0.
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Действительно, во-первых, если обозначим через 𝑐0 := inf
(𝑥,𝑦)∈R2∖𝐵𝑟

𝑓*(𝑥, 𝑦) > 0

(так как 𝑓* ∈ M), то в силу свойств 1)–3), a), b) и II) из (1) для всех (𝑥, 𝑦) ∈ R2

будем иметь следующие оценки:

𝑓*(𝑥, 𝑦) >
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′ >

>
∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′+

+

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′+

+

∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′+

+

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′ >

> 𝐺(𝑐0)

(︂∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ +

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′+

+

∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ +

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′

)︂
=

= 𝐺(𝑐0)

(︂∫︁ −𝑟−𝑦

−∞

∫︁ ∞

𝑟−𝑥
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 +

∫︁ ∞

𝑟−𝑦

∫︁ ∞

𝑟−𝑥
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣+

+

∫︁ −𝑟−𝑦

−∞

∫︁ −𝑟−𝑥

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 +

∫︁ ∞

𝑟−𝑦

∫︁ −𝑟−𝑥

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

)︂
:= 𝜎(𝑥, 𝑦).

Обозначим через Π1,Π2,Π3 и Π4 следующие части R2:

Π1 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 > 0, 𝑦 < 0}, Π2 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 > 0, 𝑦 > 0},
Π3 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 < 0, 𝑦 < 0}, Π4 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 6 0, 𝑦 > 0}.

Теперь оценим снизу функцию 𝜎(𝑥, 𝑦) на каждом из множеств Π𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4.
В силу условия II) имеем следующие оценки:

– если (𝑥, 𝑦) ∈ Π1, то

𝜎(𝑥, 𝑦) > 𝐺(𝑐0)
∫︁ −𝑟−𝑦

−∞

∫︁ ∞

𝑟−𝑥
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 >

> 𝐺(𝑐0)
∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 =

= 𝐺(𝑐0)

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 := 𝛼0 > 0;

– если (𝑥, 𝑦) ∈ Π2, то

𝜎(𝑥, 𝑦) > 𝐺(𝑐0)
∫︁ ∞

𝑟−𝑦

∫︁ ∞

𝑟−𝑥
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 >
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> 𝐺(𝑐0)
∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝛼0;

– если (𝑥, 𝑦) ∈ Π3, то

𝜎(𝑥, 𝑦) > 𝐺(𝑐0)
∫︁ −𝑟−𝑦

−∞

∫︁ −𝑟−𝑥

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 >

> 𝐺(𝑐0)
∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 =

= 𝐺(𝑐0)

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝛼0;

– если (𝑥, 𝑦) ∈ Π4, то

𝜎(𝑥, 𝑦) > 𝐺(𝑐0)
∫︁ ∞

𝑟−𝑦

∫︁ −𝑟−𝑥

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 >

> 𝐺(𝑐0)
∫︁ ∞

𝑟

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 =

= 𝐺(𝑐0)

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝛼0.

Так как
4⋃︀

𝑗=1
Π𝑗 = R2, для всех (𝑥, 𝑦) ∈ R2 имеем 𝜎(𝑥, 𝑦) > 𝛼0 > 0. Сле-

довательно, 𝑡 > 𝛼0 > 0. Убедимся теперь, что 𝑡 > 𝜂. Действительно, из
уравнения (1) в силу условий 1)–3), a), b) и I), II) имеем

𝑓*(𝑥, 𝑦) > 𝐺(𝑡)
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ = 𝐺(𝑡), (𝑥, 𝑦) ∈ R2,

откуда, принимая во внимание определение числа 𝑡, получаем, что 𝑡 > 𝐺(𝑡).
Следовательно, учитывая 1)–3), приходим к неравенству 𝑡 > 𝜂. Аналогично,
как в замечании 1, можно убедиться, что

𝑓*(𝑥, 𝑦) > 𝜂, (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (21)

Несложно доказать также, что

𝑓*(𝑥, 𝑦) 6 𝜉, (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (22)

Очевидно, что для завершения доказательства сформулированной теоремы
достаточно доказать, что 𝑓*(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦), где 𝑓(𝑥, 𝑦)— решение уравне-
ния (1), построенное при помощи последовательных приближений (5). Пред-
положим обратное: существует точка (𝑥0, 𝑦0) ∈ R2 такая, что 𝑓*(𝑥0, 𝑦0) ̸=
̸= 𝑓(𝑥0, 𝑦0). В силу непрерывности функций 𝑓* и 𝑓 существует окрестность
𝑂(𝑥0, 𝑦0) этой точки такая, что 𝑓*(𝑥, 𝑦) ̸= 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑂(𝑥0, 𝑦0). Обозна-
чим через 𝒟 следующее измеримое множество:

𝒟 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑓*(𝑥, 𝑦) ̸= 𝑓(𝑥, 𝑦)}.
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Очевидно, что 𝑂(𝑥0, 𝑦0) ⊂ 𝒟 и mes𝒟 > 0. Учитывая (1) оценим теперь сле-
дующую разность:

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)| 6 |𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|+

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)|𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))|𝑑𝑥′𝑑𝑦′, (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (23)

Сперва убедимся, что

𝜒1(𝑥, 𝑦) := (𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)×
× |𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))| ∈ 𝐿1(R2) ∩𝑀(R2), (24)

𝜒2(𝑥, 𝑦) := (𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)×

× |𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))|𝑑𝑥′𝑑𝑦′ ∈ 𝐿1(R2) ∩𝑀(R2). (25)

Действительно, учитывая (8), (12), (22) и условия a), b), II), 1)–3), будем
иметь

0 6 𝜒1(𝑥, 𝑦) 6 2𝑔(𝑥, 𝑦)(𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂) ∈ 𝐿1(R2) ∩𝑀(R2),

0 6 𝜒2(𝑥, 𝑦) 6 2𝐺(𝜉)(𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂) ∈ 𝐿1(R2) ∩𝑀(R2),

Следовательно, включения (24) и (25) доказаны. Умножим обе части неравен-
ства (23) на функцию 𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦)) − 𝜂 и проинтегрируем полученное неравен-
ство на R2. Принимая во внимание (24), (25), условия I), II), в силу теоремы
Фубини получим∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)|𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)×

× |𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))|𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)|𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
|𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))| ×

×
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥′ − 𝑥, 𝑦′ − 𝑦)(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑥′𝑑𝑦′ =

=

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)|𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
|𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))|(𝑓(𝑥′, 𝑦′)−𝜇(𝑥′, 𝑦′, 𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′.
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Полученное неравенство в силу оценки (17) и определения множества 𝒟 мож-
но переписать в следующем виде:

x

𝒟

(𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂)|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
(︁𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
−

− 𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
· |𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
−

− |𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))−𝐺(𝑓*(𝑥, 𝑦))|
|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|

+

+
|𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))−𝐺(𝑓*(𝑥, 𝑦))|

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
· 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂

)︁
𝑑𝑥𝑑𝑦 6 0. (26)

Учитывая условие c), можем утверждать, что для всех (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟 имеем

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
>
𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))

𝑓(𝑥, 𝑦)
>

|𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|
|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|

, (27)

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)) < 𝑓(𝑥, 𝑦). (28)

Принимая во внимание (27), (28) и (26), приходим к следующему неравенству:

x

𝒟

(𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂)|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
(︁𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
−

− 𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
· 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))

𝑓(𝑥, 𝑦)
− |𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))−𝐺(𝑓*(𝑥, 𝑦))|

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
+

+
|𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))−𝐺(𝑓*(𝑥, 𝑦))|

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
· 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))

𝑓(𝑥, 𝑦)

)︁
𝑑𝑥𝑑𝑦 6 0. (29)

Из свойств нелинейности 1)–3) с учетом неравенств (17) и (21) имеем (см.
рис. 2):

𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
>

|𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))−𝐺(𝑓*(𝑥, 𝑦))|
|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|

, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟. (30)

Рис. 2. [Figure 2]
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Из оценок (30) и (28) в (29) приходим к противоречию. Следовательно,
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓*(𝑥, 𝑦), Теорема доказана. �

Замечание 3. Отметим, что полученные результаты можно распростра-
нить на 𝑛-мерные аналоги (𝑛 > 2) уравнения (1).

Приведем конкретные примеры нелинейностей 𝜇,𝐺 и ядра 𝐾, удовлетво-
ряющих всем условиям доказанных теорем.

3.1. Примеры функции 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢)
𝜇1) 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝜇0(𝑥, 𝑦)(1− 𝑒−𝑢), (𝑥, 𝑦, 𝑢) ∈ R2 × R+;
𝜇2) 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝜇0(𝑥, 𝑦)

𝑢

𝑢+ 1
, (𝑥, 𝑦, 𝑢) ∈ R2 × R+;

𝜇3) 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) =
𝜇0(𝑥, 𝑦)

2

(︁ 𝑢

𝑢+ 1
+ 1 − 𝑒−𝑢

)︁
, (𝑥, 𝑦, 𝑢) ∈ R2 × R+, где 𝜇0 ∈

𝐿1(R2) ∩ 𝐶𝑀 (R2)— произвольная положительная функция.
3.2. Примеры функции 𝐺(𝑢)
𝑔1) 𝐺(𝑢) = 𝛾(1−𝑒−𝑢), 𝛾 > 1— произвольный числовой параметр, а 𝑢 ∈ R+;
𝑔2) 𝐺(𝑢) = 𝑢𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1)— числовой параметр, 𝑢 ∈ R+;

𝑔3) 𝐺(𝑢) =
1

2

(︁ 𝑢

𝑢+ 1
+ 𝑢𝛼

)︁
, 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑢 ∈ R+.

3.3. Примеры ядра 𝐾(𝑥, 𝑦)

𝑘1) 𝐾(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
𝑒−(𝑥2+𝑦2), (𝑥, 𝑦) ∈ R2;

𝑘2) 𝐾(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−(|𝑥|+|𝑦|)𝑠𝑑𝜎(𝑠), (𝑥, 𝑦) ∈ R2, где 𝜎(𝑠)— определенная на

[𝑎, 𝑏), 0 < 𝑎 < 𝑏 6 +∞ монотонно возрастающая функция, удовлетво-
ряющая равенству ∫︁ 𝑏

𝑎

1

𝑠2
𝑑𝜎(𝑠) =

1

4
.

Подробно остановимся на примере 𝜇3). Проверка остальных примеров осу-
ществляется аналогичным образом. Во-первых, очевидно, что 𝜇 ∈ 𝐶(R2×R+)
и sup

𝑢∈R+

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝜇0(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿1(R2) ∩ 𝐶𝑀 (R2).

Так как
𝜕𝜇

𝜕𝑢
=
𝜇0(𝑥, 𝑦)

2

(︁ 1

(𝑢+ 1)2
+ 𝑒−𝑢

)︁
> 0,

𝜇 ↑ по 𝑢 на R+. С другой стороны,

𝜕2𝜇

𝜕𝑢2
= −𝜇0(𝑥, 𝑦)

2

(︁ 2

(𝑢+ 1)3
+ 𝑒−𝑢

)︁
< 0.

Следовательно, 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) выпукла вверх по 𝑢 на R+. Осталось проверить
неравенство

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) < 𝑢 при 𝑢 > 𝜂. (31)

Обозначим через 𝑑 := sup
(𝑥,𝑦)∈R2

𝜇0(𝑥, 𝑦) < +∞. Тогда будем иметь

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) 6
𝑑

2

(︁ 𝑢

𝑢+ 1
+ 1− 𝑒−𝑢

)︁
6
𝑑

2

2𝑢+ 1

𝑢+ 1
6 𝑑, 𝑢 ∈ R+.
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Таким образом, если 𝑑 < 𝜂, то оценка (31) будет выполнена.
Отметим, что приведенные примеры имеют также практическое значение

в математической физике и в математической биологии (см. [1–6]).
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Упругая составная плоскость с частично
оторванным от матрицы межфазным абсолютно
жестким тонким включением с учетом
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Аннотация
Рассмотрено плоско-деформированное состояние базовой плоскости

упругого составного пространства с трещиной конечной длины на линии
соединения составляющих полуплоскостей. В один из берегов межфаз-
ной трещины под действием сосредоточенной силы вдавливается абсо-
лютно жесткое тонкое включение такой же длины. Для контактирую-
щей стороны включения полагается, что в средней ее части имеет место
сцепление с матрицей, а по краям происходит проскальзывание, опи-
сываемое законом сухого трения. Задача сформулирована в виде си-
стемы сингулярных интегральных уравнений. Исследовано поведение
искомых функций в окрестности концов включения-трещины и в точ-
ках раздела зон сцепления и проскальзывания. Определяющая система
интегральных уравнений решается методом механических квадратур.
Найдены законы распределения контактных напряжений, а также дли-
ны зон сцепления и проскальзывания в зависимости от коэффициента
трения, коэффициентов Пуассона и отношения модулей Юнга материа-
лов полуплоскостей, а также угла наклона внешней силы.
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Введение. Вопросы исследования поля напряжений вокруг концентра-
торов напряжений типа трещин, штампов, накладок, включений и др. всегда
находились и продолжают находиться в центре внимания специалистов, за-
нимающихся прочностью, надежностью и долговечностью конструкций и со-
оружений. Эти задачи, смоделированные как взаимодействие указанных кон-
центраторов напряжений с массивными телами в виде пространства, полу-
пространства, слоя и др., которые в рамках плоской задачи теории упруго-
сти вырождаются в плоскость, полуплоскость, полосу и др., составляют одно
из важнейших направлений контактных и смешанных задач теории упруго-
сти и механики разрушения. Среди очень многих работ в этом направлении
отметим известные монографии [1–5], содержащие достаточно много фунда-
ментальных результатов. В отдельных случаях удается получить замкнутые
или точные решения, позволяющие более глубоко изучить особенности по-
ведения локальных полей разрушающих напряжений вблизи концевых точек
концентраторов напряжений. В этой связи укажем на монографию [6] и на ра-
боты [7–9], в которых получены точные решения ряда задач для однородной
ортотропной плоскости, составной плоскости и пространства с межфазными
трещинами. В указанных работах предполагалось, что в один или в оба берега
трещины вдавливается абсолютно жесткий штамп при различных условиях
контакта: либо штамп полностью сцеплен с берегом трещины, либо между
ними имеет место гладкий контакт, либо во всей зоне контакта имеет место
сухое трение.

Л. А. Галиным [9] была предложена модель контакта штампа с упругой по-
луплоскостью, когда в средней части зоны контакта имеет место сцепление,
а по ее краям происходит проскальзывание, подчиняющееся закону сухого
трения Кулона. При помощи конформного отображения Л. А. Галиным было
построено приближенное решение в замкнутом виде. Интерес к такой моде-
ли контактной задачи проявляли многие исследователи, используя разные
подходы и методы для ее решения [10–15]. В частности, в работе [14] кон-
тактная задача Галина решена методом механических квадратур, показано
совпадение численных результатов с результатами других авторов. В рабо-
те [16] в рамках плоского деформирования упругого пространства и модели
задачи Галина было рассмотрено напряженное состояние упругой однородной
плоскости с трещиной конечной длины, в один из берегов которой вдавлива-
ется абсолютно жесткий тонкий штамп такой же длины.

В настоящей работе c опорой на результаты работы [7] расширяется круг
применения контактной модели Галина и рассматривается задача работы [16],
но уже для кусочно-однородного пространства, составленного из двух разно-
родных полупространств и содержащего частично оторванное от матрицы,
тонкое абсолютно жесткое межфазное включение в виде бесконечной поло-
сы. Проводится анализ влияния неоднородности на напряженное состояние
под включением.
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Поскольку рассматриваемая здесь задача отличается от задачи, рассмот-
ренной в [16], лишь тем, что однородная плоскость заменена на составную,
очевидно, что текстовая часть постановки задачи в основном повторяет тако-
вую в работе [16]. Тем не менее она здесь приводится для полноты описания
поставленной задачи.

1. Постановка задачи и вывод определяющей системы интеграль-
ных уравнений. Пусть имеем упругое пространство, составленное из двух
разнородных полупространств, которое в плоскости их соединения содержит
сквозную трещину конечной ширины. Полагая, что пространство находит-
ся в условиях плоской деформации, сформулируем задачу для ее базовой
плоскости 𝑧 = 0 декартовой системы координат 𝑥𝑦𝑧, ось ординат которой на-
ходится в плоскости раздела материалов, а ось аппликат направлена вдоль
срединной линии трещины. Итак, имеем упругую составную плоскость, кото-
рая составлена из двух разнородных полуплоскостей и на интервалe (−𝑎, 𝑎)
линии раздела материалов содержит трещину. Полагаем, что внутри трещи-
ны имеется абсолютно жесткое тонкое включение такой же длины, которое
предварительно не сцеплено с матрицей и под воздействием сосредоточенной
силы 𝑃0, приложенной к средней точке верхней грани, вдавливается в берег
трещины. Контакт включения с матрицей описывается моделью контактной
задачи Л. А. Галина [9], т.е. считается, что на некотором интервале (𝑏, 𝑐)
средней части нижней стороны включения имеет место сцепление с матри-
цей, а на концевых интервалах (−𝑎, 𝑏, ) и (𝑐, 𝑎) происходит проскальзывание,
подчиняющееся закону сухого трения (см. рис. 1).

Рис. 1. Схематическое представление задачи
[Figure 1. Schematic representation of the problem]

Необходимо определить размеры зон сцепления и скольжения, контакт-
ные напряжения, возникающие под включением, и коэффициенты концен-
трации разрушающих напряжений в концевых точках концентратора напря-
жений смешанного типа — включение-трещинa.

Рассматривая каждую из составляющих полуплоскостей отдельно и снаб-
див компоненты напряжений и смещений, относящиеся к точкам верхней
и нижней полуплоскостей, верхними индексами (1) и (2) соответственно, на
интервалах (−𝑎, 𝑎) каждой полуплоскости будем иметь следующие условия:

𝜎(1)𝑦 (𝑥, 0) = 0, 𝜏 (1)𝑥𝑦 (𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ (−𝑎, 𝑎); (1)
𝑢′2(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ (𝑏, 𝑐); (2)
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𝑣′2(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ (−𝑎, 𝑎); (3)

𝜏 (2)𝑥𝑦 (𝑥, 0) = −𝑓 sgn(𝑥)𝜎(2)𝑦 (𝑥, 0), 𝑥 ∈ (−𝑎, 𝑏) ∪ (𝑐, 𝑎), (4)

где 𝑢𝑗(𝑥, 𝑦) и 𝑣𝑗(𝑥, 𝑦)— компоненты смещения; 𝜎(𝑗)𝑦 (𝑥, 𝑦), 𝜏 (𝑗)𝑥𝑦 (𝑥, 𝑦)— компо-
ненты напряжений соответствующих полуплоскостей; 𝑗 = 1, 2; 𝑓 — коэффи-
циент трения между включением и матрицей.

Пользуясь рaзрывными решениями для кусочно-однородной упругой плос-
кости с рaзрезом [6], позволяющими выразить все компоненты вектора пере-
мещений и тензора напряжений через скачки напряжений и перемещений на
интервале (−𝑎, 𝑎), выпишем выражения, необходимые для удовлетворения
(1)–(3):

𝜎(1)𝑦 (𝑥, 0) =
1

𝜋Δ

[︂
𝜋𝜃1𝜎(𝑥) + 𝜃2

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜏(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠+ 𝜋𝜇2𝜃3𝑢

′(𝑥)− 𝜇2𝜃4

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑣′(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠

]︂
;

𝜏 (1)𝑥𝑦 (𝑥, 0) =
1

𝜋Δ

[︂
𝜋𝜃1𝜏(𝑥)− 𝜃2

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜎(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠− 𝜋𝜇2𝜃3𝑣

′(𝑥)− 𝜇2𝜃4

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑢′(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠

]︂
;

𝑣′2(𝑥, 0) = − 1

𝜋Δ

[︂
𝜋𝜃1𝑣

′(𝑥) + 𝜃2

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑢′(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠+ 𝜋

𝜃5
𝜇2
𝜏(𝑥) +

𝜃6
𝜇2

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜎(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠

]︂
;

𝑢′2(𝑥, 0) =
1

𝜋Δ

[︂
−𝜋𝜃1𝑢′(𝑥) + 𝜃2

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑣′(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠+ 𝜋

𝜃5
𝜇2
𝜎(𝑥)− 𝜃6

𝜇2

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜏(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠

]︂
.

Здесь введены следующие обозначения:

𝜎(𝑥) = 𝜎(1)𝑦 (𝑥, 0)− 𝜎(2)𝑦 (𝑥, 0); 𝜏(𝑥) = 𝜏 (1)𝑥𝑦 (𝑥, 0)− 𝜏 (2)𝑥𝑦 (𝑥, 0);

𝑢(𝑥) = 𝑢(1)(𝑥, 0)− 𝑢(2)(𝑥, 0); 𝑣(𝑥) = 𝑣(1)(𝑥, 0)− 𝑣(2)(𝑥, 0);

Δ = (𝜇+ 𝜅1)(1 + 𝜇𝜅2); 𝜇 = 𝜇1/𝜇2; 𝜅𝑖 = 3− 4𝜈𝑖;

𝜃1 = 𝜇[𝜅2𝜇+ 4(1− 𝜈2)(1− 𝜈1) + (1− 2𝜈2)(1− 2𝜈1)];

𝜃2 = 2𝜇[(1− 2𝜈1)(1− 𝜈2) + (1− 2𝜈2)(1− 𝜈1)];

𝜃3 = 2𝜇[𝜇(1− 2𝜈2)− (1− 2𝜈1)]; 𝜃4 = −4𝜇[𝜇(1− 𝜈2) + (1− 𝜈1)];

𝜃5 =
1

2
[𝜅2(1− 2𝜈1)𝜇− 𝜅1(1− 2𝜈2)]; 𝜃6 = 𝜅2(1− 𝜈1)𝜇+ 𝜅1(1− 𝜈2);

(5)

𝜇— отношение модулей сдвига 𝜇1 и 𝜇2 материалов полуплоскостей, a 𝜈1 и
𝜈2 — соответствующие коэффициенты Пуассона.

Удовлетворяя условиям граничной задачи (1)–(3) с учетом условия (4),
придем к разрешающей системе сингулярных интегральных уравнений

𝜋
𝜃1
𝜇2
𝜎(𝑥) +

𝜃2
𝜇2

(︂
𝑓

∫︁ 𝑏

−𝑎

𝜎(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠+

∫︁ 𝑐

𝑏

𝜏(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠− 𝑓

∫︁ 𝑎

𝑐

𝜎(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠

)︂
+

+ 𝜋𝜃3𝑢
′(𝑥)− 𝜃4

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑣′(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑎, 𝑎);

𝜋
𝜃1
𝜇2
𝜏(𝑥)− 𝜃2

𝜇2

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜎(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠− 𝜋𝜃3𝑣

′(𝑥)− 𝜃4

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑢′(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑎, 𝑎);
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𝜋𝜃1𝑣
′(𝑥) + 𝜃2

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑢′(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠+ 𝜋

𝜃5
𝜇2
𝜏(𝑥) +

𝜃6
𝜇2

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜎(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑎, 𝑎); (6)

− 𝜋𝜃1𝑢
′(𝑥) + 𝜃2

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑣′(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠+ 𝜋

𝜃5
𝜇2
𝜎(𝑥)−

− 𝜃6
𝜇2

(︂
−𝑓
∫︁ 𝑏

−𝑎

𝜎(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠+

∫︁ 𝑐

𝑏

𝜏(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠+ 𝑓

∫︁ 𝑎

𝑐

𝜎(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠

)︂
= 0, 𝑥 ∈ (𝑏, 𝑐)

при условиях смыкания концов трещины и равновесия штампа, которые в обо-
значениях (5) имеют вид∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑣′(𝑠)𝑑𝑠 = 0;

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑢′(𝑠)𝑑𝑠 = 0;

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝜎(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑃 cos𝛼;

− 𝑓

∫︁ 𝑏

−𝑎

𝜎(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠+

∫︁ 𝑐

𝑏

𝜏(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠+ 𝑓

∫︁ 𝑎

𝑐

𝜎(𝑠)

𝑠− 𝑥
𝑑𝑠 = 𝑃 sin𝛼.

(7)

В полученной системе (6) уравнения имеют различные области опреде-
ления, что приводит к необходимости рассматривать искомые функции как
самостоятельные неизвестные на каждом из интервалов (−𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑐) и (𝑐, 𝑎).
Поскольку тангенциальное контактное напряжение 𝜏(𝑠) неизвестно только
на среднем из указанных интервалов, a остальные три 𝑢′(𝑠), 𝑣′(𝑠), 𝜎(𝑠)— на
всех трех интервалах, придем к определению десяти неизвестных функций.
Аналогично, рассматривая первые три уравнения системы (6) на каждом из
указанных интервалов раздельно, получим новую систему из десяти уравне-
ний относительно десяти неизвестных функций.

Решение полученной системы нaйдем при помощи методa мехaнических
квaдрaтур [17]. Для этого, отнеся компоненты напряжений к модулю сдвига
𝜇2 нижней полуплоскости и сведя каждый из интервалов определения урав-
нений к интервалу (−1, 1), перейдем к безразмерным величинам. Новыми
неизвестными будут{︀

𝜙1, 𝜙2, 𝜙3

}︀(ol,i,or)
=
{︀
𝑢′, 𝑣′, 𝜎/𝜇2

}︀
, 𝜙

(i)
4 = 𝜏/𝜇2, (8)

которые определены на интервале (−1, 1) и отмечены верхними индексами
(ol) (outer-left), (i) (internal) и (or) (outer-right) в соответствии с интервалами
(−𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑐) и (𝑐, 𝑎).

В итоге получим систему из десяти сингулярных интегральных уравнений
второго рода, структурно похожих на следующее уравнение:

𝜋𝜃1𝜙
(ol)
3 (𝜂) + 𝜃2

[︂
𝑓

∫︁ 1

−1

𝜙
(ol)
3 (𝜉)

𝜉 − 𝜂
𝑑𝜉 +

∫︁ 1

−1

𝜙
(i)
4 (𝜉)

𝜉 − 𝑧0
𝑑𝜉 − 𝑓

∫︁ 1

−1

𝜙
(or)
3 (𝜉)

𝜉 − 𝑧1
𝑑𝜉

]︂
+

+𝜋𝜃3𝜙
(ol)
1 (𝜂)+𝜃4

[︂∫︁ 1

−1

𝜙
(ol)
2 (𝜉)

𝜉 − 𝜂
𝑑𝜉+

∫︁ 1

−1

𝜙
(i)
2 (𝜉)

𝜉 − 𝑧0
𝑑𝜉+

∫︁ 1

−1

𝜙
(or)
2 (𝜉)

𝜉 − 𝑧1
𝑑𝜉

]︂
= 0, 𝜂 ∈ (−1, 1),

где 𝑏* = 𝑏/𝑎 < 1, 𝑐* = 𝑐/𝑎 < 1;

𝑧0 =
𝑏* + 1

𝑐* − 𝑏*
𝜂 − 1 + 𝑐*

𝑐* − 𝑏*
, 𝑧1 =

𝑏* + 1

1− 𝑐*
𝜂 − 2 + 𝑐* − 𝑏*

1− 𝑐*
.
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Решение системы будем искать в классе функций, имеющих степенное
поведение в окрестности концов интервала интегрирования и представимых
в виде

Φ(𝑥) = (1− 𝑥)𝛼(1 + 𝑥)𝛽Φ*(𝑥), 𝛼, 𝛽 > −1,

где функция Φ*(𝑥) удовлетворяет условию Гельдера на отрезке [−1, 1].
Подстaвляя эти предстaвления в определяющую систему урaвнений и ис-

следуя поведение урaвнений в окрестности точек ±1, с учетом известных ре-
зультaтов Н. И. Мусхелишвили о поведении интегрaлa типa Коши у концов
линии интегрировaния [18], получаем систему уравнений для определения
показателей 𝛼 и 𝛽. Учитывая большое число уравнений, считаем нецелесо-
образным представлять здесь эти уравнения. Отметим лишь, что поведение
искомых функций в окрестности точек рaзделa зон сцепления и скольжения
определяется однознaчно и повторяет, кaк и следовaло ожидaть, их пове-
дение в случaе aнaлогичной зaдaчи для однородной плоскости [16], a для
определения показателей особенности искомых функций в концевых точках
включения получаем следующие уравнения:

𝛼(or)3(1− 𝛼𝐷) + 𝛼(or)2𝑓(𝛽𝐷 + 𝛼𝐷𝛽𝐷 − 𝜗2)−
− 𝛼(or)(1 + 𝛼𝐷 − 2𝛽2𝐷) + 𝛽𝐷𝑓(1 + 𝛼𝐷 − 𝛽𝐷𝜗2) = 0,

𝛽(ol)
3
(1− 𝛼𝐷)− 𝛽(ol)

2
𝑓(𝛽𝐷 + 𝛼𝐷𝛽𝐷 − 𝜗2)−

− 𝛽(ol)(1 + 𝛼𝐷 − 2𝛽2𝐷)− 𝛽𝐷𝑓(1 + 𝛼𝐷 − 𝛽𝐷𝜗2) = 0.

(9)

Здесь для упрощения зaписи использовaлись известные пaрaметры Дaндер-
сa [19]:

𝛼𝐷 =
𝜇(1− 𝜈2)− (1− 𝜈1)

𝜇(1− 𝜈2) + (1− 𝜈1)
, 𝛽𝐷 =

1

2

𝜇(1− 2𝜈2)− (1− 2𝜈1)

𝜇(1− 𝜈2) + (1− 𝜈1)

и обозначение
𝜗2 =

1− 2𝜈2
1− 𝜈2

.

Урaвнения (9), в отличие от случaя однородной плоскости [16], могут в за-
висимости от упругих характеристик полуплоскостей иметь как три различ-
ных вещественных корня, так и один вещественный и два комплексно-сопря-
женных корня. Последний случай означает, что, несмотря на рассмотрение
задачи в рамках модели контакта Галина, осцилляция напряжений в конце-
вых точках будет сохраняться. В первом же случае осцилляции напряжений
на концах удается избежать. В отличие от однородного случaя [16] корни
уравнений (9) не выписываются аналитически, a вычисляются численно и по-
этому здесь не приводятся. С дaльнейшей процедурой введения новых иско-
мых функций, поведение которых нa концaх интервaлa (−1, 1) определяется
однознaчно, можно ознaкомиться в рaботе [16].

В итоге решение поставленной задачи сводится к системе из десяти син-
гулярных интегральных уравнений относительно десяти искомых функций
с определенными весовыми функциями и шести постоянных, представля-
ющих собой конечные значения искомых функций на концах внутреннего
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участка зоны контакта. Для определения последних, a также координат кон-
цов зоны сцепления 𝑏* и 𝑐* используются трансформированные соответству-
ющим образом условия (7). Нaличие в определяющей системе отличных друг
от другa весовых функций предполaгaет использовaние методa мехaнических
квaдрaтур [17] с различными узлами и разным числом точек коллокации в за-
висимости от того, обращается ли весовая функция под сингулярным инте-
гралом в бесконечность на одном конце или ни на одном.

2. Численный анализ. Решение разрешающей системы построим ме-
тодом механических квадратур. При одинаковом для всех функций порядке
аппроксимации 𝑛 будем иметь 10𝑛 + 6 неизвестных: 10𝑛 значений регуляр-
ных частей искомых функций в соответствующих узловых точках и шесть
постоянных, описанных выше. Шесть весовых функций, соответствующих
зонам скольжения, на одном из концов обращаются в бесконечность, на дру-
гом в ноль, a четыре функции, соответствующие зоне сцепления, на обоих
концах обращаются в ноль. Следовательно, выбрав для шести уравнений 𝑛
точек коллокации, a для четырех — 𝑛+1 точку коллокации, получаем 10𝑛+4
уравнений. Для замыкания полученной системы линейных алгебраических
уравнений к ней следует добавить два из дискретизированных условий (7),
соответствующих условиям равновесия включения. Два других из условий (7)
необходимы для определения координат точек раздела зон сцепления и про-
скальзывания 𝑏* и 𝑐*, которые нелинейным образом входят в матрицу полу-
ченной системы линейных алгебраических уравнений.

Анализ результатов, полученных при различных порядках аппроксима-
ции, показал, что уже при 𝑛 = 6 для функций 𝜓

(ol)
𝑘* и 𝜓

(or)
𝑘* (𝑘 = 1, 2, 3)

и 𝑛 = 10 для функций 𝜙
(𝑖)
𝑘* (𝑘 = 1, 2, 3, 4) достигается точность порядка

10−4, которой вполне достаточно для графического представления результа-
тов, поэтому дальнейшие расчеты проводились при этих значениях порядков
аппроксимации. Указанные функции являются регулярными функциями со-
ответствующих неизвестных функций (8) согласно представлению решения
определяющей системы из 10 сингулярных интегральных уравнений в виде
произведения выделенной особенности на регулярную функцию.

Проведен численный анализ распределения контактных напряжений, ко-
гда угол наклона приложенной силы принят 𝛼 = 0.02, коэффициент тре-
ния — 𝑓 = 0.075, коэффициент Пуaссона верхней полуплоскости — 𝜈1 = 0.2.
На рис. 2 представлены кривые распределения контактного давления для
разных значений отношения модулей сдвига полуплоскостей 𝜇 = 0.9, 1.25,
1.5 при 𝜈2 = 0.25 и коэффициента Пуассона 𝜈2 = 0.2, 0.25, 0.3 при 𝜇 = 1.5,
на рис. 3 — соответствующие кривые распределения тангенциальных напря-
жений.

Также были рассчитаны контактные напряжения при разных коэффици-
ентах Пуассона верхней полуплоскости 𝜈1 = 0.2, 0.3, но их влияние оказалось
намного меньше и сказывалось, главным образом, на координате левого кон-
ца зоны сцепления 𝑏* и величине контактных напряжений в его окрестности.

Следует отметить, что кривые распределения контактных напряжений
под включением качественно повторяют кривые их рaспределения для одно-
родной плоскости [16]. Как видно из рис. 2 и 3, изменение упругих характери-
стик составной плоскости не приводит к качественному изменению кривых,
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Рис. 2. Распределение безразмерных нормальных контактных напряжений для разных
значений отношения 𝜇 = 𝜇1/𝜇2 и коэффициента Пуассона 𝜈2 (онлайн в цвете)

[Figure 2 (color online). Distribution of dimensionless normal contact stresses for different
values of the ratio 𝜇 = 𝜇1/𝜇2 and Poisson’s ratio 𝜈2]

Рис. 3. Распределение безразмерных тангенциальных контактных напряжений для разных
значений отношения 𝜇 = 𝜇1/𝜇2 и коэффициента Пуассона 𝜈2 (онлайн в цвете)

[Figure 3 (color online). Distribution of dimensionless tangential contact stresses for different
values of the ratio 𝜇 = 𝜇1/𝜇2 and Poisson’s ratio 𝜈2]

a влияет на них, главным образом, посредством величин 𝑏* и 𝑐*, являющих-
ся причиной их трансформации. Следовательно, имея эти значения, можно
легко представить и кривые распределения напряжений, конечно, только ка-
чественно.

На рис. 4 представлены кривые зависимости 𝑏* и 𝑐* от отношения моду-
лей сдвига 𝜇 = 𝜇1/𝜇2 для трех значений коэффициента трения 𝑓 и двух
значений коэффициента Пуассона 𝜈1. Здесь представлен симметричный слу-
чай нагружения (𝛼 = 0) с целью показать, что при 𝜇 → 0 задача сводится
к контактной задаче Галина для полуплоскости. Точками на оси ординат по-
казаны значения 𝑏* = −𝑐* для задачи Галина при 𝜈2 = 0.3, которые имеются
в работе [15].

На рис. 4 приведены также кривые коричневого цвета, которые соответ-
ствуют значению 𝜈1 = 0.35. Заметное различие между кривыми, соответ-
ствующими ризным коэффициентам Пуассона верхней полуплоскости, про-
является только при малых коэффициентах трения и близких друг к другу
значениях модулей сдвига полуплоскостей.

На рис. 5 представлены кривые зависимости 𝑏* и 𝑐* от угла 𝛼 приложения
внешней силы при следующих значениях параметров 𝜈2 = 0.3, 𝜈1 = 0.23,
𝑚𝑢 = 0.5 для разных значений коэффициента трения 𝑓 .
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Рис. 4. Зависимость 𝑏* и 𝑐* от отношения 𝜇 = 𝜇1/𝜇2 (онлайн в цвете)
[Figure 4 (color online). Dependence of 𝑏* and 𝑐* on the ratio 𝜇 = 𝜇1/𝜇2]

Рис. 5. Зависимость 𝑏* и 𝑐* от угла наклона внешней силы (онлайн в цвете)
[Figure 5 (color online). Dependence of 𝑏* and 𝑐* on the angle of inclination

of the external force]

Как показывают графики, наклон силы приводит к уменьшению зоны
сцепления и смещению ее в сторону наклона силы, что, в конечном итоге,
приводит к вырождению зоны сцепления и происходит это тем раньше, чем
меньше коэффициент трения.

Численный анализ зависимости 𝑏* и 𝑐* от коэффициентов Пуассона пока-
зал, что зависимость их от коэффициента Пуассона верхней полуплоскости
мала, в то время как зависимость от коэффициента Пуассона нижней полу-
плоскости, как и в случае однородной плоскости, очень существенна. Расчеты
показали, что при коэффициенте Пуассона 𝜈2, очень близком к значению 0.5,
зона сцепления занимает всю зону контакта, в то время как при малых его
значениях возможно даже вырождение этой зоны при том же коэффициенте
трения.

Заключение. Выведена система определяющих уравнений достаточно
сложной контактной задачи о вдавливании тонкого жесткого включения ко-
нечной длины в берег трещины такой же длины, находящейся в кусочно-
однородной упругой плоскости, составленной из двух разнородных полуплос-
костей. Задача рассматривается в рамках контактной задачи Галина, т.е. при
наличии зон сцепления и проскальзывания. Определяющая система уравне-
ний состоит из десяти сингулярных интегральных уравнений при четырех до-
полнительных условиях. Выделены особенности поведения искомых функций
на концах интервала интегрирования. На основе метода механических квад-
ратур разработана программа расчета в среде пакета Wolfram Mathematica,
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которая позволяет как найти законы распределения контактных напряжений,
так и построить форму раскрытия трещины над включением. При помощи
этой программы проведен подробный численный анализ зависимости коор-
динат концов зоны сцепления от всех параметров поставленной задачи.
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Abstract

This article discusses the stress state of an elastic composite plane with
a crack of finite length on the joining line of the half-planes. An absolutely
rigid thin inclusion of the same length is indented into one of the edges of an
interfacial crack under the action of a concentrated force. It is assumed that
for the contacting side of the inclusion, there is adhesion to the matrix in its
middle part, and slippage occurs along the edges, which is described by the
law of dry friction. The problem is mathematically formulated as a system
of singular integral equations. The behavior of the unknown functions in
the vicinity of the ends of the inclusion-crack and at the separation points
of the adhesion and slip zones is studied. The governing system of integral
equations is solved by the method of mechanical quadratures. The laws of
distribution of contact stresses, as well as the lengths of the adhesion and slip
zones, depending on the coefficient of friction, Poisson’s ratios and the ratio
of Young’s moduli of the materials of half-planes, as well as the inclination
angle of the external force, are found.
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Влияние поверхностного пластического
упрочнения на геометрические параметры
круговых концентраторов напряжений
в пластинах

В. Е. Глебов
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

Разработана методика изучения влияния упрочняющей обработки на
форму концентраторов напряжений в виде сквозных круговых отвер-
стий в пластинах после процедуры поверхностно-пластического дефор-
мирования.

Рассмотрены две модельные задачи:
– определение геометрической конфигурации кругового концентра-

тора напряжения, вырезанного в прямоугольной пластине, под-
вергшейся опережающему поверхностно-пластическому деформи-
рованию;

– определение геометрической конфигурации кругового концентра-
тора напряжения в круговой цилиндрической пластине, поверх-
ность которого подверглась поверхностно-пластическому дефор-
мированию.

Приведены феноменологические методы восстановления полей оста-
точных напряжений и пластических деформаций в пластинах после про-
цедуры упрочнения. Краевые задачи реконструкции напряженно-дефор-
мированного состояния сведены к корректным задачам фиктивной тер-
моупругости. На модельных расчетах для прямоугольной пластины из
сплава ЭП742 и круговой цилиндрической пластины из сплава ЭИ698
проиллюстрирована адекватность предлагаемых подходов.

Получены профили образующих концентраторов напряжений плит.
В случае опережающего поверхностного пластического деформирова-
ния верхней грани квадратной шарнирно опертой пластины толщиной
10 мм максимальное смещение образующей относительно первоначаль-
ной конфигурации составило около 4 мкм. Показано, что с уменьше-
нием толщины пластины максимальное смещение образующей убывает.
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Влияние поверхностного пластического упрочнения . . .

В случае упрочнения поверхности кругового концентратора напряжений
цилиндрической пластины максимальное смещение образующей концен-
тратора напряжений составило около 1.4 мкм для пластин, опертых
шарнирно и с жесткой заделкой боковой грани. Показано, что с умень-
шением радиуса отверстия смещение образующей возрастает.

Ключевые слова: остаточные напряжения, пластические деформации,
концентратор напряжений.

Получение: 11 мая 2023 г. / Исправление: 28 августа 2023 г. /
Принятие: 19 сентября 2023 г. / Публикация онлайн: 28 сентября 2023 г.

Введение. Проблема увеличения ресурса производимых машинострои-
тельными комплексами элементов конструкций не теряет своей актуально-
сти и сегодня. Для решения данной проблемы разработано большое коли-
чество технологических методов и подходов, наиболее распространенным из
которых является упрочнение поверхностным пластическим деформирова-
нием [1–7]. Применение этой технологии, с одной стороны, действительно
позволяет достичь улучшения характеристик износостойкости, микротвер-
дости, сопротивления усталости детали, а с другой стороны, естественным
образом приводит к появлению остаточных технологических пластических
деформаций и к короблению деталей — изменению их первоначальной гео-
метрической конфигурации. Знание того, насколько существенным являет-
ся влияние процедуры упрочнения на первоначальную геометрию детали,
оказывается необходимым, поскольку допуски на вариации геометрических
параметров поставляемых деталей регламентированы нормативной техниче-
ской документацией. Поэтому целью данной работы является изучение на-
пряженно-деформированного состояния (НДС) после процедуры поверхност-
ного пластического упрочнения прямоугольных и круговых в плане пластин
с круговым сквозным концентратором напряжений.

Главной возникающей задачей является реконструкция НДС образцов по-
сле упрочнения, поскольку эта информация используется в качестве началь-
ных данных, например, для краевых задач ползучести упрочненных элемен-
тов конструкций [8, 9] либо в критериальных зависимостях для оценки пре-
дела их выносливости [1, 2, 4–7,10–12].

Аналитический обзор литературы в данном направлении показал, что су-
ществует несколько подходов к ее решению. Большой группой исследовате-
лей применяются экспериментальные подходы [10,12–14], основанные на ме-
ханических разрушающих методах и позволяющие определить максимум две
компоненты тензора остаточных напряжений. Другой подход связан с непо-
средственным моделированием процесса упрочнения [15–17], недостатком ко-
торого является невозможность полного учета всех стохастических факторов,
влияющих на процесс упрочнения. Применительно к целям настоящего иссле-
дования эффективным представляется третий подход [11,18–22], основанный
на модификации метода расчета по первоначальным деформациям, так как
он, во-первых, лишен недостатков указанных выше методов, а во-вторых,
позволяет свести обратную краевую задачу реконструкции остаточных на-
пряжений и пластических деформаций к корректной задаче фиктивной тер-
моупругости, имеющей единственное решение. Данный подход используется
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для решения следующих задач:
А) определение геометрической конфигурации кругового концентратора

напряжения, вырезанного в прямоугольной пластине, подвергшейся опе-
режающему поверхностно-пластическому деформированию1;

B) определение геометрической конфигурации кругового концентратора
напряжения в круговой цилиндрической пластине, поверхность кото-
рого подверглась поверхностно-пластическому деформированию.

1. Постановка и решение задачи А. В декартовой системе коорди-
нат 𝑂𝑥𝑦𝑧 рассматривается прямоугольная пластина толщиной 𝐻, в которой
вырезано сквозное круговое отверстие (концентратор напряжений) радиу-
сом 𝑅 (рис. 1). Перед вырезанием концентратора согласно методике опере-
жающего поверхностно-пластического деформирования верхняя грань пла-
стины (𝑧 = 0) подвергается ультразвуковому (механическому) упрочнению.
Вырезание концентратора напряжений (удаление части материала пласти-
ны) приводит к перераспределению напряжений и вызывает деформацион-
ные процессы, в результате которых происходит изменение геометрической
конфигурации исходного кругового концентратора напряжений.

Рис. 1. Схематическое изображение прямоугольной пластины со сквоз-
ным круговым отверстием (концентратором напряжений)

[Figure 1. Schematic representation of a rectangular plate with a through
circular hole (stress concentrator)

1.1. Реконструкция полей остаточных напряжений и пластичес-
ких деформаций в прямоугольной пластине (аналитическое реше-
ние). В соответствии с технологией опережающего деформирования на пер-
вом этапе упрочнению подвергается верхняя грань пластины без концентра-
тора напряжений. Поэтому сначала нужно выполнить реконструкцию НДС
прямоугольной пластины после ее упрочнения. Эта задача решена2 в [19]
в предположении, что все компоненты тензора остаточных напряжений есть
функции координаты 𝑧, с привлечением гипотезы плоских сечений и анизо-
тропии упрочнения. При этом получены следующие соотношения, в которых

1Под опережающим поверхностно-пластическим деформированием какого-либо образца
понимается процесс упрочнения гладкого образца методами поверхностно-пластического
деформирования c последующим нанесением на него концентратора напряжений.

2Здесь следует отметить, что полученное решение будет справедливо лишь для цен-
тральной области пластины, именно для той, где будет вырезаться концентратор напря-
жений.
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все выражается через компоненту остаточных напряжений 𝜎𝑥:

𝜎𝑦 =
1 + 𝛼𝜈

𝛼+ 𝜈
𝜎𝑥, 𝑞𝑥 = −𝛼(1− 𝜈2)

𝐸(𝛼+ 𝜈)
𝜎𝑥, (1)

𝑞𝑦 = − 1− 𝜈2

𝐸(𝛼+ 𝜈)
𝜎𝑥, 𝑞𝑧 =

(1 + 𝛼)(1− 𝜈2)

𝐸(𝛼+ 𝜈)
𝜎𝑥,

где 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧), 𝜎𝑦 = 𝜎𝑦(𝑧) — компоненты тензора остаточных напряжений;
𝑞𝑥 = 𝑞𝑥(𝑧), 𝑞𝑦 = 𝑞𝑦(𝑧), 𝑞𝑧 = 𝑞𝑧(𝑧)— компоненты тензора остаточных пла-
стических деформаций; 𝐸 — модуль Юнга; 𝜈 — коэффициент Пуассона; 𝛼—
феноменологический параметр, характеризующий анизотропию технологии
упрочнения [8]. Остальные компоненты тензоров остаточных напряжений
и пластических деформаций полагаются равными нулю, поскольку их зна-
чения (по модулю) на несколько порядков меньше, чем у представленных
в (1) [23].

Таким образом, для реконструкции НДС в прямоугольной пластине после
упрочнения ее верхней грани необходимо иметь непрерывное аналитическое
выражение для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧), 0 6 𝑧 6 𝐻.

В дальнейших расчетах использовались экспериментальные данные в об-
ласти сжатия для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) после ультразвукового упрочнения
балки прямоугольного сечения из сплава ЭП742, соответствующие первому
режиму упрочнения из четырех представленных в работе [8], которые пред-
ставлены точками на рис. 2. Экстраполяция экспериментальных данных для
компоненты 𝜎𝑥 выполнена с использованием зависимости

𝜎𝑥(𝑧) = 𝜎0 − 𝜎1 exp
(︁
−(𝑧 − 𝑧*)2

𝑏2

)︁
, 0 6 𝑧 6 𝐻, (2)

где 𝑧* определяется из условия 𝜎𝑥(𝑧*) = min
06𝑧6𝐻

𝜎𝑥(𝑧), а 𝜎0, 𝜎1 и 𝑏— параметры,
методика определения которых с использованием условия самоуравновешен-
ности эпюры остаточных напряжений изложена в [19].

Для проведения модельных расчетов по влиянию геометрических пара-
метров пластины на изменение геометрии кругового концентратора напря-
жений использовались следующие значения: 𝐻 = {10, 8, 6, 4} мм, 𝐿 = 100 мм.
Соответствующие параметры полученных аппроксимаций (2) приведены
в таблице. Отклонения полученных аппроксимаций от экспериментальных
данных в среднеквадратической норме не превысили 5.75 %.

Отметим, что в случае ультразвукового упрочнения параметр 𝛼 = 1 [8] и
формулы (1) принимают вид

𝜎𝑦 = 𝜎𝑥, 𝑞𝑥 = 𝑞𝑦 = −1− 𝜈

𝐸
𝜎𝑥, 𝑞𝑧 =

2(1− 𝜈)

𝐸
𝜎𝑥. (3)

Значения параметров аппроксимации (2) для различных значений 𝐻
[The values of approximation parameters (2) for different values of 𝐻]

Thickness, 𝐻, mm 𝜎0, MPa 𝜎1, MPa 𝑏, mm

10 13.38 1100.98 0.0928
8 16.84 1104.64 0.0933
6 22.65 1110.05 0.0938
4 34.61 1120.81 0.0949
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В модельных расчетах использовались 𝐸 = 221 ГПа, 𝜈 = 1/3, соответствую-
щие сплаву ЭП742.

1.2. Реконструкция НДС в прямоугольной пластине (конечно-
элементное решение фиктивной термоупругой задачи). В данном пун-
кте описывается получение НДС в конечно-элементной модели прямоуголь-
ной пластины методом первоначальных деформаций [11,18–20] на основе ана-
литического решения (см. п. 1.1). В этом случае остаточные пластические
деформации 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖(𝑧), 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, задаваемые соотношениями (3), моделиру-
ются фиктивными температурными:

𝑞𝑖(𝑧) = 𝛼𝑇
𝑖 (𝑧)(𝑇 (𝑧)− 𝑇0), 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 0 6 𝑧 6 𝐻, (4)

где 𝑇 (𝑧)— фиктивный закон распределения температуры; 𝑇0 — начальное зна-
чение температуры; 𝛼𝑇

𝑖 (𝑧) = 𝛼𝑖(𝑇 (𝑧))— коэффициенты температурного рас-
ширения.

Используя известные решения 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖(𝑧), 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, полученные в п. 1.1,
из соотношений (4) при наличии закона распределения температуры3 по тол-
щине пластины можно получить выражения для коэффициентов температур-
ного расширения и таким образом свести исходную задачу к фиктивной тер-
моупругой. После решения температурной задачи из соотношений (4) опре-
деляются законы 𝛼𝑇

𝑖 (𝑧), которые затем вместе с упругими константами ис-
пользуются как исходные данные для термоупругой задачи.

В итоге строится конечно-элементная модель с заданными температур-
ными деформациями и методом конечных элементов решается задача фик-
тивной термоупругости. Важно отметить, что для учета больших градиентов
распределений остаточных напряжений 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) и 𝜎𝑦 = 𝜎𝑦(𝑧) требуется
довольно мелкая сетка в области, близкой к упрочняемой грани.

Выполнена проверка адекватности конечно-элементного расчета аналити-
ческому решению поставленной задачи для упрочненной пластины. На рис. 2
приведены распределения компонент остаточных напряжений, вычисленных
по формулам (3) и рассчитанных методом конечных элементов для шарнирно
опертой по кромкам нижней грани пластины.

Для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) наблюдается соответствие расчетных дан-
ных на основе решения краевой задачи фиктивной термпоупругости мето-
дом конечных элементов с экспериментальными данными и с результатами
аппроксимации (2), для компоненты 𝜎𝑦 = 𝜎𝑦(𝑧)— с зависимостью (2). При
этом расчетные данные по МКЭ и по аппроксимации (2) для указанных ком-
понент практически не различимы.

В п. 1.1 в аналитическом решении полагалось, что компоненты 𝜎𝑧, 𝜏𝑥𝑧
равны нулю. В полученном конечно-элементном решении они не нулевые.
Это связано с граничными условиями и особенностями метода конечных эле-
ментов, но их максимальные значения на три–четыре порядка меньше, чем
у компонент 𝜎𝑥 и 𝜎𝑦 (по модулю). Поэтому принятая гипотеза относительно
компонент 𝜎𝑧 и 𝜏𝑥𝑧 оправдана и можно сделать вывод о несущественности
влияния этих компонент на деформированное состояние пластины.

3Отметим, что фиктивный закон распределения температуры 𝑇 (𝑧) в соотношениях (4)
можно задавать произвольным, не заботясь о его реализуемости в задаче теплопроводно-
сти, поскольку вариативные исследования, выполненные в [19, 20], показали, что он не
влияет на конечное решение для остаточных напряжений в фиктивной термоупругой за-
даче.
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Рис. 2. Компоненты остаточных напряжений в прямоугольной пластине: маркеры — экс-
периментальные данные [8]; 1 — расчет по аппроксимации (2); 2 — решение фиктивной тер-

моупругой задачи
[Figure 2. Components of residual stresses in a rectangular plate: markers — experimental
data [8]; 1 — calculation by approximation (2); 2 — solution of a fictitious thermoelastic

problem]

1.3. Влияние наведенных полей остаточных напряжений на про-
филь кругового концентратора напряжений. На следующем этапе из
конечно-элементного разбиения пластины удалялись конечные элементы, со-
ответствующие круговому концентратору напряжений радиусом 10 мм.
В оставшихся конечных элементах сохранялись температурные деформации,
соответствующие пластине без концентратора напряжений. Получившаяся
в результате этих действий конечно-элементная схема с заданными началь-
ными деформациями разрешалась в рамках фиктивной термоупругости.

На рис. 3 приведены профили концентраторов напряжений, полученные
в результате конечно-элементного расчета, для разных значений 𝐻 толщи-
ны пластины в сечении плоскостью 𝑥𝑂𝑧 (см. рис. 1). Здесь 𝛿 = 𝑥 − 𝑅— ве-
личина смещения расчетного профиля концентратора от его первоначально
прямолинейной образующей (линия 𝛿 = 0 на рис. 3). Из представленных ре-
зультатов видно, что с уменьшением толщины пластины величина смещения
первоначально прямой образующей уменьшается. Максимальное смещение
образующей в проведенных расчетах не превысило 4.5 мкм.

На рис. 4 приведены эпюры величины 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) для различных значе-
ний расстояний Δ = (𝑥2 + 𝑦2)1/2 −𝑅 от границы концентратора напряжений
в сечении плоскостью 𝑥𝑂𝑧 (𝑦 = 0). Из приведенных эпюр следует, что вбли-
зи границы концентратора происходит существенное снижение (по модулю)
остаточных напряжений. Компонента 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) асимптотически приближа-
ется к соответствующему распределению для пластины без концентратора
напряжений и уже для значения Δ = 30 мм оба распределения остаточных
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напряжений (кривые 5, 6 на рис. 4) практически совпадают. Этот факт также
может служить одним из элементов проверки сходимости конечно-элемент-
ного решения поставленной задачи.

2. Постановка и решение задачи B. В цилиндрической системе ко-
ординат 𝑂𝑟𝜃𝑧 рассматривается круговая цилиндрическая пластина с радиу-
сом 𝑅1 и толщиной 𝐻 со сквозным круговым концентратором напряжений
радиусом 𝑅 (рис. 5). Внутренняя поверхность (𝑟 = 𝑅) концентратора напря-
жений подвергается поверхностно-пластическому деформированию. Требует-
ся определить изменение геометрических параметров внутренней поверхно-
сти концентратора, которое возникает из-за перераспределения остаточных
напряжений.

2.1. Реконструкция НДС в круговой цилиндрической пластине
после упрочнения внутренней поверхности концентратора (анали-
тическое решение). Пусть 𝜎𝑟, 𝜎𝜃, 𝜎𝑧 — радиальная, окружная и осевая ком-
поненты тензора остаточных напряжений, а 𝑞𝑟, 𝑞𝜃, 𝑞𝑧 — соответствующие им
компоненты тензора пластических деформаций, возникающие после проце-
дуры поверхностного упрочнения поверхности концентратора. В работе [9]
разработана методика,4 позволяющая при наличии экспериментально полу-
ченной компоненты 𝜎𝜃 = 𝜎𝜃(𝑟) провести реконструкцию НДС в круговой
цилиндрической пластине после процедуры изотропного5упрочнения поверх-
ности концентратора по следующим формулам (𝑅 6 𝑟 6 𝑅1):

𝜎𝑟(𝑟) =
1

𝑟

∫︁ 𝑟

𝑅
𝜎𝜃(𝑡)𝑑𝑡, (5)

𝑞𝜃(𝑟) = − 1− 2𝜈

𝐸(1 + 𝜈)𝑟
3

1+𝜈

∫︁ +∞

𝑟
𝑡
2−𝜈
1+𝜈
[︀
𝜎𝑟(𝑡) + 2𝜎𝜃(𝑡)

]︀
𝑑𝑡−

− 1− 𝜈

𝐸
𝜎𝜃(𝑟) +

𝜈

𝐸
𝜎𝑟(𝑟), (6)

𝑞𝜃(𝑟) = 𝑞𝑧(𝑟) = −𝑞𝑟(𝑟)/2, (7)
𝜎𝑧(𝑟) = −𝐸𝑞𝑧(𝑟) + 𝜈

(︀
𝜎𝑟(𝑟) + 𝜎𝜃(𝑟)

)︀
. (8)

В дальнейших расчетах использовались экспериментальные данные в об-
ласти сжатия для компоненты 𝜎𝜃 = 𝜎𝜃(𝑟), приведенные в работе [9] для
упрочненного цилиндрического образца из сплава ЭИ6986 радиусом 3.76 мм
и представленные на рис. 6 маркерами (точки), где ℎ = 𝑟−𝑅— глубина упроч-
ненного слоя. Считаем эту эпюру (в области сжатия) модельной и для рас-
сматриваемой задачи. Экстраполяция экспериментальных данных для всей
области 𝑅 6 𝑟 6 𝑅1 (𝑅 = 10 мм, 𝑅1 = 50 мм) компоненты 𝜎𝜃 выполнена
с использованием зависимости

𝜎𝜃(𝑟) = 𝜎0 exp
(︁
−(𝑅− 𝑟)2

𝑙2

)︁
− 𝜎1 exp

(︁
−(𝑅− 𝑟)2

𝑏2

)︁
, (9)

4Данная методика предполагает, что при упрочнении поверхности концентратора не
возникают вторичные пластические деформации, а недиагональные компоненты тензоров
остаточных напряжений и пластических деформаций малы (в сравнении с диагональны-
ми). Также привлекается гипотеза о наведении пластических деформаций на цилиндриче-
ской поверхности как на полупространстве.

5В предположении 𝑞𝜃(𝑟) = 𝑞𝑧(𝑟).
6Сплаву ЭИ698 соответствуют следующие упругие константы: 𝐸 = 200 ГПа, 𝜈 = 1/3.
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Рис. 3. Расчетные профили круговых концентраторов напряжений для различных значе-
ний толщины пластины 𝐻: 1 — 4 мм; 2 — 6 мм; 3 — 8 мм; 4 — 10 мм

[Figure 3. Calculated profiles of a circular stress concentrators for various values of plate thick-
ness 𝐻: 1—4 mm; 2—6 mm; 3—8 mm; 4—10 mm]

Рис. 4. Эпюры величины 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) для различных значений расстояний Δ от границы
концентратора напряжений: 1 — 0.1 мм; 2 — 0.5 мм; 3 — 5 мм; 4 — 20 мм; 5 — 30 мм; 6 — для

пластины без концентратора напряжений
[Figure 4. Diagrams of the value 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) for various values of distances Δ from the boundary
of the stress concentrator: 1—0.1 mm; 2—0.5 mm; 3—5 mm; 4—20 mm; 5—30 mm; 6—for

a plate without the stress concentrator]

Рис. 5. Схематическое изображение круговой цилиндрической пластины со сквозным кру-
говым отверстием (концентратором напряжений)

[Figure 5. Schematic representation of a circular cylindrical plate with a through circular hole
(stress concentrator)]
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где 𝜎0, 𝜎1 и 𝑏, 𝑙— параметры, методика определения которых с использова-
нием условия самоуравновешенности эпюры остаточных напряжений изло-
жена в [9]. Для используемых экспериментальных данных (см. маркеры на
рис. 6) получены следующие параметры аппроксимации (9): 𝜎0 = 118.9 МПа,
𝜎1 = 1118.9 МПа, 𝑏 = 0.106 мм, 𝑙 = 1 мм. Результат расчета компоненты 𝜎𝜃
по (9) показан на рис. 6 сплошной линией 1. Остальные компоненты оста-
точных напряжений и пластических деформаций определялись по 𝜎𝜃 = 𝜎𝜃(𝑟)
на основании (5)–(8), но в качестве верхнего предела интегрирования в (6)
использовалась величина 𝑅1.

2.2. Влияние наведенных полей остаточных напряжений на про-
филь кругового концентратора напряжений. Методика определения
влияния наведенных полей остаточных напряжений на профиль кругового
концентратора напряжений в круглой цилиндрической пластине аналогична
соответствующей методике для прямоугольной пластины (см. п. 1.3): сна-
чала по формулам (5)–(8) с применением аппроксимации (9) выполняется
реконструкция остаточных напряжений и пластических деформаций. Далее
остаточные пластические деформации моделируются фиктивными темпера-
турными с помощью соотношений

𝑞𝑖(𝑟) = 𝛼𝑇
𝑖 (𝑟)(𝑇 (𝑟)− 𝑇0), 𝑖 = 𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑅 6 𝑟 6 𝑅1.

Отметим, что здесь волевым решением был выбран линейный закон распре-
деления температуры:

𝑇 (𝑟) = 𝑎𝑟 + 𝑏, 𝑇 (𝑅) = 100℃, 𝑇 (𝑅1) = 20℃.

Затем методом конечных элементов решается осесимметричная задача
фиктивной термоупругости, при этом в области упрочнения создается более
мелкая расчетная сетка.

Для проведения модельных расчетов по влиянию геометрических пара-
метров пластины на изменение геометрии кругового концентратора напря-
жений использовались следующие значения: 𝑅1 = {5; 7.5; 10} мм, 𝑅 = 10 мм,
𝐻 = 50 мм. Вычисления проводились при трех вариантах закрепления: шар-
нирное опирание нижней грани пластины, шарнирное опирание верхней и
нижней граней плиты, жесткая заделка боковой поверхности пластины.

На рис. 6 для расчетного случая 𝑅1 = 50 мм, 𝑅 = 10 мм и 𝐻 = 50 мм
приведены главные компоненты остаточных напряжений в сечении 𝑧 = 𝐻/2
круглой цилиндрической пластины после упрочнения поверхности кругово-
го концентратора напряжений, полученные по формулам (5)–(9) (линии 1)
и решением фиктивной термоупругой задачи методом конечных элементов
(линии 2). Согласно представленным данным эпюры компонент, получен-
ных этими методами, за исключением компоненты 𝜎𝑟(𝑟), практически сов-
падают. Для компоненты 𝜎𝑟(𝑟) отклонение решения фиктивной термоупру-
гой задачи от решения, полученного по формулам (5)–(9), составляет Δ =

= max
𝑟∈[𝑅1,𝑅]

|𝜎(1)
𝑟 (𝑟) − 𝜎

(2)
𝑟 (𝑟)| < 1 МПа, где 𝜎(1)

𝑟 (𝑟) соответствует решению по

формулам (5)–(9), 𝜎(2)
𝑟 (𝑟)— решению фиктивной термоупругой задачи мето-

дом конечных элементов. Отметим, что значения величины 𝜎𝑟(𝑟) в области
сжатия меньше (по модулю) значений величин 𝜎𝜃(𝑟) и 𝜎𝑧(𝑟) на два-три по-
рядка, поэтому компонента 𝜎𝑟(𝑟) не оказывает существенного влияния на
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деформированное состояние цилиндрической пластины с круговым концен-
тратором напряжений. Полученные данные демонстрируют хорошее соответ-
ствие решений, полученных по обеим методикам.

На рис. 7 приведены графики профиля образующей кругового концен-
тратора после упрочнения его поверхности для различных радиусов концен-
тратора и для различных вариантов закрепления образца, здесь 𝑓 = 𝑟 − 𝑅,
0 6 𝑧 6 𝐻. Видно, что изменение первоначально прямолинейной образующей
концентратора увеличивается с уменьшением радиуса концентратора напря-
жений и для проведенных модельных расчетов является незначительным.

Рис. 6. Компоненты остаточных напря-
жений в сечении 𝑧 = 𝐻/2 круглой ци-
линдрической пластины после упрочне-
ния поверхности кругового концентра-
тора напряжений: маркеры — экспери-
ментальные данные [9]; 1 — расчет по
формулам (5)–(9); 2 — решение фиктив-

ной термоупругой задачи

[Figure 6. Components of residual stresses in the section 𝑧 = 𝐻/2 of a round cylindrical plate
after hardening the surface of a circular stress concentrator: markers—experimental data [9];

1—calculation by formulae (5)–(9); 2—solution of a fictitious thermoelastic problem]

Рис. 7. Профиль образующей концентратора напряжений после упрочнения: 𝑅 = 10 мм
(1), 𝑅 = 7.5 мм (2), 𝑅 = 5 мм (3); a — при шарнирном опирании нижней грани пластины,

b — при жесткой заделке боковой поверхности пластины
[Figure 7. Profile of the generatrix of the stress concentrator after hardening: 𝑅 = 10 mm (1),
𝑅 = 7.5 mm (2), 𝑅 = 5 mm (3); a—when hinged support of the lower surface of the plate,

b—when rigidly fixed to the side surface of the plate
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Выводы. В настоящей работе разработана методика, позволяющая изу-
чить влияние упрочняющей обработки на геометрическую конфигурацию
концентраторов напряжений в виде сквозных круговых отверстий в пласти-
нах после процедуры поверхностно-пластического деформирования.

Для рассмотренных модельных задач получены следующие результаты.
В случае опережающего поверхностного пластического деформирования верх-
ней грани квадратной шарнирно опертой пластины толщиной 10 мм макси-
мальное смещение образующей относительно первоначальной конфигурации
составило около 4 мкм. Показано, что с уменьшением толщины пластины
максимальное смещение образующей убывает. В случае упрочнения поверх-
ности кругового концентратора напряжений цилиндрической пластины мак-
симальное смещение образующей концентратора напряжений составило око-
ло 1.4 мкм для пластин, опертых шарнирно и с жесткой заделкой боковой
грани. Показано, что с уменьшением радиуса отверстия смещение образую-
щей возрастает.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
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Abstract

A methodology for studying the influence of strengthening treatment on
the shape of stress concentrators in the form of through circular holes in
plates after surface-plastic deformation has been developed.

Two model problems have been considered:
– determination of the geometric configuration of a circular stress con-

centrator cut in a rectangular plate subjected to prior surface-plastic
deformation;

– determination of the geometric configuration of a circular stress con-
centrator in a circular cylindrical plate whose surface has undergone
surface-plastic deformation.

Phenomenological methods for restoring residual stress fields and plas-
tic deformations in plates after the strengthening procedure are presented.
Boundary problems of reconstructing the stress-strain state are reduced to
well-posed fictitious thermoelasticity problems. The adequacy of the pro-
posed approaches has been illustrated through computational modeling for
a rectangular plate made of EP742 alloy and a circular cylindrical plate
made of EI698 alloy.

Profiles of the generatrix of the stress concentrators in plates have been
obtained. In the case of prior surface-plastic deformation of the upper surface
of a square hinged-supported plate with a thickness of 10 mm, the maximum
displacement of the generatrix relative to the initial configuration was ap-
proximately 4 µm. It has been shown that with a decrease in plate thickness,
the maximum displacement of the formation decreases. In the case of surface
strengthening of the circular stress concentrator in the cylindrical plate, the
maximum displacement of the stress concentrator formation was approxi-
mately 1.4 µm for plates supported by hinges and with rigid fixation of the
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side surface. It has been demonstrated that with a decrease in the radius of
the hole, the displacement of the formation increases.

Keywords: residual stresses, plastic deformations, stress concentrator.
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Численное решение задачи о напряженно-
деформированном состоянии поверхностно
упрочненного призматического образца
с надрезом V-образного профиля в упругой
и упругопластической постановках
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Аннотация
Разработан метод решения задачи расчета напряженно-деформиро-

ванного состояния в поверхностно упрочненном образце со сквозным
поперечным надрезом V-образного профиля при различных значени-
ях угла раскрытия в упругой и упругопластической постановках. Ме-
тод базируется на конечно-элементном моделировании и известном на-
чальном напряженно-деформированном состоянии для гладкого упроч-
ненного образца. Выполнено детальное исследование влияния угла рас-
крытия надреза и его глубины на уровень и характер распределения
остаточных напряжений от дна концентратора напряжений по толщине
упрочненного слоя для обеих постановок задач. На основании данных
расчета обоснована целесообразность исследования поставленной зада-
чи в упругопластической постановке, когда надрез находится полностью
или частично в упрочненном слое, так как величины остаточных напря-
жений при решении задачи в упругой постановке физически нереализу-
емы, поскольку их значения превосходят по модулю временной предел
сопротивления материала в несколько раз.
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Радч е н к о В. П., Шишкин Д. М., С а ушкин М. Н.

В этом случае погрешность между решениями в упругой и упруго-
пластической постановках для остаточных напряжений в среднеквадра-
тической норме достигает 100–200%, а при равномерной оценке (норма
Чебышева) — нескольких сотен процентов. Если глубина концентратора
превышает величину упрочненного слоя более чем в 1.5 раза, то упругое
и упругопластическое решения дают близкие результаты.
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Введение. На этапе технического контроля, следующего после механиче-
ской обработки деталей различного назначения, особое внимание уделяется
качеству обработанных наружных поверхностей. Даже в случае явного от-
сутствия дефектов на прочностной ресурс элементов конструкций серьезное
влияние оказывает несовершенство микропрофиля в виде шероховатости по-
верхности при обработке заготовок резанием (точением, сверлением, фрезе-
рованием, шлифованием и т. д.). При этом образующие шероховатость впади-
ны микропрофиля в определенном смысле не только ослабляют поперечные
сечения детали, но и зачастую являются главными очагами возникновения
и последующего развития усталостных трещин в деталях при эксплуатации.
Кроме этого в инженерной практике все большее внимание уделяется изуче-
нию вопросов усталостного разрушения деталей с концентраторами напряже-
ний в виде технологических профильных надрезов по принципу нормального
отрыва (развитие трещин I рода) при циклическом нагружении.

Современная оценка усталостной прочности и остаточного ресурса де-
талей с концентраторами напряжений при наличии в них дополнительных
микро- или макротрещин чаще всего реализуется при помощи анализа крите-
риальных характеристик механики усталостного разрушения, полученных на
основе дорогостоящих длительных экспериментов и ресурсозатратных про-
граммных вычислений на основе метода конечных элементов (МКЭ) [1–4].
Несмотря на всю основательность описываемых для конкретных случаев под-
ходов, сформулированные рекомендации по повышению параметров цикли-
ческой трещиностойкости зачастую трудоемки либо труднореализуемы в ин-
женерной практике.

Применение подходов механики поверхностно упрочненных элементов кон-
струкций по отношению к вышеперечисленным вопросам считается альтер-
нативным и наиболее эффективным вариантом повышения локальной проч-
ности деталей, о чем свидетельствует необозримое количество научных пуб-
ликаций. Среди них можно выделить «ранние» работы [5–9], относящиеся
к методам поверхностного пластического деформирования (ППД), в кото-
рых описаны способы достижения наилучших результатов по повышению по-
казателей статической и усталостной прочности, твердости, шероховатости,
износостойкости и иных характеристик поверхностно упрочняемых гладких
«бездефектных» деталей при минимальной трудоемкости. В частности, повы-
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шение прочностных свойств обеспечивается благодаря снижению эксплуата-
ционных (растягивающих) напряжений наведением сжимающих остаточных
напряжений, формируемых в тонком наружном слое после процедуры упроч-
нения при практически неизменных габаритных размерах детали. Следует
отметить, что в зависимости от применяемого метода и режима упрочнения
достигаемая толщина упрочненного слоя может варьироваться в пределах от
100–200 мкм (при ультразвуковом дробеструйном упрочнении [10,21]) до 1 мм
(при обкатке роликом [12]).

Наибольшее прикладное использование методов ППД установлено при
повышении прочности деталей газотурбинных двигателей (ГТД), имеющих
несплошности в приповерхностном слое. Доказано, что для упрочненных де-
талей с концентраторами напряжений в условиях многоциклового нагруже-
ния наблюдается увеличение предела выносливости на 30–70% по сравне-
нию с неупрочненными [13, 14]. Тем не менее применение большинства под-
ходов ППД к деталям и изделиям с мелкими концентраторами напряжений
(отверстия для подачи смазывающей жидкости, канавки под уплотнитель-
ные элементы и т. д.) ограничено возможностями упрочняющего инструмен-
та, ввиду чего подавляющая часть разработанных технологий упрочнения
неприменима. В этом случае одним из наиболее рациональных способов ре-
шения указанной проблемы является применение технологий опережающего
поверхностного пластического деформирования (ОППД), когда нанесение на-
ружных конструктивных надрезов на элементы конструкций осуществляет-
ся после процедуры предварительного упрочнения гладких «бездефектных»
поверхностей, в результате чего происходит перераспределение остаточных
напряжений в окрестности концентраторов напряжений [10–18].

Оценка влияния «острых» геометрических концентраторов напряжений,
к которым в частности относятся надрезы V-образного профиля, на напря-
женно-деформированное состояние (НДС) деталей представляет особый на-
учно-практический интерес [2–4, 11, 14, 19, 20]. Наглядно это отражено в ра-
ботах [4,11,14] на примерах исследования концентрации напряжений в телах
призматического профиля с V-образными насечками и различными углами
раскрытия их граней, схожих с профилем елочных замков рабочих лопаток
турбин ГТД. Детальное изучение вопроса о распределении поля остаточных
сжимающих напряжений вблизи типовых концентраторов имеет отражение
в работах [19,20] на примере образцов, изготовленных из суперсплава на ни-
келевой основе, при внедрении поверхностных повреждений в виде «тупых»
вмятин и царапин оценивается влияние остаточных напряжений в указанных
дефектах на выносливость при условии появления усталостной трещины на
дне концентратора. Одним из подходов расчета НДС в деталях с концентра-
торами напряжений после ОППД является использование гипотезы об от-
сутствии вторичных пластических деформаций в области сжатия материала,
прилегающей к концентратору (надрезу), т. е. в этой области наблюдается
либо упругая «догрузка», либо упругая «разгрузка» [10,12–15] и фактически
решается задача в упругой постановке. Однако в работе [11] в предположе-
нии возникновения в области сжатия материала «вторичных» пластических
деформаций показано существенное различие решений в упругой и упруго-
пластической постановках. В связи с этим настоящая работа посвящена по-
дробному изучению влияния значения начального угла раскрытия сквозного
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V-образного надреза и его глубины в поверхностно упрочненной призмати-
ческой балке на уровень формируемых остаточных напряжений вблизи кон-
центратора напряжений.

1. Постановка задачи. В работе рассматривается поверхностно упроч-
ненный призматический образец из сплава ЭП742 c размерами 100×10×10 мм,
ослабленный надрезом V-образного профиля (рис. 1), верхняя грань которого
упрочнена в соответствии с технологией ОППД. В качестве исходных данных
для выполнения расчета остаточных напряжений и вызванных упрочнени-
ем пластических деформаций используются экспериментальные данные для
аналогичного гладкого «бездефектного» поверхностно упрочненного образ-
ца, полученные после виброударного (механического) ультразвукового упроч-
нения дробью [18]. Предполагается, что формирование центрального над-
реза V-образной формы с глубиной 𝑏 = {0.1; 0.3} мм и углом раскрытия
𝜙 = {1∘; 2∘; 5∘; 10∘; 15∘; 30∘; 45∘; 60∘; 90∘} осуществлялось удалением части ма-
териала с верхней (упрочненной) грани образца. Радиус скругления при ос-
новании надреза не превышал 𝜌0 = 0.01 мм (см. рис. 1, b).

Рис. 1. Схематическое представление поверхностно упрочненного призматического образ-
ца с концентратором напряжений V-образной формы

[Figure 1. Schematic representation of a surface-hardened prismatic specimen with a V-shaped
stress concentrator]

2. Восстановление НДС в поверхностно упрочненном гладком
призматическом образце. Задача реконструкции НДС в поверхностно уп-
рочненном гладком образце после виброударного ультразвукового упрочне-
ния грани решена в работе [18], но поскольку этот материал входит составной
частью в методику общей задачи, поставленной в настоящей работе, приведем
основные расчетные формулы. Согласно [18] в декартовой системе координат
(см. рис. 1) установлено, что компоненты тензоров остаточных напряжений
и пластических деформаций зависят только от координаты 𝑦: 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦),
𝜎𝑧 = 𝜎𝑧(𝑦), 𝜎𝑦 = 𝜎𝑦(𝑦) = 0; при этом всеми недиагональными компонента-
ми остаточных напряжений пренебрегаем в силу их малости по сравнению
с диагональными; ненулевыми компонентами деформаций являются упругие
𝑒𝑖 = 𝑒𝑖(𝑦), пластические 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖(𝑦) и полные 𝜀𝑖 = 𝜀𝑖(𝑦), 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, соот-
ветственно. Согласно гипотезе плоских сечений, для компонент остаточных
полных деформаций выполняется условие

𝜀𝑥(𝑦) = 𝜀𝑧(𝑦) = 0.

В рассматриваемом случае изотропного поверхностного упрочнения с уче-
том пластической несжимаемости 𝑞𝑥+𝑞𝑦+𝑞𝑧 = 0 и гипотезы 𝑞𝑥 = 𝑞𝑧 расчетные
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формулы принимают вид [18]

𝜎𝑧 = 𝜎𝑥, 𝑞𝑥 = 𝑞𝑧 = −1− 𝜈

𝐸
𝜎𝑥, 𝑞𝑦 =

2(1− 𝜈)

𝐸
𝜎𝑥, (1)

где 𝜈 — коэффициент Пуассона, 𝐸 — модуль Юнга.
Как следует из (1), все компоненты тензоров остаточных напряжений

и пластических деформаций выражаются через компоненту 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦). По-
этому если экспериментально известна величина 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦), то задача ре-
конструкции НДС решена. Однако экспериментально определить эту зависи-
мость можно только в тонком упрочненном слое, а далее необходимо постро-
ить аппроксимацию этой зависимости и экстраполировать ее на все значения
0 6 𝑦 6 𝐻 (где 𝐻 = 10 мм — высота призматического образца) с учетом

самоуравновешенности остаточных напряжений
∫︁ 𝐻

0
𝜎𝑥(𝑦)𝑑𝑦 = 0. Для этого

в [18] предложена следующая зависимость:

𝜎𝑥(𝑦) = 𝜎0 − 𝜎1 exp
[︁
−
(︁𝑦 − 𝑦*

𝑏

)︁2]︁
, (2)

где 𝜎0, 𝜎1, 𝑏, 𝑦* — параметры аппроксимации экспериментальной эпюры 𝜎𝑥 =
= 𝜎𝑥(𝑦), методика определения которых подробно изложена в [18]. Зависимо-
сти (1) и (2) являются исходной информацией задачи для призматического
образца с концентраторами напряжений.

3. Численное решение задачи о перераспределении остаточных
напряжений в области V-образного надреза после ОППД. Примене-
ние аналитического подхода для оценки НДС поверхностно упрочненных тел
с профильными надрезами после ОППД практически невозможно, посколь-
ку это связано со сложностями математического характера при описании на-
пряженного состояния в области концентрации напряжений. Так, например,
в работе [15] для тонкой пластины с полуэллиптическим надрезом в услови-
ях плоского напряженного состояния в упругой постановке типовая задача
решена методами теории функций комплексного переменного, однако полу-
ченные результаты имеют частный прикладной характер и неприменимы для
объемных тел.

Для численного решения поставленной задачи в упругопластической по-
становке можно использовать универсальные подходы с применением широ-
ко распространенных в настоящее время программных комплексов на основе
МКЭ, таких как MSC Nastran, Abaqus, ANSYS, Solid Works и т. д., которые
в большинстве случаев являются неотъемлемыми средствами математическо-
го анализа. С этой целью в настоящей работе использовался программный
конечно-элементный пакет инженерного анализа ANSYS, с помощью которого
алгоритм численного решения задачи сводился к следующей последователь-
ности.

1. На первом этапе численного решения по известной экспериментальной
зависимости для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦) (данные по которой для спла-
ва ЭП742 приведены в работах [10, 18, 21] и показаны на рис. 2) ре-
ализована методика восстановления полей остаточных напряжений и
пластических деформаций после ультразвукового упрочнения верхней
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Рис. 2. Данные для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦)
после ультразвукового упрочнения поверх-
ности балки из сплава ЭП742: эксперимен-
тальные (маркеры), расчетные (сплошная
линия) по аппроксимации (1) и расчетные
(штриховая линия) для термоупругой зада-

чи (воспроизведено по [22])

[Figure 2. Data for the component 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦)
after ultrasonic hardening of the surface of a
beam made of EP742 alloy: experimental (mar-
kers), calculated (solid line) by approximation
(1) and designed (dashed line) for the thermo-

elastic problem (reproduced by [22])]

грани гладкого «бездефектного» призматического образца (на рис. 1 за-
лита цветом). Для этого выполняется аппроксимация эксперименталь-
но известной зависимости 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦) по формуле (2) (сплошная ли-
ния на рис. 2) с учетом параметров 𝑦* = 0.034 мм, 𝜎0 = 13.38 МПа,
𝜎1 = 1100.98 МПа, 𝑏 = 0.0928 мм, после чего по соотношениям (1) рас-
считываются остальные компоненты остаточных напряжений и пласти-
ческих деформаций для гладкого образца.

2. Следующий шаг заключается в проверке адекватности метода перво-
начальных деформаций для гладкого образца в вычислительной сре-
де МКЭ. Суть заключается в задании неоднородного поля темпера-
тур, градиент которого изменяется по координате 𝑦 (по толщине слоя)
𝑇 = 𝑇 (𝑦). Независимо от способа представления зависимости 𝑇 = 𝑇 (𝑦)
полученные на текущем этапе результаты не влияют на последующее
решение, поэтому температурное поле может быть любым [21]. При этом
остаточные пластические деформации приравниваются к температур-
ным деформациям 𝜀𝑇𝑖 с использованием соотношений

𝜀𝑇𝑖 (𝑦) = 𝑞𝑖(𝑦) = 𝛽𝑖(𝑇 (𝑦))[𝑇 (𝑦)− 𝑇0], 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 0 6 𝑦 6 𝐻, (3)

где 𝑞𝑖(𝑦)— компоненты тензора остаточных пластических деформаций,
вычисленные в соответствии с (1). В расчетах на нижней грани задава-
лось фиксированное значение температуры 𝑇0 = 𝑇 (𝐻) = 20℃, а на про-
тивоположной упрочненной грани — 𝑇1 = 𝑇 (0) = 400℃, остальные гра-
ни полагались теплоизолированными. Таким образом, с использованием
соотношений (3) определялись значения коэффициентов 𝛽𝑖 = 𝛽𝑖(𝑇 (𝑦))
и решалась задача фиктивной термоупругости для гладкого упрочнен-
ного образца. Результаты расчетов представлены на рис. 2.

3. На третьем этапе в соответствии с технологией ОППД на предваритель-
но упрочненный гладкий образец наносился надрез V-образного профи-
ля с конкретно заданным значением угла раскрытия 𝜙 (см. рис. 1) по-
средством удаления части материала с наведенными от упрочнения по-
лями остаточных напряжений и пластических деформаций, что приво-
дило поле полных деформаций к неуравновешенному состоянию. Равно-
весное состояние в этом случае достигалось за счет перераспределения
полей остаточных напряжений, которое наиболее интенсивно протекает
в зоне надреза, поэтому дальнейшее решение сводилось к численному
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решению задачи фиктивной термоупругопластичности с учетом зоны
пластического поведения материала.

Математическое моделирование пластического поведения материала в про-
граммной среде ANSYS при решении термоупругопластической задачи осу-
ществлялось с учетом следующих предположений. Во-первых, диаграммы
деформирования материала на сжатие получить крайне сложно, а для ма-
териала ЭП742 ее в научной литературе, к сожалению, не имеется. Поэтому
предполагалось, что диаграммы «растяжение–сжатие» для выбранного спла-
ва идентичны (с учетом знака). Во-вторых, уровень остаточных напряжений
в области сжатия гладкого образца достаточно высокий (см. рис. 2), а для
тел с концентраторами напряжений они могут быть еще больше (по модулю),
что, очевидно, превышает предел текучести и приводит к появлению вторич-
ных пластических деформаций большой интенсивности в зоне, прилегающей
к надрезу. Для этого в настоящей работе используется не диаграмма упру-
гопластического деформирования в координатах «номинальное напряжение–
полная деформация» (𝜎0∼𝜀), а диаграмма «истинное напряжение–полная де-
формация» (𝜎∼𝜀). Связь между истинным 𝜎 и номинальным 𝜎0 напряжени-
ями устанавливается в соответствии с теорией реологического деформирова-
ния и накопления поврежденности в виде [23]

𝜎 = 𝜎0(1 + 𝜔), �̇� = 𝛼𝜎𝑞, (4)

где 𝜔— параметр поврежденности, 𝑞— пластичная деформация, 𝛼 = const
(феноменологический параметр), 𝜎 и 𝜎0 соответствуют одному и тому же
уровню пластической деформации 𝑞. В работе [23] для жесткого режима на-
гружения одноосного образца (�̇� = const) получена неявно заданная зависи-
мость 𝜎0 = 𝜎0(𝑞):

𝑞 = 𝑐

[︂
𝜎0 exp

(︂∫︁ 𝑞

0
𝛼𝜎0(𝜉)𝑑𝜉

)︂
− 𝜎т

]︂𝑛
, (5)

где 𝜎т — предел текучести (пропорциональности); 𝑐 и 𝑛— параметры аппрок-
симации начального участка диаграммы упругопластического деформирова-
ния степенной зависимостью

𝑞 = 𝑐(𝜎0 − 𝜎т)
𝑛 (6)

для случая, когда 𝜔 ≈ 0 и 𝜎 ∼= 𝜎0.
На рис. 3 приведены кривые «мгновенного» упругопластического дефор-

мирования для сплава ЭП742 при температуре 20 ℃, полученные на основе
экспериментальных данных (кривая 1), а также рассчитанные в координа-
тах 𝜎0∼𝜀 с ниспадающим участком (кривая 2) и координатах 𝜎∼𝜀 монотонно
возрастающей функции в соответствии с формулами (4)–(6) (кривая 3) с па-
раметрами, приведенными в табл. 1.

Учет упругопластических свойств сплава ЭП742 в программе ANSYS в со-
ответствии с требованиями МКЭ-пакета должен выполняться при условии
строго возрастающей зависимости между напряжением и деформацией, для
чего удобно использовать расчетные данные кривой 3 (рис. 3). На программ-
ном уровне задание упругопластической кривой деформирования сплава
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Рис. 3. Кривые упругопластического де-
формирования сплава ЭП742 при темпера-
туре 20 ℃: 1 — экспериментальные данные,
2 — расчет в координатах 𝜎0∼𝜀, 3 — расчет

в координатах 𝜎∼𝜀
[Figure 3. Elastoplastic deformation curves of
EP742 alloy at a temperature of 20 ℃: 1 —
experimental data, 2 — calculation in coor-
dinates 𝜎0∼𝜀, 3 — calculation in coordina-

tes 𝜎∼𝜀 ]

Таблица 1
Значения параметров сплава ЭП742 для описания пластичности [23]

[The values of the parameters of EP742 alloy to describe the plasticity [23]]
𝑇 , ℃ 𝜎т, MPa 𝑐, MPa−𝑛 𝑛 𝛼, MPa−1

20 863.3 1.356 · 10−6 1.776 1.916 · 10−3

ЭП742 в истинных координатах 𝜎∼𝜀 реализовывалось с помощью полили-
нейной модели материала, представляющей собой кусочно-линейную функ-
цию в координатах «напряжение–полная деформация» по точкам (𝜎𝑖, 𝜀𝑖),
𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 100. Здесь первая задаваемая точка (𝜎т, 0) описывает предель-
ное упругое состояние материала при деформировании тела, где расчетное
напряжение 𝜎1 = 𝜎т — предел текучести материала, а деформация на момент
начала пластического течения 𝜀1 = 𝑞 полагается равной нулю. Начальная
составляющая кривой (до достижения значений расчетных напряжений 𝜎т)
однозначно определяется параметрами линейной упругости 𝜈 и 𝐸.

Конечно-элементное моделирование поверхностно упрочненных гладкого
«бездефектного» образца и образцов с V-образным надрезом для всех рас-
сматриваемых в работе расчетных случаев в среде ANSYS осуществлялось сле-
дующим образом. При помощи восьмиузловых элементов SOLID70, полностью
представляющих расчетную модель, решалась температурная задача, после
чего указанный тип элементов заменялся на аналогичные восьмиузловые эле-
менты SOLID185 для последующей оценки НДС образцов после упрочнения.
Важно заметить, что элементы SOLID185 при проведении структурного ана-
лиза позволяют учесть такие свойства, как пластичность, ползучесть, боль-
шие деформации и т. д.

Реализация технологии ОППД с толщиной упрочненного слоя 200 мкм
при помощи МКЭ, как было указано ранее, проводилась удалением из глад-
кой модели упрочненного образца части объема, представляющего собой цен-
тральный поперечный надрез V-образного профиля, что приводило к пе-
регруппировке конечных элементов в зоне концентратора напряжений для
каждого расчетного случая. С целью повышения точности модельных расче-
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тов при оценке остаточных напряжений линейные размеры ребер конечных
элементов не превышали 7 мкм, а радиус скругления дна концентратора 𝜌0
варьировался в пределах от 7 до 10 мкм в зависимости от значения угла
раскрытия 𝜙.

4. Результаты расчетов и их анализ. При анализе полей остаточных
напряжений в поверхностно упрочненном образце с V-образным надрезом
наибольший интерес с позиции механики разрушения представляет компо-
нента 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦), так как она в значительной степени влияет на трещино-
стойкость и предел сопротивления усталости при поперечном расположении
концентраторов [13–15].

На рис. 4–7 представлены распределения компонент тензора остаточных
напряжений 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(𝑦) (𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧) по глубине упрочненного слоя ℎ от дна
концентратора, полученные из решения упругопластической задачи в зави-
симости от различных значений угла раскрытия 𝜙, глубины концентратора
𝑏 и радиуса закругления 𝜌. Из анализа данных, представленных на рис. 4–7,
следует, что наблюдается существенное влияние величины угла раскрытия
𝜙 на величину и характер распределения остаточных напряжений. Интерес
представляет сравнение данных расчета для величины 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦) с 𝑉 -образ-
ными надрезами на рис. 4 и для этой же компоненты для гладкого («безде-
фектного») образца на рис. 2. Из анализа этих данных следует, что нанесение
мелких надрезов приводит к увеличению (по модулю) величины остаточных
напряжений 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦) в непосредственной близости от дна концентратора
по сравнению с гладким образцом.

Этот эффект с инженерных позиций можно считать позитивным, посколь-
ку при нанесении на гладкую поверхностно упрочненную деталь «эксплуата-
ционного» дефекта рассмотренного типа (например, в результате соударения
с каким-либо жестким объектом) остаточные напряжения сжатия в области,
непосредственно примыкающей ко дну концентратора, становятся по модулю
даже выше, чем в гладком образце.

Рис. 4. Распределение компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(ℎ) по глубине ℎ от дна концентратора для
упругопластического решения в зависимости от начального угла раскрытия 𝜙 при 𝑏 =
= 0.1 мм (a) и 𝑏 = 0.3 мм (b): 1 — 𝜙 = 15∘, 2 — 𝜙 = 30∘, 3 — 𝜙 = 40∘, 4 — 𝜙 = 60∘, 5 — 𝜙 = 90∘

[Figure 4. The distribution of stress component 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(ℎ) by depth ℎ from the bottom of
the concentrator for the elastoplastic solution depending on the initial opening angle 𝜙 when
𝑏 = 0.1 mm (a) and 𝑏 = 0.3 mm (b): 1 — 𝜙 = 15∘, 2 — 𝜙 = 30∘, 3 — 𝜙 = 40∘, 4 — 𝜙 = 60∘,

5 — 𝜙 = 90∘]
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Рис. 5. Распределение компоненты 𝜎𝑦 = 𝜎𝑦(ℎ) по глубине ℎ от дна концентратора для
упругопластического решения в зависимости от начального угла раскрытия 𝜙 при 𝑏 =
= 0.1 мм (a) и 𝑏 = 0.3 мм (b): 1 — 𝜙 = 15∘, 2 — 𝜙 = 30∘, 3 — 𝜙 = 40∘, 4 — 𝜙 = 60∘, 5 — 𝜙 = 90∘

[Figure 5. The distribution of stress component 𝜎𝑦 = 𝜎𝑦(ℎ) by depth ℎ from the bottom of
the concentrator for the elastoplastic solution depending on the initial opening angle 𝜙 when
𝑏 = 0.1 mm (a) and 𝑏 = 0.3 mm (b): 1 — 𝜙 = 15∘, 2 — 𝜙 = 30∘, 3 — 𝜙 = 40∘, 4 — 𝜙 = 60∘,

5 — 𝜙 = 90∘]

Рис. 6. Распределение компоненты 𝜎𝑧 = 𝜎𝑧(ℎ) по глубине ℎ от дна концентратора для
упругопластического решения в зависимости от начального угла раскрытия 𝜙 при 𝑏 =
= 0.1 мм (a) и 𝑏 = 0.3 мм (b): 1 — 𝜙 = 15∘, 2 — 𝜙 = 30∘, 3 — 𝜙 = 40∘, 4 — 𝜙 = 60∘, 5 — 𝜙 = 90∘

[Figure 6. The distribution of stress component 𝜎𝑧 = 𝜎𝑧(ℎ) by depth ℎ from the bottom of
the concentrator for the elastoplastic solution depending on the initial opening angle 𝜙 when
𝑏 = 0.1 mm (a) and 𝑏 = 0.3 mm (b): 1 — 𝜙 = 15∘, 2 — 𝜙 = 30∘, 3 — 𝜙 = 40∘, 4 — 𝜙 = 60∘,

5 — 𝜙 = 90∘]

Для сравнительного анализа была решена задача и в упругой постановке,
результаты которой для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(ℎ) приведены на рис. 8–10.
Отметим факты, следующие из анализа распределения компоненты 𝜎𝑥 =
= 𝜎𝑥(ℎ) для упругопластического (рис. 4 и 7) и упругого (рис. 8–10) решений:

1) упругое решение дает чрезмерно завышенные (по модулю) значения
𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(ℎ) по сравнению с упругопластическим решением в области,
непосредственно прилегающей ко дну концентратора;

2) полученные значения этой компоненты при использовании упругой по-
становки физически несостоятельны в окрестности области материала
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Рис. 7. Распределение компоненты 𝜎𝑥 =
= 𝜎𝑥(ℎ) по глубине ℎ от дна концентрато-
ра для упругопластического решения в за-
висимости от начального угла раскрытия 𝜙
при 𝑏 = 0.1 мм: 1 — 𝜙 = 1∘, 2 — 𝜙 = 5∘, 3 —

𝜙 = 10∘, 4 — 𝜙 = 15∘

[Figure 7. The distribution of stress component
𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(ℎ) by depth ℎ from the bottom of
the concentrator for the elastoplastic solution
depending on the initial opening angle 𝜙 when
𝑏 = 0.1 mm: 1 — 𝜙 = 1∘, 2 — 𝜙 = 5∘,

3 — 𝜙 = 10∘, 4 — 𝜙 = 15∘]

около дна концентратора, поскольку такие уровни напряжений матери-
ала невозможны (см. рис. 3).

Поэтому адекватные результаты можно получить только при решении
задачи в упругопластической постановке. Численные значения погрешности
между решениями в упругой и упругопластической постановках на интер-
вале 0 6 ℎ 6 200 мкм в зависимости от глубины надреза 𝑏 и начального
угла раскрытия его берегов 𝜙 для всех трех компонент тензора остаточных
напряжений, вычисленные в норме

Δ𝜎
𝑖 =

⎯⎸⎸⎷∑︀𝑛
𝑘=1 [𝜎

𝑝
𝑖 (ℎ𝑘)− 𝜎𝑦𝑖 (ℎ𝑘)]

2∑︀𝑛
𝑘=1 [𝜎

𝑦
𝑖 (ℎ𝑘)]

2 · 100%, 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧,

приведены в табл. 2. Здесь ℎ𝑘 ∈ [0, 200] мкм — точки дискретизации ука-
занного отрезка; 𝜎𝑝𝑖 (ℎ𝑘) и 𝜎𝑦𝑖 (ℎ𝑘)— значения компонент тензоров остаточных
напряжений в точках дискретизации для упругопластического и упругого ре-
шений соответственно; 𝑁 = 21— количество точек дискретизации указанного
отрезка.

Основываясь на результатах, приведенных в табл. 2, можно сделать вы-
вод, что по мере увеличения угла раскрытия 𝜙 для всех компонент тензора
остаточных сжимающих напряжений в пределах 200 мкм наблюдается асимп-
тотическое снижение расхождения результатов между упругим и упругопла-
стическим решениями при обоих расчетных случаях глубины дефекта 𝑏. Это,
в свою очередь, хорошо согласуется с теорией сингулярности упругих напря-
жений вблизи вершины трещины.

Результаты решения задачи реконструкции полей остаточных напряже-
ний вблизи дефекта трещиноподобного вида в упругопластической постанов-
ке позволяют сделать вывод, что при увеличении начального угла раскрытия
дефекта V-образного профиля от 1∘ до 15∘ при 𝑏 = 0.1 мм в окрестности зоны
дна концентратора напряжений происходит возрастание (по модулю) сжима-
ющих остаточных напряжений, а увеличение этого угла от 15∘ до 90∘ сопро-
вождается снижением их величины для всех компонент тензора остаточных
напряжений. В случае, когда дефект находится на глубине 𝑏 = 0.3 мм от
упрочненной поверхности, для значений остаточных напряжений наблюда-
ется монотонное их снижение по абсолютной величине при увеличении угла
раскрытия 𝜙. Отсюда следует, что применение методов ППД при упрочнении
призматического тела со сквозным V-образным концентратором напряжений,
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Таблица 2
Расхождение компонент 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(𝑦), 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, между упругим и упругопластиче-
ским решениями задачи для образца с V-образным надрезом в зависимости от 𝜙 и 𝑏
[The discrepancy of the components 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(𝑦), 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, between the elastic and
elastoplastic solutions of the problem for a specimen with a V-shaped notch varies

depending on 𝜙 and 𝑏]

Defect depth, 𝑏, mm Opening angle, 𝜙, degrees Δ𝜎
𝑥 Δ𝜎

𝑦 Δ𝜎
𝑧

1 168.27 70.83 139.61
5 80.29 20.39 51.32
10 75.15 19.21 47.13

0.1 15 73.89 18.66 46.58
30 73.53 18.36 44.51
40 72.79 18.29 43.3
60 70.22 17.25 41.28
90 58.87 13.42 33.29
15 45.06 9.97 16.88
30 43.12 8.13 16.07

0.3 40 31.37 6.29 11.71
60 29.41 5.42 11.23
90 18.76 4.33 5.93

Рис. 8. Распределение компоненты 𝜎𝑥 =
= 𝜎𝑥(ℎ) по глубине ℎ от дна концентрато-
ра для упругого решения задачи в зависимо-
сти от начального угла раскрытия 𝜙 при 𝑏 =
= 0.1 мм: 1 — 𝜙 = 1∘, 2 — 𝜙 = 5∘, 3 — 𝜙 = 10∘

[Figure 8. The distribution of stress component
𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(ℎ) by depth ℎ from the bottom
of the concentrator for the elastic solution
depending on the initial opening angle 𝜙 when
𝑏 = 0.1 mm: 1 — 𝜙 = 1∘, 2 — 𝜙 = 5∘,

3 — 𝜙 = 10∘]

Рис. 9. Распределение компоненты 𝜎𝑥 =
= 𝜎𝑥(ℎ) по глубине ℎ от дна концентратора
для упругого решения задачи в зависимости
от начального угла раскрытия 𝜙 и глубины
надреза 𝑏: 1 — 𝜙 = 15∘, 𝑏 = 0.1 мм; 1 ′ —
𝜙 = 15∘, 𝑏 = 0.3 мм; 2 — 𝜙 = 30∘, 𝑏 = 0.1 мм;

2 ′ — 𝜙 = 30∘, 𝑏 = 0.3 мм

[Figure 9. The distribution of stress component
𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(ℎ) by depth ℎ from the bottom of the
concentrator for the elastic solution depending
on the initial opening angle 𝜙 and the depth
of the notch 𝑏: 1 — 𝜙 = 15∘, 𝑏 = 0.1 mm;
1 ′ — 𝜙 = 15∘, 𝑏 = 0.3 mm; 2 — 𝜙 = 30∘,

𝑏 = 0.1 mm; 2 ′ — 𝜙 = 30∘, 𝑏 = 0.3 mm]
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Рис. 10. Распределение компоненты 𝜎𝑥 =
= 𝜎𝑥(ℎ) по глубине ℎ от дна концентратора
для упругого решения задачи в зависимости
от начального угла раскрытия 𝜙 и глубины
надреза 𝑏: 1 — 𝜙 = 40∘, 𝑏 = 0.1 мм; 1 ′ —
𝜙 = 40∘, 𝑏 = 0.3 мм; 2 — 𝜙 = 60∘, 𝑏 = 0.1 мм;
2 ′ — 𝜙 = 60∘, 𝑏 = 0.3 мм; 3 — 𝜙 = 90∘,

𝑏 = 0.1 мм; 3 ′ — 𝜙 = 90∘, 𝑏 = 0.3 мм

[Figure 10. The distribution of stress
component 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(ℎ) by depth ℎ from the
bottom of the concentrator for the elastic
solution depending on the initial opening angle
𝜙 and the depth of the notch 𝑏: 1 — 𝜙 = 40∘,

𝑏 = 0.1 mm; 1 ′ — 𝜙 = 40∘, 𝑏 = 0.3 mm; 2 — 𝜙 = 60∘, 𝑏 = 0.1 mm; 2 ′ — 𝜙 = 60∘, 𝑏 = 0.3 mm;
3 — 𝜙 = 90∘, 𝑏 = 0.1 mm; 3 ′ — 𝜙 = 90∘, 𝑏 = 0.3 mm]

глубина которого не превышает толщину упрочненного слоя для гладкого об-
разца 𝑦 ≈ 200 мкм (см. рис. 2), имеет наибольшую эффективность лишь при
значениях угла раскрытия 𝜙 6 60∘. Здесь под эффективностью понимается
ситуация, когда величина остаточных напряжений по модулю в области дна
концентратора, нанесенного на упрочненную поверхность призматического
образца, не меньше, чем на гладкой упрочненной детали. При этом увеличе-
ние раскрытия угла свыше 60∘ между берегами приводит к заметному сни-
жению уровня сжимающих остаточных напряжений вблизи вершины надреза
для компонент 𝜎𝑦 = 𝜎𝑦(𝑦) и 𝜎𝑧 = 𝜎𝑧(𝑦) для всех рассмотренных расчетных
случаев.

5. Выводы. Выполненные исследования позволяют сформулировать сле-
дующие результаты.

1. Разработан метод решения задачи расчета НДС в призматическом
образце со сквозным одиночным поперечным надрезом V-образного
профиля при различных значениях угла раскрытия после технологии
ОППД в упругой и упругопластической постановках, базирующийся
на конечно-элементном моделировании и известном начальном напря-
женно-деформированном состоянии для гладкого упрочненного приз-
матического образца.

2. Обоснована целесообразность учета деформаций пластичности мате-
риала при оценке остаточных напряжений в призматическом упроч-
ненном образце при наличии поверхностных концентраторов напряже-
ний V-образного типа, когда концентратор находится полностью или
частично в упрочненном слое.

3. Показано, что если концентратор находится частично или полностью
в упрочненном слое, то наблюдается существенное расхождение упру-
гого решения с упругопластическим для остаточных напряжений в се-
чениях от дна концентратора, достигающее погрешности до 100–200%
в среднеквадратической норме и нескольких сотен процентов по мак-
симальным (по модулю) значениям (норма Чебышева). Если же глуби-
на концентратора превышает величину упрочненного слоя более чем
в 1.5 раза, то упругое и упругопластическое решения дают близкие
результаты и по мере удаления от концентратора они асимптотически
приближаются друг к другу.
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Abstract

A method has been developed for solving the problem of calculating
the stress-strain state in a surface-hardened prismatic V-notched specimen
at different values of the opening angle in both elastic and elastoplastic
formulations. The method is based on finite element modeling and the known
initial stress-strain state for a smooth hardened specimen. A detailed study
was conducted on the influence of the notch opening angle and its depth on
the level and distribution of residual stresses from the stress concentrator
bottom throughout the thickness of the hardened layer for both formulations
of the problem. Based on the calculation data, the feasibility of investigating
the problem in the elastoplastic formulation was justified when the notch is
located completely or partially in the hardened layer, as the magnitudes of
residual stresses in the elastic formulation are physically unrealizable, since
their values exceed the material’s yield strength several times.

In this case, the error between solutions in the elastic and elastoplastic
formulations for residual stresses reaches 100–200 % in the root-mean-square
norm, and reaches several hundred percent in the uniform estimate (Cheby-
shev norm). If the depth of the stress concentrator exceeds the thickness
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of the hardened layer by more than 1.5 times, the elastic and elastoplastic
solutions yield similar results.

Keywords: advanced surface plastic deformation, prismatic specimen, V-
shaped notch, residual stresses, finite element modeling, elastic and elastic
plastic solutions.
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Параметрическое исследование полей,
ассоциированных с вершиной трещины,
в условиях ползучести с учетом процессов
накопления поврежденности
с использованием UMAT
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Аннотация

Предметом исследования является анализ полей, ассоциированных
с вершиной трещины, находящейся в условиях ползучести при принятии
во внимание явления накопления повреждений. Целью работы является
проведение компьютерного конечно-элементного моделирования одноос-
ного растяжения пластины с центральной горизонтальной и наклонной
трещинами в условиях ползучести в плоской постановке задачи и анализ
поля сплошности вблизи вершины трещины. При численном моделиро-
вании используется степенной закон ползучести Бейли–Нортона. Моде-
лирование выполнено в многофункциональном программном комплексе
SIMULIA Abaqus. Проведен анализ окружных распределений напряже-
ний и деформаций ползучести в окрестности вершины трещины.

Cтепенной закон ползучести с помощью пользовательской процеду-
ры UMAT (User Material) пакета SIMULIA Abaqus был дополнен кинети-
ческим уравнением накопления поврежденности Качанова–Работнова
в связанной постановке. Примененная подпрограмма UMAT имеет много
преимуществ при прогнозировании поврежденности материала и поз-
воляет работать с материалами и определяющими их соотношениями,
отсутствующими в библиотеке материалов Abaqus. Подпрограмма UMAT
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вызывается во всех точках расчета и обновляет напряжения и перемен-
ные состояния, зависящие от решения, до их значений в конце прираще-
ния. После чего рассчитываются обновленные элементы матрицы Яко-
би.

Получены распределения напряжений, деформаций и сплошности
в условиях ползучести с учетом накопления поврежденности с течени-
ем времени. Построены угловые распределения сплошности, напряже-
ний и деформаций с течением времени на различных расстояниях от
вершины трещины с применением библиотеки Matplotlib. Проведено
сравнение угловых распределений напряжений и деформаций при мо-
делировании без учета поврежденности и в случае учета накопления
повреждений. Показано, что наличие поврежденности приводит к боль-
шим значениям деформаций ползучести и меньшим значениям напря-
жений.

Ключевые слова: ползучесть, поврежденность, пользовательская про-
цедура UMAT, SIMULIA Abaqus, поля напряжений, поля деформаций, тре-
щина.

Получение: 10 марта 2023 г. / Исправление: 24 августа 2023 г. /
Принятие: 19 сентября 2023 г. / Публикация онлайн: 27 сентября 2023 г.

Введение. Задача моделирования полей, ассоциированных с окрестно-
стью вершины трещины в условиях ползучести, являлась фундаментальной
проблемой нелинейной механики разрушения и остается актуальной в насто-
ящее время [1–15]. Сегодня особый интерес вызывает исследование разруше-
ния материалов и моделирование поврежденности тел с трещинами в усло-
виях ползучести [13–15]. Первые работы, где были предложены параметры
сплошности и поврежденности для описания накопления повреждений — ста-
тьи Л. М. Качанова [1] и Ю. Н. Работнова [2] — стали классическими исследо-
ваниями, положившими начало современной механики поврежденности [3, 4].
Затем было предложено множество математических моделей (определяющих
соотношений и кинетических уравнений для описания эволюции поврежде-
ний), как совершенно новых [6–8], так и базирующихся на модели поврежден-
ности Качанова—Работнова [9]. В работе [5] авторы проводят обзор экспери-
ментальных и теоретических исследований ползучести при нестационарных
сложных напряженных состояниях; описаны результаты ученых, внесших су-
щественный вклад в исследование ползучести с учетом поврежденности, ко-
торая может быть представлена в скалярном, векторном, тензорном виде или
их комбинацией. В работе [6] приведен целый ряд математических моделей
изотропной и анизотропной поврежденности при ползучести, каждая из кото-
рых применима к определенному классу решаемых задач, учитывает разные
аспекты накопления повреждений и подбирается в соответствии с необходи-
мыми условиями. В одном из последних обзоров [6] авторы вводят класси-
фикацию, согласно которой модели поврежденности в условиях ползучести
могут быть подразделены на две группы: основанные на напряжениях (мо-
дель Качанова—Работнова) и на деформациях (модель Ван–Ту [10]). В соот-
ветствии с классификацией в первой группе вводится параметр сплошности
или поврежденности и используется концепция эффективного (истинного)
напряжения, и, как правило, в такой модели, по мнению авторов [6], введен-
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ный структурный параметр не связывается с тем или иным механизмом на-
копления повреждений. Во второй группе моделей параметр поврежденности
связывается с определенным механизмом накопления повреждений, и авто-
ры [6] называют эти модели физически обоснованными. Данная классифика-
ция, по всей видимости, требует уточнения и не является совершенной, ибо
в фундаментальной монографии Работнова [4] в определяющие соотношения
вводятся 𝑛 структурных параметров, которые могут отвечать за различные
механизмы микроповреждений [4]. Были попытки наделить параметр повре-
жденности физическим смыслом, например, в работе [16] параметр повре-
жденности был связан с микроповрежденностью материала.

В последнее время предложены модифицированные определяющие и ки-
нетические уравнения для моделирования ползучести в условиях поврежден-
ности. В работе [17] авторы исследуют модели поврежденности при ползуче-
сти для описания огнеупорных материалов, в частности высокоглиноземисто-
го кирпича. Авторы рассмотрели три модели ползучести: модель Качанова—
Работнова, модель гиперболического синуса [18] и модель Лю–Мураками [19].
Три вышеупомянутые модели повреждений при ползучести включают вто-
рую и третью стадии ползучести, но они не могут описать первую стадию.
Чтобы учесть первую стадию ползучести и максимально упростить опреде-
ляющее уравнение, в [17] выбрано выражение для первой стадии модели Га-
рофало [20]. Итоговое определяющее уравнение получается путем сложения
части, отвечающей первой стадии ползучести из формулы Гарофало и одной
из трех вышеуказанных моделей. В результате авторы пришли к выводу, что
все три модели, предложенные в [17], могут быть использованы для описания
всех трех стадий ползучести, среди которых лучшей с точки зрения совпаде-
ния с экспериментальными данными для деформации ползучести и ее скоро-
сти с течением времени является модель гиперболического синуса–Гарофало,
за которой следует модель Лю-Мураками-Гарофало.

Авторы работы [21] изучали вопрос длительности срока службы электро-
станций для безопасной эксплуатации. Основным опасным фактором рабо-
тоспособности электростанции при повышенных температурах является воз-
действие усталости при ползучести. Продолжительность жизни взаимодей-
ствия при ползучести и усталости авторы оценивали с помощью моделирова-
ния методом конечных элементов. В работе [21] оценивалась продолжитель-
ность жизни модифицированной стали 9Cr–1Mo в условиях взаимодействия
«ползучесть–усталость». Чтобы отразить каждую стадию нелинейной ползу-
чести и накопление усталостных повреждений в структуре зерна, были ис-
пользованы модели повреждения Дайсона [22] и модифицированные модели
повреждений Вахаба [23]. Поскольку первичная стадия ползучести оказы-
вает наибольшее влияние на взаимодействие ползучести и усталости между
тремя стадиями ползучести, выбрана модель, которая может соответствую-
щим образом отражать первую стадию ползучести. Поэтому была исполь-
зована модель Дайсона, которая может отражать все три стадии развития
деформаций ползучести. Модель Дайсона выражает явление накопления по-
вреждений в условиях ползучести через три переменных состояния. Кроме
того, она имеет некоторые преимущества для прогнозирования долгосрочно-
го поведения ползучести по результатам краткосрочных тестов на ползучесть
с использованием гиперболической синусоидальной функции [21]. Анализ на-
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копления усталостных повреждений выполнен с помощью модифицирован-
ной модели Вахаба [23]. Накопление повреждений от ползучести и усталости,
оцениваемое моделями повреждений континуума, фундаментально описыва-
ется как независимые функции. Повреждение при ползучести учитывается
кинетическим уравнением, которое процесс повреждений связывает с эволю-
цией напряженно-деформированного состояния (НДС) с течением времени,
а скорость усталостного повреждения связывается с эволюцией НДС с ро-
стом числа циклов нагружения. Повреждения, которые накопились внутри
материала, согласно механике сплошных сред проявляются как равное сни-
жение несущей способности материала вследствие ползучести и усталости.
Повреждения от ползучести и усталости не являются независимыми и могут
рассматриваться как одни и те же факторы износа материала. Поэтому, что-
бы выразить взаимодействие между повреждениями в условиях ползучести
и усталостными повреждениями, авторы использовали их линейную комби-
нацию для получения общей поврежденности. В настоящее время проводят-
ся исследования ползучести с учетом поврежденности не только в деталях
и конструкциях, но и в различных горных породах. Например, в работе [24]
авторами исследуется нелинейная модель ползучести с учетом поврежденно-
сти соляных пород. Оставшиеся после добычи каменной соли шахты могут
служить высокоэффективным и крупномасштабным способом хранения раз-
личных форм энергии, например нефти и природного газа, благодаря низ-
кой проницаемости соляных пород. Порода в результате добычи, заполнения
и эксплуатации шахт повреждается в условиях ползучести. Автор [24] упоми-
нает в работе целый ряд моделей для описания повреждений в условиях пол-
зучести именно солевых пород. Предложена нелинейная модель ползучести
для соляных пород, которые имеют реологические свойства и низкую проч-
ность. Автор [24] вводит модель вязкоупругости Пойтинга—Томсона для опи-
сания ползучести, которая получается путем последовательного соединения
упругого и вязкого элементов (модель Максвелла), а затем их параллельного
соединения с другим упругим элементом. Затем добавляется вязкий элемент
Абеля и вязкий элемент с нелинейной поврежденностью. Нелинейный харак-
тер деформации ползучести бетона моделируют и авторы работы [25].

В общем случае для решения вышеупомянутых задач широко использу-
ется компьютерное моделирование с помощью множества различных про-
граммных комплексов, основанных на методе конечных элементов. В реше-
нии инженерных задач одними из самых известных можно назвать паке-
ты Mechanical ANSYS и SIMULIA Abaqus. В данных программных комплек-
сах имеется возможность моделирования новых материалов, определяющие
уравнения которых не включены в стандартный набор моделей программного
комплекса. Введение новых определяющих соотношений для описания пове-
дения материалов может быть осуществлено с помощью пользовательских
подпрограмм, например, таких как UMAT (User Material) в SIMULIA Abaqus.
Этот инструмент позволяет смоделировать широкий класс материалов и ре-
шить множество разнообразных задач, некоторые из которых описаны в ра-
боте [26], что и составляет предмет настоящего исследования.
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1. Моделирование полей, ассоциированных с вершиной трещи-
ны в режиме ползучести. В многофункциональном пакете моделирова-
ния SIMULIA Abaqus, осуществляющем расчеты методом конечных элементов,
проведено моделирование плоской пластины с центральной трещиной в усло-
виях ползучести. Пластина имеет размеры 100×100 мм, длина трещины равна
10 мм. Трещина моделируется разрезом с закругленными вершинами, радиус
закругления составляет 0.001 мм. Пластина находится в условиях одноосного
растяжения. В качестве материала пластины выбрана сталь, имеющая следу-
ющие упругие модули: модуль Юнга 𝐸 = 210 кН/мм2, коэффициент Пуассона
𝜈 = 0.3. Для моделирования ползучести на основе пользовательской подпро-
граммы UMAT избран степенной закон Бейли—Нортона, имеющий следующий
вид:

�̇�𝑖𝑗 = (3/2)𝐵𝜎𝑛−1
𝑒 𝑠𝑖𝑗 , 𝜎𝑒 =

√︁
3𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗/2, (1)

где �̇�𝑖𝑗 — компоненты скорости деформации ползучести; 𝜎𝑖𝑗 — компоненты на-
пряжений Коши; 𝜎𝑒 — интенсивность напряжения; 𝑛, 𝐵 — константы материа-
ла; 𝑠𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗−𝜎𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗/3— компоненты девиатора напряжений, где 𝛿𝑖𝑗 — символ
Кронекера. Материальные константы 𝑛, 𝐵 в соотношении (1) — параметры
материала, в общем случае зависящие от температуры. Примем для моде-
лирования, что 𝐵 = 1 · 10−13 (Н/мм2)−𝑛(ч)−1 и показатель ползучести зако-
на Бейли—Нортона 𝑛 = 3. Обычно показатель ползучести 𝑛 для металлов
и сплавов принимает значения от 3 до 8. Для отдельных современных высо-
копрочных сплавов 𝑛 ≈ 18 [6, 9, 12], для чистых металлов 𝑛 ≈ 4 [27]. Макси-
мальное время моделирования процесса деформирования составляло 5000 ч,
нагрузка во всех рассмотренных случаях принималась равной 10 Н/мм2.

Расчетная сетка была построена с использованием сингулярных конеч-
ных элементов в окрестности вершины трещины. Концентрические окруж-
ности поделены на три области: перед вершиной дуга окружности величи-
ной 180∘ разбита на 36 секторов, таким образом, раствор секторального эле-
мента равен 5∘, две другие части поделены на 17 секторов. Тип элементов
сетки — CPS4. Модель разбита на 41948 элементов. В течение 5000 ч к пла-
стине с центральной трещиной прикладывалась одноосная растягивающая
нагрузка. В результате расчета были получены поля напряжений, упругих
деформаций и деформаций ползучести в окрестности вершины трещины, на-
ходящейся в условиях ползучести.

На рис. 1 представлены итоги вычислений в системе SIMULIA Abaqus, ре-
ализующей метод конечных элементов. Компоненты тензора напряжений 𝜎11
и 𝜎22 вблизи выреза показаны на рис. 1. Поля напряжений приведены в раз-
личные моменты времени: 0.2, 103, 1003 и 5000 ч. Таким образом, путем чис-
ленного конечно-элементного моделирования получены поля вблизи вершины
трещины в условиях ползучести. Точность проведенных конечно-элементных
расчетов определяется совпадением результатов, найденных с помощью клас-
сической модели степенного закона ползучести и с помощью разработанной
процедуры UMAT. Достоверность полученных с помощью UMAT угловых рас-
пределений компонент тензора напряжений подтверждается их совпадением
с асимптотическим решением Хатчинсона—Райса—Розенгрена.
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Рис. 1. Поля компонент 𝜎11 (a–d) и 𝜎22 (e–h) в условиях ползучести c течением времени;
результаты отражены для моментов времени 0.2, 103, 1003 и 5000 ч

[Figure 1. Distributions of the stress tensor components 𝜎11 (a–d) and 𝜎22 (e–h) under creep
conditions at 0.2, 103, 1003 and 5000 hours]

Рис. 2. Результаты конечно-элементного анализа: поля компонент 𝜎11 (a–d) и 𝜎22 (e–h)
в условиях ползучести с учетом поврежденности c течением времени; результаты отражены

для моментов времени 0.2, 103, 1003 и 5000 ч
[Figure 2. Distributions of the stress tensor components 𝜎11 (a–d) and 𝜎22 (e–h) under creep
conditions taking into account damage accumulation processes at 0.2, 103, 1003 and 5000 hours]
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2. Анализ области прогрессивного накопления рассеянных мик-
роповреждений у кончика щели. Задачей последующего исследования
выступает обнаружение и анализ поля развитой эволюции поврежденности
вблизи вершины щели в предположении реализации плоского напряженного
состояния для степенного закона установившейся ползучести и каноническо-
го кинетического уравнения Качанова—Работнова. Степенной закон ползу-
чести, следуя классической процедуре [4], был дополнен кинетическим урав-
нением накопления поврежденности Качанова—Работнова и математическая
модель представляется в следующем виде:

�̇�𝑖𝑗 = (3/2)𝐵(𝜎𝑒/𝜓)
𝑛−1(𝑠𝑖𝑗/𝜓), �̇� = −𝐴(𝜎𝑒𝑞𝑣/𝜓)𝑚, (2)

где 𝜓— параметр сплошности Качанова [1]; 𝜎𝑒𝑞𝑣 = 𝛼𝜎𝑒+𝛽𝜎1+(1−𝛼−𝛽)𝜎𝑘𝑘 —
эквивалентное напряжение; 𝜎1 — максимальное главное напряжение; 𝜎𝑘𝑘 —
гидростатическое напряжение; константы 𝛼 и 𝛽 находятся эксперименталь-
но. Неповрежденному, целостному материалу соответствует значение пара-
метра 𝜓 = 1, а 𝜓 = 0 означает, что материал полностью исчерпал несу-
щую способность. Вместо параметра сплошности часто используется пара-
метр поврежденности Работнова 𝜔 [2], связанный с параметром сплошности
выражением 𝜔 = 1−𝜓. Для конечно-элементного расчета необходимо задать
постоянные материала 𝐴 и 𝑚, фигурирующие в уравнении (2). Обычно 𝑚
выбирают таким образом, чтобы выполнялось соотношение 𝑚 ≈ 0.7𝑛, полу-
ченное эмпирическим путем [12]. В расчетах принимается, что 𝑚 = 2.5, 𝐴 =
= 0.1 (Н/мм2)−𝑛(ч)−1. При проведении конечно-элементных расчетов посто-
янные материала в эволюционном уравнении и определяющем соотношении
(2) выбирались на основании экспериментальных данных представленных
в работах [6,9], где приведены значения материальных констант для большо-
го ряда металлов и сплавов. С использованием подпрограммы, являющейся
процедурой UMAT комплекса SIMULIA Abaqus, конституциональные соотноше-
ния степенного закона с применением идеи истинного напряжения и эволю-
ционное уравнение Качанова—Работнова (2) были внесены в вычислитель-
ный сценарий метода конечных элементов пакета Abaqus/Standart, что дало
возможность найти распределения параметра сплошности и механических
полей. В расчетах принималось, что 𝐵 = 1 · 10−13 (Н/мм2)−𝑛(ч)−1, 𝑛 = 3.

Проведен широкий класс расчетов одноосного растяжения пластины с цен-
тральной трещиной в условиях ползучести с учетом процессов накопления
поврежденности. Пространственные зависимости составляющих тензора на-
пряжений от координат 𝑥1 и 𝑥2 в различные моменты времени приведены
на рис. 2. Напряженное состояние проиллюстрировано для тех же моментов
времени: 0.2, 103, 1003, 5000 ч. На рис. 3 представлены распределения сплош-
ности с течением времени; показаны картины для 103 и 1003 ч. Полученные
области накопления повреждений качественно совпадают с результатами тео-
ретических оценок [13,14].

Особый интерес представляет анализ распределения напряжений, дефор-
маций и сплошности вдоль круговых траекторий с центром в вершине тре-
щины и сравнение распределения напряжений и деформаций в окрестности
вершины трещины в условиях ползучести без учета явления накопления по-
врежденности и с учетом поврежденности. Зависимости компонент тензора
напряжений и деформаций от полярного угла приведены на рис. 4 (здесь
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Рис. 3. Распределения сплошности в моменты времени 103 и 1003 ч
[Figure 3. Continuity distributions at 103 and 1003 hours]

и далее напряжения отнесены к приложенной нагрузке). Сплошной линией
обозначены кривые, соответствующие модели без учета накопления повре-
жденности, пунктирной линией обозначены распределения в случае введения
в модель поврежденности. Результаты приведены для узлов, находящихся на
расстоянии 0.01 мм от вершины трещины, с течением времени. Приведены ре-
зультаты в моменты времени 22.9, 422.9, 1423, 1423, 1923, 2923, 3923, 5000 ч.
Из рис. 4 вытекает, что в начальные моменты времени соответствующие кри-
вые моделей с учетом и без учета повреждений совпадают, но с течением
времени различия между ними становятся более значительными ввиду на-
копления повреждений.

На рис. 5 представлены картины распределения компонент тензоров на-
пряжений и деформаций ползучести в момент времени 5000 ч на разном рас-
стоянии от вершины трещины; сплошной линией обозначены кривые, соответ-
ствующие модели без учета накопления поврежденности, пунктирной линией
обозначены распределения в случае введения в модель поврежденности.

На рис. 6 представлены угловые распределения сплошности в зависимо-
сти от расстояния от вершины трещины в момент времени 5000 ч. Обозначим
расстояние от вершины трещины через 𝑟. На рис. 6 видно, как при удале-
нии от вершины трещины угловое распределение сплошности выравнивается
и стремится к 1.

В рамках проведенных исследований выполнены вычисления с другими
значениями материальной константы 𝑚. При уменьшении значения данной
константы накопление повреждений проходит интенсивнее и быстрее, поэто-
му, например, при 𝑚 = 1.5 уже после 53 ч расчета происходило разрушение
в окрестности трещины. Напротив, при увеличении константы 𝑚 происхо-
дит плавное возрастание поврежденности. Например, при 𝑚 = 4 за 5000 ч
минимальное значение сплошности достигло 0.96.

На рис. 7 представлены распределения сплошности при 𝑚 = 1.5 в момент
времени 53 ч и при 𝑚 = 4 после 5000 ч.

3. Анализ области накопления повреждений в области вершины
наклонной трещины. Задачей настоящей части работы является проведе-
ние вычислений с целью определения полей сплошности в окрестности на-
клонной трещины. Наклон трещины задается углом 𝛾, составляющим в про-
веденном численном эксперименте 45 и 60∘ с горизонтальной осью; длина
трещины — 10 мм; радиус закругления трещины — 0.001 мм. Константы ма-
териала в расчетах принимаются теми же, что и при моделировании го-
ризонтальной трещины: 𝐵 = 1 · 10−13 (Н/мм2)−𝑛(ч)−1, 𝑛 = 3, 𝑚 = 2.5 и
𝐴 = 0.1 (Н/мм2)−𝑛(ч)−1.
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Рис. 6. Угловые распределения сплошности 𝜓
[Figure 6. Angular distributions of the continuity parameter 𝜓]

Рис. 7. Распределения сплошности: a) при 𝑚 = 1.5 в момент
времени 53 ч; b) при 𝑚 = 4 после 5000 ч

[Figure 7. Continuity distributions near the tip of an inclined crack:
a) when 𝑚 = 1.5 at 53 hours; b) when 𝑚 = 4 after 5000 hours]

Рис. 8. Распределения сплошности вблизи вершины наклонной
трещины (𝛾 = 45∘) в моменты времени 103 и 1003 ч

[Figure 8. Continuity distributions near the tip of an inclined crack
(𝛾 = 45∘) at 103 and 1003 hours]

Рис. 9. Распределения сплошности вблизи вершины наклонной
трещины (𝛾 = 60∘) в моменты времени 103 и 1003 ч

[Figure 9. Continuity distributions near the tip of an inclined crack
(𝛾 = 60∘) at 103 and 1003 hours]
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Рис. 10. Распределения интенсивности напряжений по Мизесу (a–d) и компоненты тен-
зора деформаций ползучести 𝜀11 (e–h) в условиях ползучести с учетом поврежденности
в окрестности вершины наклонной трещины (𝛾 = 45∘) в моменты времени 0.2, 103, 1003

и 5000 ч
[Figure 10. Distributions of the Mises stress intensity (a–d) and creep strain tensor component 𝜀11
(e–h) under creep conditions taking into account damage accumulation processes in the

neighborhood of the tip of the inclined crack (𝛾 = 45∘) at 0.2, 103, 1003 and 5000 hours]

Рис. 11. Распределения интенсивности напряжений по Мизесу (a–d) и компоненты тен-
зора деформаций ползучести 𝜀11 (e–h) в условиях ползучести с учетом поврежденности
в окрестности вершины наклонной трещины (𝛾 = 60∘) в моменты времени 0.2, 103, 1003

и 5000 ч
[Figure 11. Distributions of the Mises stress intensity (a–d) and creep strain tensor component 𝜀11
(e–h) under creep conditions taking into account damage accumulation processes in the

neighborhood of the tip of the inclined crack (𝛾 = 60∘) at 0.2, 103, 1003 and 5000 hours]
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На рис. 8 и 9 представлены распределения сплошности с течением вре-
мени в окрестности наклонной трещины; показаны картины распределения
сплошности для 103 и 100 ч.

На рис. 10 представлены картины распределения интенсивности напря-
жений по Мизесу и компоненты тензора деформаций ползучести 𝜀11 с уче-
том поврежденности с течением времени в окрестности наклонной трещины
(𝛾 = 45∘); показаны картины в моменты времени 103 и 1003 ч.

На рис. 11 представлены картины распределения интенсивности напряже-
ний по Мизесу и компоненты тензора деформаций ползучести 𝜀11 с учетом
поврежденности с течением времени в окрестности вершины наклонной тре-
щины (𝛾 = 60∘); показаны картины в моменты времени 0.2, 103, 1003 и 5000 ч.

На рис. 12 представлены картины распределения компонент тензоров на-
пряжений и деформаций ползучести в момент времени 5000 ч на разном рас-
стоянии от вершины трещины; сплошной линией обозначены кривые из мо-
дели без учета накопления поврежденности, пунктирной линией обозначены
распределения в случае введения в модель поврежденности.

На рис. 13 представлены угловые распределения сплошности в зависимо-
сти от расстояния от вершины наклонной трещины в момент времени 5000 ч;
угол наклона трещины равен 45∘.

На рис. 14 представлены картины распределения компонент тензоров на-
пряжений и деформаций ползучести в момент времени 5000 ч на разном рас-
стоянии от вершины трещины; сплошной линией обозначены кривые из мо-
дели без учета накопления поврежденности, пунктирной линией обозначены
распределения в случае введения в модель поврежденности.

На рис. 15 представлены угловые распределения сплошности в зависимо-
сти от расстояния от вершины наклонной трещины в момент времени 5000 ч;
угол наклона трещины равен 60∘.

Отметим, что моделирование приложения к пластине с наклонной трещи-
ной растягивающей нагрузки соответствует смешанному нагружению пла-
стины с центральной горизонтальной трещиной. По распределениям, пред-
ставленным на рис. 3, 8, 9, можно наблюдать, как качественно меняется по-
ле сплошности при разных углах наклона трещины. Можно заметить, что
чем больше наклон трещины, тем меньше минимальное значение сплошно-
сти. Сравнение распределений напряжений и деформаций, построенных в ре-

Рис. 13. Угловые распределения сплошности 𝜓 в окрестности
вершины наклонной трещины (𝛾 = 45∘)

[Figure 13. Angular distributions of the continuity parameter 𝜓 in
the neighborhood of the tip of the inclined crack (𝛾 = 45∘)]
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Рис. 15. Угловые распределения сплошности 𝜓 в окрестности
вершины наклонной трещины (𝛾 = 60∘)

[Figure 15. Angular distributions of the continuity parameter 𝜓 in
the neighborhood of the tip of the inclined crack (𝛾 = 60∘)]

зультате моделирования ползучести без учета поврежденности и с ее учетом,
показало, что наличие поврежденности приводит к меньшим значениям ком-
понент тензора напряжений вблизи вершины щели и большим значениям де-
формации ползучести.

Заключение. В ходе исследования выполнено конечно-элементное моде-
лирование одноосного растяжения двумерной пластины с центральной тре-
щиной, находящейся в условиях ползучести, с учетом поврежденности в свя-
занной постановке. Моделирование выполнено в комплексе SIMULIA Abaqus
с применением пользовательской процедуры UMAT. Степенной закон ползу-
чести с помощью пользовательской процедуры был дополнен кинетическим
уравнением накопления поврежденности Качанова—Работнова в связанной
постановке. В результате моделирования получены распределения напряже-
ний, деформаций и сплошности в условиях ползучести с учетом накопле-
ния поврежденности с течением времени. Выполнено моделирование наклон-
ной трещины под действием растягивающей нагрузки в условиях ползуче-
сти с учетом поврежденности. Проведено сравнение полученных зависимо-
стей компонент тензора напряжений и деформаций от полярного угла при
моделировании без учета поврежденности и в случае учета накопления по-
вреждений. Было получено, что чем больше наклон трещины, тем меньше
минимальное значение сплошности. Сравнение распределений напряжений
и деформаций, построенных в результате моделирования ползучести без уче-
та поврежденности и с ее учетом, показало, что наличие поврежденности
приводит к меньшим значениям компонент тензора напряжений вблизи вер-
шины щели и большим значениям деформации ползучести.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
Финансирование. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда № 21–11–00346, https://rscf.ru/project/21-11-00346/.

524

https://rscf.ru/project/21-11-00346/


Параметрическое исследование полей . . .

Библиографический список
1. Качанов Л. М. О времени разрушения в условиях ползучести // Изв. АН СССР. Отд.

техн. наук, 1958. №8. С. 26–31.
2. Работнов Ю. Н. О механизме длительного разрушения / Вопросы прочности матери-

алов и конструкций. М.: АН СССР, 1959. С. 5–7.
3. Качанов Л. М. Теория ползучести. М.: Физматлит, 1960. 455 с.
4. Работнов Ю. Н. Ползучесть элементов конструкций. М.: Наука, 2014. 752 с.
5. Локощенко А. М., Фомин Л. В., Теруад В. В. [и др.] Ползучесть и длительная прочность

металлов при нестационарных сложных напряженных состояниях (обзор) // Вестн.
Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2020. Т. 24, № 2. С. 275–318. EDN: OQCCVC.
DOI: https://doi.org/10.14498/vsgtu1765.

6. Meng Q., Zhenqing H. Creep damage models and their applications for crack growth analysis
in pipes: A review // Eng. Fract. Mech., 2019. vol. 205. pp. 547–576. DOI: https://doi.org/
10.1016/j.engfracmech.2015.09.055.

7. Meng L., Chen W., Yan Y., et al. Modelling of creep and plasticity deformation consid-
ering creep damage and kinematic hardening // Eng. Fract. Mech., 2019. vol. 218, 106582.
DOI: https://doi.org/10.1016/j.engfracmech.2019.106582.

8. Murakami S. Continuum Damage Mechanics. A Continuum Mechanics Approach to the
Analysis of Damage and Fracture. Dordrecht: Springer, 2012. xxx+402 pp. DOI: https://
doi.org/10.1007/978-94-007-2666-6.

9. Riedel H. Fracture at High Temperatures. Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag, 1987. 418 pp.
10. Wen J.-F., Tu S.-T., Gao X.-L., Reddy J. N. Simulations of creep crack growth in 316

stainless steel using a novel creep-damage model // Eng. Fract. Mech., 2012. vol. 98. pp. 169–
184. DOI: https://doi.org/10.1016/j.engfracmech.2012.12.014.

11. Работнов Ю. Н. Введение в механику разрушения. М.: Наука, 1987. 80 с.
12. Boyle J. T., Spence J. Stress Analysis for Creep. Glasgow, Scotland: Butterworth-Heine-

mann, 1983. viii+283 pp. DOI: https://doi.org/10.1016/C2013-0-00873-0.
13. Шлянников В. Н., Туманов А. В. Силовая и деформационная модели поврежденности

и разрушения при ползучести // Физ. мезомех., 2018. Т. 21, № 3. С. 70–85. EDN: XRGSGD.
DOI: https://doi.org/10.24411/1683-805X-2018-13008.

14. Shlyannikov V. N., Tumanov A. V. Creep damage and stress intensity factor assessment for
plane multi-axial and three-dimensional problems // Int. J. Solids Structures, 2018. vol. 150.
pp. 166–183. EDN: XWIKMX. DOI: https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2018.06.009.

15. Степанова Л. В. Компьютерное моделирование процессов накопления повреждений в
твердых телах с трещинами с помощью пользовательской процедуры UMAT вычисли-
тельного комплекса Simulia Abaqus // Вестн. ПНИПУ. Механика, 2018. №3. С. 71–86.
EDN: YLJEXZ. DOI: https://doi.org/10.15593/perm.mech/2018.3.08.

16. Астафьев В. И., Радаев Ю. Н., Степанова Л. В. Нелинейная механика разрушения.
Самара: Самар. ун-т, 2001. 632 с. EDN: RVXEBX.

17. Wu Y., Li G., Tan F., et al. Research on creep damage model of high alumina bricks //
Ceramics Int., 2022. vol. 48, no. 19, Part A. pp. 27758–27764. DOI: https://doi.org/10.
1016/j.ceramint.2022.06.076.

18. Stewart C. M. A Hybrid Constitutive Model for Creep, Fatigue, and Creep-Fatigue Damage:
Ph.D. Dissertation. Orlando, Florida: University of Central Florida, 2013. https://stars.
library.ucf.edu/etd/2789/.

19. Liu L. Y., Murakami S. Damage localization of conventional creep damage models and
proposition of a new model for creep damage analysis // Eng. Fract. Mech., 1998. vol. 41,
no. 1. pp. 57–65. DOI: https://doi.org/10.1299/jsmea.41.57.

20. Vanaja J., Laha K., Mathew M. D. Effect of tungsten on primary creep deformation and min-
imum creep rate of reduced activation ferritic-martensitic steel // Metall. Mater. Trans. A,
2014. vol. 45, no. 11. pp. 5076–5084. DOI: https://doi.org/10.1007/s11661-014-2472-1.

525

https://elibrary.ru/OQCCVC
https://doi.org/10.14498/vsgtu1765
https://doi.org/10.1016/j.engfracmech.2015.09.055
https://doi.org/10.1016/j.engfracmech.2015.09.055
https://doi.org/10.1016/j.engfracmech.2019.106582
https://doi.org/10.1007/978-94-007-2666-6
https://doi.org/10.1007/978-94-007-2666-6
https://doi.org/10.1016/j.engfracmech.2012.12.014
https://doi.org/10.1016/C2013-0-00873-0
https://elibrary.ru/XRGSGD
https://doi.org/10.24411/1683-805X-2018-13008
https://elibrary.ru/XWIKMX
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2018.06.009
https://elibrary.ru/YLJEXZ
https://doi.org/10.15593/perm.mech/2018.3.08
https://elibrary.ru/RVXEBX
https://doi.org/10.1016/j.ceramint.2022.06.076
https://doi.org/10.1016/j.ceramint.2022.06.076
https://stars.library.ucf.edu/etd/2789/
https://stars.library.ucf.edu/etd/2789/
https://doi.org/10.1299/jsmea.41.57
https://doi.org/10.1007/s11661-014-2472-1


Чапли й Д. В., С т е п а н о в а Л. В., Б е л о в а О. Н.

21. Ro U., Kim S., Kim Y., Kim M. K. Creep-fatigue damage analysis of modified 9Cr–1Mo
steel based on a Voronoi crystalline model // Int. J. Pressure Vessels Piping, 2021. vol. 194,
Part B, 104541. DOI: https://doi.org/10.1016/j.ijpvp.2021.104541.

22. Dyson B. Use of CDM in materials modeling and component creep life prediction //
J. Pressure Vessel Technol., 2000. vol. 122, no. 3. pp. 281–296. DOI: https://doi.org/
10.1115/1.556185.

23. Abdel Wahab M. M., Ashcroft I. A., Crocombe A. D., Shaw S. J. Prediction of fa-
tigue thresholds in adhesively bonded joints using damage mechanics and fracture me-
chanics // J. Adh. Sci. Techn., 2001. vol. 15, no. 7. pp. 763–781. DOI: https://doi.org/
10.1163/15685610152540830.

24. He Q., Wu F., Gao R. Nonlinear creep-damage constitutive model of surrounding rock in
salt cavern reservoir // J. Energy Storage, 2022. vol. 55, Part B, 105520. DOI: https://doi.
org/10.1016/j.est.2022.105520.

25. Dummer A., Neuner M., Hofstetter G. An extended gradient-enhanced damage-plasticity
model for concrete considering nonlinear creep and failure due to creep // Int. J. Solids
Struct., 2022. vol. 243, 111541. DOI: https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2022.111541.

26. Белова О. Н., Чаплий Д. В., Степанова Л. В. Применение пользовательской подпро-
граммы UMAT для решения задач континуальной механики (обзор) // Вестн. Самар.
унив. Естественнонаучн. сер., 2021. Т. 27, №3. С. 46–73. EDN: STPKCU. DOI: https://
doi.org/10.18287/2541-7525-2021-27-3-46-73.

27. Ильин В. Н., Мордашов С. В., Пузач С. В. О законах ползучести для расчета огне-
стойкости стальных конструкций // Технологии техносферной беопасности, 2008. №6,
10. EDN: MSMCAF.

526

https://doi.org/10.1016/j.ijpvp.2021.104541
https://doi.org/10.1115/1.556185
https://doi.org/10.1115/1.556185
https://doi.org/10.1163/15685610152540830
https://doi.org/10.1163/15685610152540830
https://doi.org/10.1016/j.est.2022.105520
https://doi.org/10.1016/j.est.2022.105520
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2022.111541
https://elibrary.ru/STPKCU
https://doi.org/10.18287/2541-7525-2021-27-3-46-73
https://doi.org/10.18287/2541-7525-2021-27-3-46-73
https://elibrary.ru/MSMCAF


Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2023, vol. 27, no. 3, pp. 509–529
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu2005

MSC: 74S05

Parametric analysis of the stress-strain and continuity fields
at the crack tip under creep regime taking into account
the processes of damage accumulation using UMAT

D. V. Chapliy, L. V. Stepanova, O. N. Belova
Samara National Research University,
34, Moskovskoye shosse, Samara, 443086, Russian Federation.

Abstract

The subject of this study is the analysis of the stress-strain and continuity
fields in the proximal nearness of the crack tip, which is in creep regime
conditions with due regard for the accumulation of damage. The aim of the
work is to conduct computer finite element modeling of uniaxial stretching of
a two-dimensional plate with a central crack under creep conditions and to
analyze the continuity field around the crack tip. The Bailey–Norton power
law of creep is used in numerical modeling. The simulation was performed in
the software multifunctional complex SIMULIA Abaqus. The analysis of the
circumferential apportionment of stresses, creep deformations and continuity
in the direct of the crack tip is carried out.

The power law of creep with the help of the user procedure UMAT (User
Material) of the SIMULIA Abaqus package was supplemented by the kinetic
equation of damage accumulation of Kachanov–Rabotnov in a related for-
mulation. The UMAT subroutine has many advantages in predicting material
damage and allows you to work with materials that are not in the Abaqus
materials library. The UMAT subroutine is called at all points of the material
calculation and updates the stresses and state variables depending on the
solution to their values at the end of the increment. After that, the updated
elements of the Jacobi matrix are calculated.
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Stress, strain and continuity distributions under creep conditions are
gained, considering the damage accumulation of over time. Angular distri-
butions of continuity, stresses and deformations are constructed using the
Matplotlib library over time at various distances from the crack tip. The ob-
tained angular distributions of the stress and strain tensor components are
compared when modeling without taking into account damage and when
taking into account damage accumulation. It is shown that the presence of
damage leads to large values of creep deformations and lower stresses.

Keywords: creep, damage, user procedure UMAT, SIMULIA Abaqus, stress
fields, strain fields, crack.
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Abstract
The paper presents a new exact solution to the Navier–Stokes equa-

tions which describes a steady shearing isothermal flow of an incompressible
two-layer fluid stratified in terms of density and/or viscosity, the vertical
velocity of the fluid being zero. This exact solution belongs to the class of
functions linear in terms of spatial coordinates, and it is an extension of the
classical Couette flow in an extended horizontal layer to the case of non-
one-dimensional non-uniform flows. The solution constructed for each layer
is studied for the ability to describe the appearance of stagnation points
in the velocity field and the generation of counterflows. It has been found
that the flow of a two-layer fluid is stratified into two zones where the fluid
flows in counter directions. It is also shown that the tangential stress tensor
components can change their sign.

Keywords: stratified viscous fluid, exact solution, field stratification, coun-
tercurrent.
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Inhomogeneous Couette flows for a two-layer fluid

Introduction. The Couette flow is one of the first examples of an exact so-
lution to the Navier–Stokes equations [1–3]. It describes the isobaric flow of a
viscous incompressible fluid, which is induced due to the motion of one or both
boundaries of an infinite horizontal fluid layer. Recall that the steady Couette flow
is described by a linear velocity profile, and this has predetermined the popularity
of this solution in the theory of hydrodynamic stability for studying secondary
flows generated by different disturbance classes. There is an interesting observa-
tion for the unsteady Couette flow. It is described by the simplest linear parabolic
equation having a general solution to an extensive class of functions [2, 3]. Thus,
the first and second Stokes problems are described by the non-stationary Couette
profile, and they are its particular case [2, 3].

Besides studying the hydrodynamic stability of the Couette flow for a viscous
incompressible fluid, there are various modifications of the exact Couette solution
for regions without plane symmetry. Note that there exists the well-known exact
Taylor–Couette solution on the fluid flow in the gap between coaxial cylinders
[2,4–8], as well as the solution describing isobaric fluid flow on a sphere [9,10]. The
Couette flow is fundamental in the study of fluids with non-Newtonian properties
[11,12]. The three-dimensional Couette flow, which is potential and non-isobaric,
has been recently exemplified [13].

It is difficult to study Couette flows, different from unidirectional ones, since
the reduced Navier–Stokes system becomes overdetermined [14–17]. The overde-
termined Navier–Stokes equation system describing two-dimensional flows of vis-
cous fluids began to be studied in [17], a complete list of exact solutions for
two-dimensional hydrodynamics being given in [18]. An example of a nontrivial
exact solution to the Navier–Stokes equation system for incompressible fluids with
nonstationary and steady two-dimensional velocity fields depending on three co-
ordinates was found in [15,16]. The first exact solution describing the non-uniform
Couette flow was constructed in the class of solutions for velocities linearly de-
pendent on two coordinates (the Lin–Sidorov–Aristov family) [19–21]. The studies
along this line were continued and summarized in [16].

This paper studies a boundary value problem for 2.5D Navier–Stokes equa-
tions, which describes steady flows of a two-layer fluid. The study is based on the
exact solution of the Navier–Stokes equations for incompressible fluids [15, 16],
which was constructed by functional variable separation. It was shown in [22] that
the exact solutions found in [15,16] and describing non-uniform Couette flows can
be used to describe isobaric multilayer fluids. It was reported in [15,16] that exact
solutions with a velocity field linear in coordinates describe equatorial countercur-
rents in the World Ocean [2,15,21]. Multilayer fluids are often used to model large
oceanic flows [2, 21]. In [22] it was found useful to extend the study of boundary
value problems of steady flows from single-layer streams [15,16] to multilayer flu-
ids. This should be done in order to have a store of exact solutions for studying
the hydrodynamic stability of flows, for comparing model representations with
natural observations, and most importantly to understand the applicability of the
substitution of continuous density stratification by a discrete saltus function.

1. Problem Statement. Consider a steady flow of a viscous two-layer fluid
in an extended horizontal layer. We denote the lower layer by the subscript “1” and
the upper one by “2”. Each of the two layers of the two-layer fluid can have its own
thickness (ℎ1 and ℎ2, respectively, see Fig. 1), density (𝜌1 and 𝜌2), and viscosity

531



Bu rma s h e v a N. V., L a r i n a E. A., P r o s v i r y a k o v E. Yu.

Figure 1. The scheme of a two-layer fluid

(𝜂1 and 𝜂2). Note that the heavier phase is located below in density-stratified
fluids, i.e., 𝜌1 > 𝜌2.

It is assumed here that the flow takes place at a constant temperature and in
the absence of external forces, except for gravity. The sum of pressure (ratioed
to density) and the gravity potential is constant through the flow; therefore, the
gradient of this sum, entering the Navier–Stokes equations, is zero. The steady
flow of fluids of this type is described by two systems of nonlinear equations
(each layer is described by its own system) consisting of the vector Navier–Stokes
equation and the scalar incompressibility equation [22–24]:

𝜌1(V
(1),∇)V(1) = 𝜂1ΔV(1), ∇ ·V(1) = 0; (1)

𝜌2(V
(2),∇)V(2) = 𝜂2ΔV(2), ∇ ·V(2) = 0. (2)

Systems (1), (2) have the following notations: V(1) = (𝑉
(1)
𝑥 , 𝑉

(1)
𝑦 , 𝑉

(1)
𝑧 ) and

V(2) = (𝑉
(2)
𝑥 , 𝑉

(2)
𝑦 , 𝑉

(2)
𝑧 ) are the vector velocity fields for the lower and upper

layers, respectively; ∇ = (𝜕/𝜕𝑥, 𝜕/𝜕𝑦, 𝜕/𝜕𝑧) is the Hamilton operator; Δ =
(𝜕2/𝜕𝑥2+𝜕2/𝜕𝑦2+𝜕2/𝜕𝑧2) is the Laplace operator; (V,∇) = (𝑉𝑥𝜕/𝜕𝑥+𝑉𝑦𝜕/𝜕𝑦+
𝑉𝑧𝜕/𝜕𝑧) is a convective derivative. Note that both system (1) and system (2) are
overdetermined, i.e., the required velocities 𝑉 (𝑖)

𝑥 , 𝑉 (𝑖)
𝑦 for each layer must satisfy

three scalar equations (the third Navier–Stokes equation is fulfilled identically
since a flow with zero vertical velocity is considered). Note that the equations
∇ · V(1) = 0 and ∇ · V(2) = 0 (velocity divergence is zero) is termed in two
ways in the scientific literature. They are termed the continuity equation in the
physical literature and the incompressibility equation in the hydrodynamic liter-
ature [25,26].

In what follows, the solution of systems (1), (2) is sought in the form of
functions linearly dependent on one of the horizontal coordinates [22–24]:

𝑉𝑥
(1) = 𝑢(1)(𝑧) + 𝑢(1)(𝑧)𝑦, 𝑉𝑦

(1) = 𝑉 (1)(𝑧); (3)

𝑉𝑥
(2) = 𝑢(2)(𝑧) + 𝑢(2)(𝑧)𝑦, 𝑉𝑦

(2) = 𝑉 (2)(𝑧). (4)

For the class (3), (4) the incompressibility equation in systems (1), (2) is sat-
isfied identically. This circumstance dismantles the problem of overdetermination
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of systems (1) and (2), i.e., each system is now reduced to finding two projections
of the velocity vector from two ordinary differential equations (projections of the
Navier–Stokes equation onto the axes 𝑂𝑥 and 𝑂𝑦):

𝜌1𝑉
(1)𝑢(1) = 𝜂1(𝑢

(1)′′ + 𝑢(1)
′′
𝑦), 𝜂1𝑉

(1)′′ = 0; (5)

𝜌1𝑉
(2)𝑢(2) = 𝜂2(𝑢

(2)′′ + 𝑢(2)
′′
𝑦), 𝜂2𝑉

(2)′′ = 0. (6)

Hereinafter, the double prime marks derivation with respect to the vertical coor-
dinate 𝑧. In view of the independence of the spatial coordinates 𝑥 and 𝑦 of the
selected Cartesian system, equations (5) and (6) can be represented as

𝑢(1)
′′
= 0, 𝑉 (1)′′ = 0, 𝑢(1)

′′
=
𝜌1
𝜂1
𝑉 (1)𝑢(1); (7)

𝑢(2)
′′
= 0, 𝑉 (2)′′ = 0, 𝑢(2)

′′
=
𝜌2
𝜂2
𝑉 (2)𝑢(2). (8)

The first two equations in both system (7) and system (8) are isolated, and the
solution of the third equations in these systems is the last to be found. Double
integration of systems (7) and (8) results in their general solution

𝑢(1) = 𝑐2
(1)𝑧 + 𝑐1

(1), 𝑉 (1) = 𝛼2
(1)𝑧 + 𝛼1

(1),

𝑢(1) =
𝜌1
12𝜂1

(︀
𝑐2

(1)𝛼2
(1)𝑧4 + 2(𝑐2

(1)𝛼1
(1) + 𝑐1

(1)𝛼2
(1))𝑍3 + 6𝑐1

(1)𝛼1
(1)𝑧2

)︀
+

+ 𝛽2
(1)𝑧 + 𝛽1

(1); (9)

𝑢(2) = 𝑐2
(2)𝑧 + 𝑐1

(2), 𝑉 (2) = 𝛼2
(2)𝑧 + 𝛼1

(2),

𝑢(2) =
𝜌2
12𝜂2

(︀
𝑐2

(2)𝛼2
(2)𝑧4 + 2(𝑐2

(2)𝛼1
(2) + 𝑐1

(2)𝛼2
(2))𝑍3 + 6𝑐1

(2)𝛼1
(2)𝑧2

)︀
+

+ 𝛽2
(2)𝑧 + 𝛽1

(2). (10)

The solutions represented by equations (9) and (10) are polynomial, the highest
degree of these polynomials corresponds to expressions for velocities 𝑈 (1), 𝑈 (2),
and this is attributable to the sequence of integration of the equations in sys-
tems (7) and (8). The constants 𝑐(1)𝑖 , 𝑐(2)𝑖 , 𝛼(1)

𝑖 , 𝛼(2)
𝑖 , 𝛽(1)𝑖 and 𝛽(2)𝑖 (𝑖 = 1, 2) in the

exponential solutions (9) and (10) must be found from the boundary conditions;
therefore, it is necessary to formulate twelve conditions for the determination of
these values.

2. Boundary Conditions. Since the vertical fluid velocity is assumed to be
zero, the fluids of the different layers do not intermix in the shear flow under
study. In other words, the interlayer boundary (the boundary 𝑧 = ℎ1) is here
considered to be rigid (Fig. 1). For convenience, in what follows, ℎ = ℎ1 + ℎ2.

Assume that a no-slip condition is set at the lower boundary 𝑧 = 0 [15]:

𝑉 (1)
𝑥 (0) = 0, 𝑉 (1)

𝑦 (0) = 0.
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Taking into account the representation (3), (4), we arrive at three conditions

𝑈 (1)(0) = 0, 𝑢(1)(0) = 0, 𝑉 (1)(0) = 0. (11)

A velocity field (wind effect) is set at the upper boundary 𝑧 = ℎ [15]:

𝑉 (2)
𝑥 (ℎ) =𝑊 cos𝜙+Ω𝑦, 𝑉 (2)

𝑦 (ℎ) =𝑊 sin𝜙.

Here, Ω is the horizontal gradient of the velocity 𝑉 (2)
𝑥 (spatial acceleration) at the

upper boundary; 𝑊 is the absolute value of the uniform velocity component at
the mobile boundary 𝑧 = ℎ of a two-layer fluid; 𝜙 is the angle between the uniform
velocity component 𝑉 (2)

𝑥 and the axis 𝑂𝑥. Taking into account representation (4),
we obtain three more conditions

𝑈 (2)(ℎ) =𝑊 cos𝜙, 𝑢(2)(ℎ) = Ω, 𝑉 (2)(ℎ) =𝑊 sin𝜙. (12)

Besides, it is required that two additional conditions be met at the interlayer
boundary 𝑧 = ℎ1 (conditions for “sewing together” the solutions for the two lay-
ers). They are

– the solution continuity condition for velocities

𝑉 (1)
𝑥 (ℎ1) = 𝑉 (2)

𝑥 (ℎ1), 𝑉 (1)
𝑦 (ℎ1) = 𝑉 (2)

𝑦 (ℎ1),

and taking into account the structure of classes (3) and (4), we have three
equalities

𝑈 (1)(ℎ1) = 𝑈 (2)(ℎ1), 𝑢(1)(ℎ1) = 𝑢(2)(ℎ1), 𝑉 (1)(ℎ1) = 𝑉 (2)(ℎ1); (13)

– the solution continuity condition for tangential stresses

𝜏 (1)𝑥𝑧 (ℎ1) = 𝜏 (2)𝑥𝑧 (ℎ1), 𝜏 (1)𝑦𝑧 (ℎ1) = 𝜏 (2)𝑦𝑧 (ℎ1).

As distinct from expressions (13) resulting (in view of the independence of the
spatial coordinates) directly from the condition of equality of the velocities at the
interlayer boundary, the case with the continuity condition for tangential stresses
is not as apparent, the continuity condition for the velocity field proves to be
insufficient. By the Newton law, the relation of the stress tensor components to
velocities is known,

𝜏 (𝑖) =

⎛⎜⎜⎝
−𝑝(𝑖) + 2𝜂𝑖

𝜕𝑉𝑥
(𝑖)

𝜕𝑥 𝜂𝑖
(︀
𝜕𝑉𝑥

(𝑖)

𝜕𝑦 +
𝜕𝑉𝑦

(𝑖)

𝜕𝑥

)︀
𝜂𝑖
(︀
𝜕𝑉𝑥

(𝑖)

𝜕𝑧 + 𝜕𝑉𝑧
(𝑖)

𝜕𝑥

)︀
𝜂𝑖
(︀
𝜕𝑉𝑥

(𝑖)

𝜕𝑦 +
𝜕𝑉𝑦

(𝑖)

𝜕𝑥

)︀
−𝑝(𝑖) + 2𝜂𝑖

𝜕𝑉𝑦
(𝑖)

𝜕𝑦 𝜂𝑖
(︀𝜕𝑉𝑦

(𝑖)

𝜕𝑧 + 𝜕𝑉𝑧
(𝑖)

𝜕𝑦

)︀
𝜂𝑖
(︀
𝜕𝑉𝑥

(𝑖)

𝜕𝑧 + 𝜕𝑉𝑧
(𝑖)

𝜕𝑦

)︀
𝜂𝑖
(︀
𝜕𝑉𝑧

(𝑖)

𝜕𝑦 +
𝜕𝑉𝑦

(𝑖)

𝜕𝑧

)︀
−𝑝(𝑖) + 2𝜂𝑖

𝜕𝑉𝑧
(𝑖)

𝜕𝑧

⎞⎟⎟⎠ (3),(4)
=

=

⎛⎜⎝ −𝑝(𝑖) 𝜂𝑖𝑢
(𝑖) 𝜂𝑖

𝜕𝑉𝑥
(𝑖)

𝜕𝑧

𝜂𝑖𝑢
(𝑖) −𝑝(𝑖) 𝜂𝑖

𝜕𝑉𝑦
(𝑖)

𝜕𝑧

𝜂𝑖
𝜕𝑉𝑥

(𝑖)

𝜕𝑧 𝜂𝑖
𝜕𝑉𝑦

(𝑖)

𝜕𝑧 −𝑝(𝑖)

⎞⎟⎠ ,
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where 𝑝(𝑖) is hydrostatic pressure (the pressure of a moving fluid column, depend-
ing not only on the transverse coordinate, i.e. changing only with depth, similarly
to the main equation of hydrostatics) in the layer under study. This representa-
tion of the stress tensor can easily yield the following equivalent of the continuity
condition for tangential stresses:

𝜂1
𝑑𝑢(1)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

= 𝜂2
𝑑𝑢(2)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

, 𝜂1
𝑑𝑢(1)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

= 𝜂2
𝑑𝑢(2)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

,

𝜂1
𝑑𝑉 (1)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

= 𝜂2
𝑑𝑉 (2)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

. (14)

Thus the boundary value problem (9)–(14) becomes closed.

3. An Exact Solution to the Boundary Value Problem. Conditions (11)–
(14) allow us to find a particular solution to systems (7), (8) for each layer, which
would meet the selected boundary conditions:

𝑢(1)(𝑍) =
ℎ𝜂2Ω

ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2
𝑍, (15)

𝑉 (1)(𝑍) =
ℎ𝜂2𝑊 sin𝜙

ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2
𝑍, (16)

𝑢(1)(𝑍) =
ℎ𝑊𝑍

12𝜂1(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
3

[︀
Ω𝜌1𝜂

2
2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)ℎ

3 sin𝜙𝑍3+

+12𝜂1𝜂2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
2 cos𝜙− Ωsin𝜙(4ℎ31ℎ2𝜂1𝜂

2
2𝜌1 + ℎ41𝜂

3
2𝜌1+

+ℎ42𝜂
3
1𝜌2 + 4ℎ1ℎ

3
2𝜂

2
2𝜂2𝜌2 + 6ℎ21ℎ

2
2𝜂1𝜂

2
2𝜌2)

]︀
, (17)

𝑢(2)(𝑍) =
Ω

ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2

(︀
ℎ𝜂1𝑍 + ℎ1(𝜂2 − 𝜂1)

)︀
, (18)

𝑉 (2)(𝑍) =
𝑊 sin𝜙

ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2

(︀
ℎ𝜂1𝑍 + ℎ1(𝜂2 − 𝜂1)

)︀
, (19)

𝑢(2)(𝑍) =
𝑊

12𝜂2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
3

{︀
ℎ4𝜂22(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)𝜌2Ωsin𝜙𝑍4−

−4ℎ3ℎ1𝜂1(𝜂1 − 𝜂2)(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)𝜌2Ωsin𝜙𝑍3+

+6ℎ2ℎ21(𝜂1 − 𝜂2)
2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)𝜌2Ωsin𝜙𝑍2−

−ℎ𝑍
[︀(︀
−3ℎ41𝜂

3
2𝜌1 +

(︀
ℎ2(4ℎ

3
1 + ℎ32)𝜂

3
1 + 4ℎ1(ℎ

3
1 − 3ℎ21ℎ2 + ℎ32)𝜂

2
2𝜂2+

+6ℎ21(−2ℎ21 + 2ℎ1ℎ2 + ℎ22)𝜂1𝜂
2
2 + 12ℎ41𝜂

3
2

)︀
𝜌2
)︀
Ωsin𝜙−

−12𝜂1𝜂2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
2 cos𝜙

]︀
+

−ℎ1(ℎ1 + ℎ2)𝑊 sin𝜙
(︀
3ℎ31𝜂

3
2𝜌1 − ℎ21ℎ2𝜂

3
1𝜌2 + ℎ1ℎ

2
2𝜂

3
1𝜌2 − ℎ32𝜂

3
1𝜌2−

−ℎ31𝜂22𝜂2𝜌2 + 5ℎ1ℎ2𝜂
2
2𝜂2𝜌2(ℎ1 − ℎ2) + ℎ32𝜂

2
2𝜂2𝜌2 + 4ℎ31𝜂1𝜂

2
2𝜌2−

−10ℎ21ℎ2𝜂1𝜂
2
2𝜌2 + 4ℎ1ℎ

2
2𝜂1𝜂

2
2𝜌2 + 6ℎ21𝜂

3
2𝜌2(ℎ2 − ℎ1)

)︀
−12ℎ1(𝜂1 − 𝜂2)𝜂2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)

2 cos𝜙
}︀
. (20)
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Solutions (15)–(20) involve the substitution 𝑍 = 𝑧/ℎ ∈ [0, 1]. The motion of the
lower layer (𝑍 ∈ [0;ℎ1/ℎ]) is described by expressions (15)–(17). The values of
𝑍 ∈ [ℎ1/ℎ; 1] correspond to the other (upper) layer, where the flow velocity is
determined by solutios (18)–(20).

It is of interest that, despite seemingly simple structure of boundary condi-
tions (11), (12) and velocity field representation (11), (12), the obtained solu-
tion (15)–(20) depends on the parameters of the boundary problem under study
and the physical characteristics of the fluid in an extremely non-trivial way. There-
fore, in a general form, it is impossible to make any conclusions about the effect
of a specific parameter on the structure of the final solution. First of all, this con-
cerns the uniform components 𝑈 (1) and 𝑈 (2). The only conclusion (fairly obvious)
that can be made concerns the effect of the values of 𝑊 and Ω on the value of
velocity in the 𝑂𝑦 direction (the velocities 𝑉 (1) and 𝑉 (2)) and the non-uniform
velocity component along the 𝑂𝑥 axis (the spatial gradients 𝑢(1) and 𝑢(2)) since
functions (15), (16) and (18), (19) depend in direct proportion on these parame-
ters.

Note also that, when 𝑊 = 0, the velocity field determined by solutions (15)–
(17) and (18)–(20) assumes a trivial form; therefore, it is considered hereinafter
that 𝑊 ̸= 0.

Besides, note that the functions 𝑢(1) and 𝑢(2) become zero when Ω = 0, i. e., we
obtain an extension of the classical Couette flow to a non-one-dimensional case.
The velocities 𝑉 (1) and 𝑉 (2) become zero only if sin𝜙 = 0. In this case, there is a
unidirectional flow along the 𝑂𝑥 axis with a non-uniform velocity distribution. In
addition, the exact solutions for the components 𝑢(1) and 𝑉 (1) are linear functions
of 𝑍, whose zero is only the point 𝑍 = 0. The stagnation (zero) points of the fluid
are of particular importance due to the fact that both simply flow suppression
and flow reversal (the appearance of counterflows) are possible at these points.

4. Analysis of the Exact Solution for the Lower Layer. Expression (17)
for velocity 𝑈 (1) can be written as

𝑢(1) =
ℎ𝑊𝑍

12𝜂1(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
3 [𝑎𝑍

3 + 𝑏], (21)

where the following nomenclature is introduced:

𝑎 = Ω𝜌1𝜂
2
2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)ℎ

3 sin𝜙, 𝑏 = 12𝜂1𝜂2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
2 cos𝜙−

−Ωsin𝜙(4ℎ31ℎ2𝜂1𝜂
2
2𝜌1 + ℎ41𝜂

3
2𝜌1 + ℎ42𝜂

3
1𝜌2 + 4ℎ1ℎ

3
2𝜂

2
2𝜂2𝜌2 + 6ℎ21ℎ

2
2𝜂1𝜂

2
2𝜌2).

The case 𝑎 = 0 in Eq. (21) is not discussed here due to its triviality. Assume
further that 𝑎 ̸= 0, then the velocity 𝑈 (1) becomes zero inside the layer under
study only if the point 𝑍0 = − 3

√︀
𝑏/𝑎 falls within this layer. The latter condition

is equivalent to the fulfillment of the inequality

𝑏(𝑎ℎ31 + 𝑏ℎ3) < 0.

The corresponding velocity profiles 𝑈 (1) are shown in Figs. 2 and 3. These figures
show the value of angular velocity, corresponding to the first Coriolis parameter,
for the equatorial zone of the World Ocean (the latitude is 𝜋/12 rad).
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Figure 2. The 𝑈 -velocity profiles (the dashed line 𝑈 (1) for the lower layer and the solid line 𝑈 (2)

for the upper layer) for 𝑊 = 10 m/s, 𝜙 = 𝜋/12, ℎ1 = 0.4 m, ℎ2 = 0.6 m, Ω = 1.4584 ·10−5 rad/s,
𝜌1 = 1100 kg/m3, 𝜌2 = 1057.6 kg/m3, 𝜂1 = 1.7 · 10−5 Pa · s, 𝜂2 = 1.2 · 10−5 Pa · s

Figure 3. The 𝑈 -velocity profiles (the dashed line 𝑈 (1) for the lower layer and the solid line 𝑈 (2)

for the upper layer) for 𝑊 = 10 m/s, 𝜙 = 𝜋/12, ℎ1 = 0.6 m, ℎ2 = 0.4 m, Ω = 1.4584 ·10−5 rad/s,
𝜌1 = 1100 kg/m3, 𝜌2 = 733.1 kg/m3, 𝜂1 = 1.7 · 10−5 Pa · s, 𝜂2 = 1.2 · 10−5 Pa · s

In view of the above notations, the tangential stress 𝜏 (1)𝑥𝑧 is defined as

𝜏 (1)𝑥𝑧 =
𝑊

12(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
3 [4𝑎𝑍

3 + 𝑏] +
𝜂1𝜂2Ω𝑦

ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2
.

Note that, when 𝑊 = 0, the tangential stress 𝜏 (1)𝑥𝑧 assumes a constant value
(different for each section 𝑦). Therefore, it is further assumed that 𝑊 ̸= 0, and
hence the stress 𝜏 (1)𝑥𝑧 can be represented as

𝜏 (1)𝑥𝑧 =
ℎ𝑊

12(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
3 [4𝑎𝑍

3 + 𝑏] +
ℎ𝜂1𝜂2Ω𝑦

ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2
=

=
ℎ𝑊

12(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
3 [4𝑎𝑍

3 + 𝐶], (22)

where 𝐶 denotes the following expression:

𝐶 = 𝑏+
12𝜂1𝜂2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)

2Ω𝑦

𝑊
.

Note that the structure of expression (22) is similar to formula (21). Hence, by
analogy with the analysis of the expression (21), it follows that, when 𝑎 ̸= 0, the
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stress 𝜏 (1)𝑥𝑧 becomes zero only at one point inside the layer, namely at the point
𝑍 = − 3

√︀
𝐶/(4𝑎). This value belongs to the interval of interest only if

𝐶(4𝑎ℎ31 + 𝐶ℎ3) < 0.

Thus, the profile of the tangential stress represented by expression (22) is defined
by a cubic parabola, which cannot have more than one point in common with the
𝑂𝑍 axis (Figs. 4 and 5). The profiles of the tangential stress 𝜏𝑥𝑧 in Figs. 4 and 5
are constructed for those values of the boundary conditions, layer thicknesses, and
physical fluid parameters for which a calculation is made and presented in Figs. 2
and 3, respectively.

Figure 4. The profile of the stress 𝜏𝑥𝑧 (the dashed line 𝜏 (1)𝑥𝑧 for the lower layer and the solid
line 𝜏

(2)
𝑥𝑧 for the upper layer) for 𝑊 = 10 m/s, 𝜙 = 𝜋/12, ℎ1 = 0.4 m, ℎ2 = 0.6 m, Ω =

1.4584·10−5 rad/s, 𝜌1 = 1100 kg/m3, 𝜌2 = 1057.6 kg/m3, 𝜂1 = 1.7·10−5 Pa·s, 𝜂2 = 1.2·10−5 Pa·s

Figure 5. The profile of the stress 𝜏𝑥𝑧 (the dashed line 𝜏 (1)𝑥𝑧 for the lower layer and the solid
line 𝜏

(2)
𝑥𝑧 for the upper layer) for 𝑊 = 10 m/s, 𝜙 = 𝜋/12, ℎ1 = 0.6 m, ℎ2 = 0.4 m, Ω =

1.4584 ·10−5 rad/s, 𝜌1 = 900 kg/m3, 𝜌2 = 733.1 kg/m3, 𝜂1 = 1.7 ·10−5 Pa ·s, 𝜂2 = 1.2 ·10−5 Pa ·s

Note that, in view of the structure of solutions(16) and (19), the tangential
stress 𝜏𝑦𝑧 assumes a constant value determined by the problem parameters:

𝜏 (1)𝑦𝑧 = 𝜂1
𝑑𝑉 (1)

𝑑𝑧
=
𝜂1
ℎ

𝑑𝑉 (1)

𝑑𝑍
=
𝜂1𝜂2𝑊 sin𝜙

ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2
= 𝜏𝑦𝑧

(2).

5. Analysis of the Exact Solution for the Upper Layer. The expres-
sion(20) for the velocity 𝑈 (2) can be represented as

𝑢(2) =
𝑊

12𝜂2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)3
[𝑘𝑍4 + 𝑛𝑍3 +𝑚𝑍2 + 𝑞𝑍 + 𝑟].
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The coefficients 𝑘, 𝑛, 𝑚, 𝑞 and 𝑟 can be easily written from exact solution (20).
Let us now study the properties of the tangential stress defined by the velocity

𝑉
(2)
𝑥 . Using the above notations, we obtain

𝜏 (2)𝑥𝑧 =
𝜂2
ℎ

{︁ 𝑊

12𝜂2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
3 [4𝑘𝑍

3 + 3𝑛𝑍2 + 2𝑚𝑍 + 𝑞] +
ℎ𝜂1Ω𝑦

ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2

}︁
.

Note that, when 𝑊 = 0, the stress 𝜏 (2)𝑥𝑧 assumes a constant (through the se-
lected section) value, hence the stratification of this field does not occur. In the
assumption that 𝑊 ̸= 0, the stress 𝜏 (2)𝑥𝑧 can be represented as

𝜏 (2)𝑥𝑧 =
𝜂2
ℎ

𝑊

12𝜂2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)
3

{︁
4𝑘𝑍3 + 3𝑛𝑍2 + 2𝑚𝑍 + 𝑞+

+
12ℎ𝜂1𝜂2(ℎ2𝜂1 + ℎ1𝜂2)

2Ω𝑦

𝑊

}︁
,

and this illustrates stratification on the change in the sign of the tangential stress
relative to the 𝑍-coordinate. The examples of the tangential stress 𝜏 (2)𝑥𝑧 corre-
sponding to this solution are given in Figs. 4 and 5.

Conclusion. The problem describing the isothermal flow of a viscous incom-
pressible two-layer fluid in a horizontal layer has been studied. The properties
of the layers differ in thickness, density and/or viscosity. An exact solution has
been obtained to describe velocities in each of the layers for a set of boundary
conditions describing no-slip of the fluid at the lower boundary of the fluid flow
region under study and the non-uniform effect of wind at the upper boundary
of this region. At the boundary between the layers of the two-layer fluid, it was
required that the velocities and stresses be equal. The analysis of the obtained
solution for the layers has shown that this exact solution is able to describe the
appearance of reverse flow zones and stratification of the tangential stress field.
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Неоднородное течение Куэтта двухслойной жидкости
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Аннотация

Предложено новое точное решение уравнений Навье–Стокса, описы-
вающее установившееся изобарическое изотермическое течение страти-
фицированной по плотности и/или вязкости несжимаемой двуслойной
жидкости. Указанное точное решение принадлежит классу функций,
линейных по части пространственных координат, и является обобщени-
ем классического течения Куэтта в протяженном горизонтальном слое
на случай неодномерных неоднородных течений. В качестве системы
краевых условий рассмотрена связка «условие прилипания + воздей-
ствие параболического ветра». На общей границе двух слоев заявлено
выполнение требования гладкости и непрерывности решения. Постро-
енное для каждого слоя решение было исследовано на предмет возмож-
ности описывать возникновение застойных точек поля скорости и ге-
нерации противотечений. Строго показано, что указанное решение при
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определенном граничном управлении и варьировании геометрико-физи-
ческих характеристик слоя отвечает множественной стратификации как
поля скорости, так и порождаемого им поля касательных напряжений.
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Abstract
The article is concerned with a further development of the Active Princi-

ple of parametric system identification in the class of linear, time-invariant,
completely observable models. As the identification target model, the opti-
mal Kalman filter (OKF) is designated that is present, no more than con-
ceptually, in the system’s discretely observed response to a training excita-
tion of the white noise type. By modifying the physically given structure
into the standard observable model in both the observed response and the
Adaptive Kalman Filter (AKF), a so-called Generalized Residual (GR) is
constructed equaling the mismatch between the adaptive and the optimal
filter state estimates plus an AKF-independent noise component. By virtue
of this modification, the GR mean square becomes a new model proximity
criterion for these filters. Minimizing this criterion via conventional practi-
cal optimization methods produces exactly the same result (AKF = OKF)
as would be obtained by minimizing the theoretical criterion being, unfortu-
nately, inaccessible to any AKF numerical optimization methods. The article
presents a detailed step-by-step procedure explaining the above solution in
terms of a parameterized transfer function. For the sake of clarity and for
stimulating real world applications of the approach, the article employs the
transfer function model of a twisted-pair line in a typical xDSL system. The
implementation challenges of theoretical provisions of the method are dis-
cussed. The issue of extending the proposed approach to the problems of
identifying linear models for nonlinear systems is outlined in the directions
for further research.

Keywords: LTI model, complete observability, Kalman filter, adaptive fil-
ter, indirect performance index, implementation challenges.
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Transfer function identification by minimizing the adaptive vs. optimal filter state estimates mismatch

1. Introduction. The theory and practice of system identification (SI) in
their more than half a century of history have received a powerful development
reflected in hundreds of thousands of scientific publications around the world. As
Gianluigi Pillonetto and Lennart Ljung note in their recent paper [1], ‘Despite
its long history, such research area is still extremely active.’ Indeed, even in a
nonlinear setting, research is being done on how to deal with the presence of
nonlinear distortions in systems by using linear SI techniques [2].

The abundance of publications in this field signaled the need for some serious
cleanup work in order to single out the truly independent concepts. According
to Ljung, in SI there are two independent and universal key concepts: the choice
of a Parametric Model Structure, PMS, and the choice of a Model Proximity
Criterion, MPC, the latter is the criterion of fit indicating erroneousness of a
model with respect to a target [3]. Looking generally at what takes us in the
identification process from observed data to a validated model, there are four
main components: ‘(1) The data itself, (2) The set of candidate models, (3) The
suitability criterion, and (4) The validation procedure’ [4].

Indeed, at the heart of SI—or, in the modern AI terminology, of system math-
ematical model machine learning—is the principle of fitting the response data
of an adaptive predictive model to the data of the real system response, which
actually exists as a ‘black box,’ under conditions of the same excitatory (learning
or training) input for them, by some predefined cost function. Nevertheless, the
question of interest remains: Given the PMS, HOW to use the available data to
predefine the MPC ?

In the SI community, the impressive Prediction Error Framework, PEF, [5]
reflects a generally accepted understanding of this issue. Such a view has been
expressed [6] on more than one occasion: ‘All existing parameter identification
methods can be seen as special cases of this prediction error framework.’ At that,
existing PEF methods fit the adaptive model in the system response space, not
in the state space. This is due to the fact that the useful concept of ‘state space’
is intended for purely theoretical work to formulate and minimize the system
model optimality criterion, which we call direct performance index, DPI. This
limiting feature is generated by the certainty that it is impossible to overcome the
obvious barrier, namely, the inaccessibility of state space elements in explicit form
and, hence, of DPI. In fact, DPI cannot be accepted as MPC for identification
algorithms.

Putting this barrier overcoming on the agenda, this article proposes an alter-
native solution to the HOW question posed above. That is, in formulating the
research question, the intention here is to form an Indirect Performance Index,
IPI, and then organize the minimization of IPI so that it is equivalent to mini-
mizing the discrepancy between the internal states of the adaptive model that is
available, and the internal states of the optimal model, which is only theoretically
known as Optimal Kalman Filter, OKF, but is not accessible because of param-
eter uncertainty and, moreover, is sought as the target result of the parametric
optimization of the Adaptive Kalman Filter, AKF.

Thus, the alternative approach considered in this paper should, as is conceiv-
able, minimize the discrepancy between the AKF and OKF state estimates. This
would be reasonable, since the notion of ‘state’ is intended to exhaustively charac-
terize the behavior of an object. Moreover, such minimization, if implemented in
practice, corresponds one-to-one to a theoretically optimal filter designing. This

545



S emu s h i n I. V.

feature prevents the SI algorithm deviating from theoretical results of the OKF
design and, therefore, from the bias errors inherent in some other SI methods.

To make such a solution feasible, the real system observed output is repre-
sented as if it were generated by the desired but hidden from us optimal filter
rather than the given physically structured system. In the interest of realizing
such a conceptual vision, the system is supposed to be completely observable
to gain access to the ability to change the basis of the system’s internal states
formally without changing its input-output description, which is called the trans-
fer function, TF, in the class of linear time-invariant, LTI, systems the article
addresses to.

Building an LTI model for a dynamic system is usually being made either in
the frequency domain (by a TF) or in time domain (by differential or difference
equations) [7] to answer the challenge of reducing model uncertainty. The LTI SI
theory and practice have reached a high degree of maturity and are frequently used
in many disciplines where an object of interest exists, for example, in mechanical
[8], electrical [9], electronic [10], chemical [11], civil [12], and even in biomedical
[13, 14] applications. Besides, the point is that the object of interest for which
it is necessary to parameterize the model in the form of TF can be not real,
but fictitious. The most striking example of this is the construction of a dummy
filter forming a model stationary random process from a white-noise process,
which should approximate by its correlation function the experimental correlation
function of a real process in a real system. An example may be identification of a
parameterized instrumental errors model of a multi-component inertial navigation
system [15].

The novelty of this article is that it encourages the application of the ap-
proach in the real world where it has not previously been considered. As an
original example and for clarity, it uses the twisted-pair model in a typical Digital
Subscriber Line, xDSL system [16]. As known, there exists a computational cost
reduction challenge to solve the crosstalk precoding problem and this problem
cannot be solved without knowing the direct and cross channel TFs, DCTFs and
CCTFs [17]. There are several solutions to this engineering task in the literature of
recent years, to exemplify [18–23]. Most of them are similar in that they propose
to estimate channel TFs in the frequency domain, which is quite understandable
since TF itself is a function of signal frequency and is to be known for each tone
to eliminate the crosstalk phenomenon. Such methods of TF estimation narrow
the field of their possible application, reducing it to the xDSL technology, where
they are recognized to be effective. In contrast, this work proceeds from the fact
that the problem of TF estimation can be solved in a more general formulation,
considering it as a problem of parametric LTI model identification for a dynamic
system in the state space time domain.

This article addresses the following research issues.
¬ First, we intend to overcome the obvious problem that the state vector of

a dynamical system is unattainable explicitely, or, put this differently, is
beyond of reach in a perfectly measured form, just as a signal disturbed by
noise in filtering problems is, by definition, immeasurable in a pure form. The
same applies to optimal state estimators, since the optimal filter remains
machine-unrealizable or, put it tentatively, covert in the mesurement data
until the necessary parameters are identified.

­ The solution to overcome this unattainability barrier in [24] considered indi-
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vidual cases of a’priori uncertainty level constraints under which the solution
works. We aim to show that this solution is in fact feasible with no limita-
tions on the size of a’priori parametric uncertainty of the system model. We
must make sure that this method of solution makes it universally applica-
ble under the only unencumbered condition: the LTI model under study is
completely observable and can be considered adequate to reality. We want
to show that this quality of solution is achievable by converting the model
into a standard observable form, SOF, to gain a solution in a computer-
implementable tool.

® As for common xDSL applications, we have to check whether it is possible
to use time-domain formulas instead of traditional frequency-domain for-
mulations to estimate the DCTFs or CCTFs, and show how to do so for any
frequency (or tone) of interest in the channel operating frequency range.

¯ Further, to organize the computational process with its numerical robust-
ness and also to translate all decisions into a software design, reasonable
suggestions are needed.

° Finally, a determination has to be made about the novelty of this work in
terms of its results, advantages, and limitations, and concerning objectives
of further research in the proposed direction.

Consideration of these issues constitutes the main content of this article. Sec-
tion 2 is devoted to an illustrative example for which the IPI-based LTI sys-
tem identification method may be of practical interest. Section 3 presents a for-
mal statement of the problem with two generalizations. Section 4 explains a de-
tailed procedure of how to identify a parametric OKF estimator in terms of a
parametrized TF. Section 5 discusses three practical challenges associated with
implementing the solution: (1) organizing the computation time; (2) ordering the
computation in terms of its numerical robustness; and (3) scheduling the work
for a software project. The final Section 6 summarizes the work, describes the
limitations, and outlines possible research on the approach.

2. An illustrative example. Only within this example, symbol 𝑓 is to desig-
nate the signal frequency in the electronic 𝑅s𝐿s𝐺s𝐶s-circuit of Fig. 1 that mimics
a very short—of length Δ𝑙—section of a twisted-pair line in the typical xDSL
system [17, Chapter II]. The circuit can help the DCTF evaluation for transmis-
sion line of 𝑙 full length. Primary transmission line parameters are 𝑅 = 𝑅(𝑓),
𝐿 = 𝐿(𝑓), 𝐺 = 𝐺(𝑓) and 𝐶 = 𝐶(𝑓) being functions of frequency 𝑓 can be seen
as expressed through the secondary cable parameters for standard twisted pairs
depending on cable diameter, material and design. Taking these values from [17,
p. 19] yields the parameters of a short section: the section resistance 𝑅s = 𝑅·Δ𝑙,
the section inductance 𝐿s = 𝐿·Δ𝑙, the section conductivity 𝐺s = 𝐺·Δ𝑙, and the
section capacitance 𝐶s = 𝐶·Δ𝑙.

Remark 1.The subscript s written in roman typestyle for lowercase index
should not to be confused with the below Laplace variable 𝑠. It serves to remind
that the quantity refers to a twisted pair section as shown in Fig. 1. The square
brackets below denote the dimensionality of physical quantities in units of SI.

The formula called Generalized Ohm’s Law (GOL) in the complex domain
defines the impedance of an electronic two-terminal element as across variable
(voltage) divided by through variable (current), both in terms of the Laplace
transform. When it is coupled with Kirchhoff’s Current and Voltage Laws (com-
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Figure 1. Line section of length Δ𝑙 for a twisted pair transmission line of full length 𝑙

monly shortened to KCL and KVL), one has a sufficient set of tools for analyzing
circuits. By writing KCL and KVL for the circuit in Fig. 1 (a), the equivalent
linear Two-Port Network (TPN) shown in Fig. 1 (b) is obtained, yielding the
following equations (1) in terms of the Laplace transform variables:[︂

𝑉1
𝐼1

]︂
=

[︂
𝐴(𝑠) 𝐵(𝑠)
𝐶(𝑠) 𝐷(𝑠)

]︂ [︂
𝑉2
𝐼2

]︂
,

𝐴(𝑠) , 1 + 𝐹s(𝑠); [𝐴(𝑠)] = 1,

𝐹s(𝑠) , (𝑅s + 𝑠𝐿s)(𝐺s + 𝑠𝐶s); [𝐹s(𝑠)] = 1,

𝐵(𝑠) , (𝑅s + 𝑠𝐿s); [𝐵(𝑠)] = Ω,

𝐶(𝑠) , (𝐺s + 𝑠𝐶s); [𝐶(𝑠)] = S ≡ Ω−1,

𝐷(𝑠) , 1.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(1)

Remark 2. In this notation, referring to variables and their transforms inter-
changeably, Laplace transforms are distinguishable by the use of an uppercase letter
or (in more detail) the complex-valued argument (𝑠 , 𝜎+j𝜔) with 𝜔, [𝜔] =Rad/s,
equaling angular velocity 2𝜋𝑓 and 𝑓, [𝑓 ] =s−1, meaning the frequency variable,
j ,

√
−1.

Define the dimensionless TF of a Δ𝑙-length line section as 𝑇s(𝑠) , 𝑉2/𝑉0.
Applying KVL yields 𝑉0 and KCL 𝐼1 in (2)

[︂
𝑉0
𝐼1

]︂
=

⎡⎣ 𝑉2 + [𝑍0 + (𝑅s + 𝑠𝐿s)]𝐼1
𝑉2/𝑍2⏟  ⏞  

𝐼2

+(𝐺s + 𝑠𝐶s)𝑉2⏟  ⏞  
𝐼3

⎤⎦ . (2)

It follows that 𝑇s(𝑠) is the quantity inverse to

1 + [𝑍0 + (𝑅s + 𝑠𝐿s)]
[︀
𝑍−1
2 + (𝐺s + 𝑠𝐶s)

]︀
.

Together with (1), it leads to (3)

𝑇s(𝑠) =
{︀
𝐴(𝑠) + 𝑍0

[︀
𝑍−1
2 +𝐶(𝑠)

]︀
+ 𝑍−1

2 𝐵(𝑠)
}︀−1

. (3)

From now on, consider a mathematically idealized experiment with, condi-
tion (i), a voltage source 𝑉0 connected to the section input thus assuming 𝑍0 → 0;
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and with, condition (ii), a voltmeter having a very large inner impedance 𝑍2 → ∞
connected to the section output to measure 𝑉2. In this scenario, 𝑇s(𝑠) → 𝑇s(𝑠) ,
𝐴−1(𝑠). 𝑇s(𝑠) is the section intrinsic transfer function, SITF, we are interested in
to move closer to the reality of xDSL multi-user transmission, xDSL–MUT.

As known from [17, Chapters II and III], the DCTF denoted by 𝐻(𝑓, 𝑙) is
frequency-dependent and changes with the cable length 𝑙. When the transmission
line is connected to a source 𝑉𝑆 with source impedance 𝑍𝑆 and terminated with
load impedance 𝑍𝐿, this 𝐻(𝑓, 𝑙) is expressed by (4)

𝐻(𝑓, 𝑙) =
𝑍𝑆 + 𝑍𝐿

(𝑍𝑆 + 𝑍𝐿)cosh(𝛾𝑙) + 𝑍⋆
⋆sinh(𝛾𝑙)

𝑍⋆
⋆ , 𝑍⋆ +

𝑍𝑆 · 𝑍𝐿

𝑍⋆

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (4)

through the characteristic line impedance 𝑍⋆ defined as

𝑍⋆ ,

√︃
𝑅+ j2𝜋𝑓𝐿

𝐺+ j2𝜋𝑓𝐶
(5)

and the propagation constant 𝛾 , 𝛾(𝑓) calculated by

𝛾(𝑓) =
√︀

(𝑅+ j2𝜋𝑓𝐿)(𝐺+ j2𝜋𝑓𝐶). (6)

If the line terminates ideally at 𝑍⋆ (5), so that 𝑍𝐿 = 𝑍⋆ = 𝑍𝑆 , the channel transfer
function simplifies [17, Chapters II and III] to

𝐻(𝑓, 𝑙) = 𝑒−𝛾(𝑓)·𝑙. (7)

Now, noticing a similarity between (6) and 𝐹s(𝑠) in (1), we obtain 𝐹s(𝑠) =
(Δ𝑙)2𝛾2(𝑠) after substitution 𝑠 = j2𝜋𝑓 . Hence

𝛾(𝑓) = (Δ𝑙)−1
√︁
[𝑇s(𝑠)]−1

⃒⃒
𝑠=j2𝜋𝑓

− 1. (8)

If one manages to evaluate the expression under the square root sign in (8) as
a complex-valued magnitude in dependence on frequency 𝑓 , then the problem is
solved for any 𝑓 value desired. Thus, the solution is to parametrically identify the
SITF, that is, 𝑇s(𝑠) to use it in (8) and then substitute in (7).

Remark 3. Everywhere, the fact that a value {·} is unknown and so is to be
estimated is reminded by the notation {̊·} with the overscript .̊ When moving later
to the solution, we change marking the estimated parameters to the commonly used
{̂·}, instead of true {̊·}.

Directly from equations (1) and/or Fig. 1 (a), the following expression

𝑇s(𝑠) =
�̊�0

𝑠2 + �̊�1𝑠+ �̊�0
(9)
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is obtained with the following three parameters

�̊�0 , 1/(𝐿s𝐶s), [̊𝑐0] = s−2,

�̊�0 , (𝑅s𝐺s + 1)/(𝐿s𝐶s) = 𝜔2
n, [̊𝑎0] = s−2,

�̊�1 ,
𝑅s

𝐿s
+
𝐺s

𝐶s
= 2𝜁𝜔n, [̊𝑎1] = s−1.

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (10)

Here are some intermediate values

𝜔n =
√︀
�̊�0, [𝜔n] = s−1,

𝜁 =
�̊�1

2
√
�̊�0
, [𝜁] = 1,

𝐷 = �̊�0 − �̊�21/4 = 𝜔2
n(1− 𝜁2), [𝐷] = s−2,

𝜒 =
�̊�1

2
√
𝐷

=
𝜁√︀

1− 𝜁2
, [𝜒] = 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(11)

introduced through the basic parameters (10) for further convenience, checking
𝜁2 < 1 for the literature obtainable secondary cable parameters [17, Table 2.1].

3. Problem statements. Given the specific case A with TF (9), good-quality
estimates are required for parameters (10) of the numerator and denominator of
this TF. In the most general case B, given an LTI ‘black-box’ as an 𝑛th order
ordinary differential equation (𝑛th order ODE), good-quality estimates are re-
quired for the numerator and denominator parameters of the corresponding TF.
The solution is sought for the below A and B cases.

A. Illustrative example (9). The DSL environment is a multi-user trans-
mission environment enabling a Central Office and the Customer Premises Equip-
ment (CPE) to communicate in the downstream (from the CO to the different
users) or in upstream (opposite) directions. The CO and the locally distributed
CPEs are connected via twisted pair lines, each line belonging to one user. The
twisted pairs are physically close to each other because they are bundled in a cable
binder. Electromagnetic coupling between lines results in mutual interferences at
all modems operating within the same cable [25]. These interferences known as
crosstalk channels must be mitigated or, better, canceled.

Of two different kinds of crosstalk, namely near-end crosstalk (NEXT) and
far-end crosstalk (FEXT), the latter represents the largest performance limiter in
the xDSL system. A variety of suggestions have been made to reduce the impact
of FEXT.

Most DSL and discrete multi-tone transmission (DMT) scenarios use the
decomposition-based zero-forcing precoding (DBZF) to deal with FEXT. In DBZF,
the transmit vector signal is pre-perturbed by the [𝑁 × 𝑁 ] precoder matrix 𝑃
defined for each tone, where 𝑁 is the number of users. For each tone, this number
may be in thousands, matrix 𝑃 is the inverse of the normalized (i.e. unit-diagonal)
channel matrix 𝐻−1

norm. Formally, 𝐻norm is the channel matrix 𝐻 pre-multiplied
by matrix 𝐻−1

diag, the latter being a diagonal matrix composed of inverse transfer
coefficients of direct channels [16; 17, pp. 34–35]. Hence, for downstream transmis-
sion with efficient precoding, i.e. full crosstalk cancellation, it is necessary to know
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the channel [𝑁 × 𝑁 ] matrix 𝐻, which consists of the DCTFs (on the diagonal)
and crosstalk channel transfer functions, CCTFs (off the diagonal).

For a very short section (see Fig. 1), the generally accepted model DCTF is
given by formula (9). A large number of such DCTFs cascade to form a DCTF
of the entire line. It is shown in Fig. 2 with approximations d𝑅 , 𝑅·d𝑙 ≈ 𝑅s,
d𝐿 , 𝐿·d𝑙 ≈ 𝐿s, d𝐺 , 𝐺·d𝑙 ≈ 𝐺s, and d𝐶 , 𝐶·d𝑙 ≈ 𝐶s, 𝑖𝑜𝑢𝑡 = 𝑖𝑖𝑛 + d𝑖𝑖𝑛
and 𝑣𝑜𝑢𝑡 = 𝑣𝑖𝑛 + d𝑣𝑣𝑛, given Δ𝑙 ≈ d𝑙. Therefore, the resulting DCTF will be
of a higher order, while remaining a proper fractional-rational function of 𝑠. As
for the CCTF, solutions for its modeling include various approaches that have a
solid physics basis but high computational complexity [17, p. 28]. Nevertheless,
the adopted CCTF model does not escape the proper fraction form we move to
now.

Figure 2. Equivalent lumped 𝑅𝐿𝐶𝐺-circuit of a 2-wire transmission line

B. General case. In the most general form, the transfer function of a channel
to the 𝑗th output from the 𝑖th input is defined as follows:

𝑇𝑗𝑖(𝑠) =
�̊�𝑚𝑠

𝑚 + �̊�𝑚−1𝑠
𝑚−1 + · · ·+ �̊�1𝑠+ �̊�0

𝑠𝑛 + �̊�𝑛−1𝑠𝑛−1 + · · ·+ �̊�1𝑠+ �̊�0
(12)

where 𝑚+𝑛+1 < 2𝑛+1 parameters may be unknown. With (12), a DSL system
is thought of as a MIMO—specifically, [𝑁 ×𝑁 ]—system, for which the crosstalk
is modeled as an input rather than noise and the acronym MIMO stands for
Multiple-Input Multiple-Output (Fig. 3).

Thus, the 𝑖th input 𝑈𝑖(𝑠) causes a direct response 𝑧𝑖 on the (𝑗 = 𝑖)th output
and creates crosstalk contributions 𝑧𝑗 on all other, (𝑗 ̸= 𝑖)th outputs, plus an
external noise 𝑉𝑗(𝑠) in every 𝑗th channel:

𝑌𝑗(𝑠) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑇𝑗𝑖(𝑠)𝑈𝑖(𝑠) + 𝑉𝑗(𝑠), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁. (13)

The fact we are seeking to solve the inverse problem of recovering (12) from
(13) dictates the only possible identification scenario (cf. Fig. 3): feed only one,
namely 𝑖th input 𝑈𝑖(𝑠) per single, namely 𝑖th identification session, into the MIMO
system:

𝑌𝑗(𝑠) = 𝑇𝑗𝑖(𝑠)𝑈𝑖(𝑠) + 𝑉𝑗(𝑠), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁. (14)
(As for the uppercase variables notations in (13) and (14), cf. Remark 2.) The
time of each 𝑖th session (14) needs to be spent to determine the 𝑖th column
𝑇 (𝑠)(·,𝑖) = [𝑇𝑗𝑖(𝑠)], 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 of matrix 𝑇 (𝑠) , [𝑇𝑗𝑖(𝑠)], and the whole
scenario will require repeating 𝑁 sessions: 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 as in (14).

4. Problem solution framework. Focusing the research on the class of
linear constant-coefficient ODEs to describe the wide range of LTI dynamical
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Figure 3. The distributed MIMO channel estimation structure. Legend: CE – Channel Estima-
tion; SCO – System Central Office; SI – System Information; CI – Channel Information; CPE –

Customer Premises Equipment; 𝑁 – the number of customers, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁

systems, we first state that the choice of the excitation signal 𝑢𝑖(𝑡) (cf. Fig. 3)
is extremely important for parameter system identification. Gaussian white-noise
random excitations 𝑤(𝑡) are very popular among practitioners because they seem
to be simple to design. We also stick to this choice, assuming 𝑢𝑖(𝑡) ≡ 𝑤𝑖(𝑡). How-
ever, using random-phase multisines for 𝑢𝑖(𝑡) is also possible, given the design of
the amplitude spectrum of the multisine is such that the equivalence between the
random-phase multisine and the Gaussian random noise concerning the system
behavior is guaranteed. Such signals are known as Riemann-Equivalent Excita-
tion Signals, REESs [2, p. 44]. Using random input excitations makes the system
output under study a stochastic process.

4.1. Cauchy form ODE system. Since there is no uniformity in the struc-
ture of matrices for the general Cauchy form and little else can be said about this
form without additional knowledge of the particular dynamical system, we assume
that the output, i. e. measurement data are generated by a completely observable
physical system whose observability index is designated 𝑝. Hence, we focus the
attention on the SOF among the known three standard system forms [26, pp. 28–
32]. The SOF provides a sort of unified approach to TFs of general form (12), not
just (9). Besides, using SOF is beneficial to the below solution.

Given (9), using the notation mentioned in Remark 3 yields the following
system of equations

𝑑

𝑑𝑡

[︂
𝑥1
𝑥2

]︂
=

[︂
0 1

−�̊�0 −�̊�1

]︂
⏟  ⏞  

𝐹

[︂
𝑥1
𝑥2

]︂
+

[︂
0
�̊�0

]︂
⏟  ⏞  

Γ̊

𝑤(𝑡)
(15)

with 𝑤(𝑡) as a stationary input voltage 𝑣1(𝑡) (cf. Fig. 1). Let 𝑤(𝑡) be REES, that
is Riemann-equivalent to the Gaussian white-noise excitation with the correlation
function 𝑅𝑤𝑤(𝜏) = 𝑄𝛿(𝜏) in terms of Dirac’s delta function 𝛿(𝜏) with some 𝑄 > 0,
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[𝑄] = V2· s where 𝑄 is possibly given. Next, assume that the output voltage
𝑣2(𝑡) ≡ 𝑥1(𝑡) is measured with random error 𝑣(𝑡) of Gaussian type with correlation
function 𝑅𝑣𝑣(𝜏) = 𝑅𝛿(𝜏), 𝑅 > 0, [𝑅] = V2· s, to obtain the measurement data as

𝑦(𝑡) = [ 1 0 ]⏟  ⏞  
𝐻

[︂
𝑥1
𝑥2

]︂
+ 𝑣(𝑡). (16)

SOF model (15)+(16) corresponds to conditions (𝑖) and (𝑖𝑖) of the experiment
above mentioned on page 549. Its characteristic polynomial �̊�(𝑠) , 𝑠2 + �̊�1𝑠+ �̊�0
has the discriminant −𝐷 < 0. Besides, 𝑇s(𝑠) = 𝐻Φ̊s(𝑠)̊Γ with Φ̊s(𝑠) = (𝐼𝑠−𝐹 )−1,
in matrix notation. The inverse Laplace transform of Φ̊s(𝑠) yields the continuous-
time state transition matrix

𝜑(𝑡) =

[︂
𝜑11(𝑡) 𝜑12(𝑡)
𝜑21(𝑡) 𝜑22(𝑡)

]︂
(17)

with its entries

𝜑11(𝑡) = 𝑒−𝜁𝜔n𝑡
[︁
cos(𝑡

√
𝐷) + 𝜒sin(𝑡

√
𝐷)
]︁
,

𝜑12(𝑡) = 𝑒−𝜁𝜔n𝑡 1√
𝐷
sin(𝑡

√
𝐷),

𝜑21(𝑡) = −𝜔2
n𝜑12(𝑡),

𝜑22(𝑡) = 𝑒−𝜁𝜔n𝑡
[︁
cos(𝑡

√
𝐷)− 𝜒sin(𝑡

√
𝐷)
]︁
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(18)

Given (12), it leads to the general SOF⎡⎢⎢⎢⎢⎣
�̇�1
�̇�2
...

�̇�𝑛−1

�̇�𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

−�̊�0 −�̊�1 · · · −�̊�𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

𝐹𝑗𝑖

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥1
𝑥2
...

𝑥𝑛−1

𝑥𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
�̊�1
�̊�2
...

�̊�𝑛−1

�̊�𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⏟  ⏞  

Γ̊𝑗𝑖

𝑤(𝑡),

𝑦(𝑡) = [ 1 0 · · · 0 0 ]⏟  ⏞  
𝐻

𝑥(𝑡) + 𝑣(𝑡)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
instead of (15)+(16), where �̊�1, �̊�2, . . . , �̊�𝑛 satisfy the following equation⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
...
0
�̊�𝑚
...
�̊�0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 · · · 0 0
�̊�𝑛−1 1 0 · · · 0 0
�̊�𝑛−2 �̊�𝑛−1 1 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

�̊�2 �̊�3 · · · �̊�𝑛−1 1 0
�̊�1 �̊�2 · · · �̊�𝑛−2 �̊�𝑛−1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

�̊�1
�̊�2
�̊�3
...

�̊�𝑛−1

�̊�𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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and 𝐹𝑗𝑖 is the Frobenius companion matrix for the characteristic polynomial
�̊�(𝑠) , 𝑠𝑛 + �̊�𝑛−1𝑠

𝑛−1 + · · ·+ �̊�1𝑠+ �̊�0 of (12). Acting as before (17) yields the
check relation 𝑇𝑗𝑖(𝑠) = 𝐻Φ̊𝑗𝑖(𝑠)̊Γ𝑗𝑖, in which Φ̊𝑗𝑖(𝑠) = (𝐼𝑠− 𝐹𝑗𝑖)

−1 serves to find
𝜑𝑗𝑖(𝑡) as the inverse Laplace transform of Φ̊𝑗𝑖(𝑠), quite similar to (17). Check: the
𝑇𝑗𝑖(𝑠) thus found must coincide with (12).

Remark 4. What will be done in the next Subsec. 4.2. and Subsec. 4.3 based on
the preceeding Subsec. 4.1 for the illustrative example given in (9) can be repeated
similarly for the general case given by (12), furnishing the results with the subscript
𝑗𝑖. We omit these details and 𝑗𝑖 subscripts due to the obviousness of the technique.
We also omit subscript s as is done at the transition to (17).

4.2. Discrete-time model (DTM). Belonging of {·} to the discrete-time
model is indicated below by the subscript d as in {·}d. Before making the change, it
is necessary to reasonably choose the sampling interval 𝑇 . Obviously, the sampling
rate 1/𝑇 must be much higher than the natural frequency 𝑓n , 1/𝑇n = 𝜔n/(2𝜋)
of the system to be able to track the system behavior. This requirement means
𝑇𝑓n ≪ 1. From the other side, 𝜁2, cf. (11), must remain less than one for the
consideration to stand. As a result, requirement 𝑇 ≪ 𝑇n in the transition to the
discrete-time model means that parameter

𝑑 , 𝑒−𝜁𝜔n𝑇 (19)

appearing in (18) at 𝑡 = 𝑇 must lie within the sufficiently wide boundaries of
inequality 𝑒−2𝜋 ≪ 𝑑 < 1, that is be less than one, but possible insignificantly less.

Given (9) and its continuous-time model (15)+(16), the DTM

𝑥(𝑡𝑖+1) = Φ̊d𝑥(𝑡𝑖) + 𝑤d(𝑡𝑖), Φ̊d , 𝜑(𝑇 ),

𝑦(𝑡𝑖) = [ 1 0 ]⏟  ⏞  
𝐻

𝑥(𝑡𝑖) + 𝑣d(𝑡𝑖)

⎫⎪⎬⎪⎭ (20)

yields by the standard method [26]. Here it is checked that (20) is observable with
the observability index 𝑝 = 𝑛 = 2 and has physical dimentionalities [𝑥1(𝑡𝑖)] = V,
[𝑥2(𝑡𝑖)] = V· s−1. The discrete white-noise 𝑤d(𝑡𝑖) in (20) is a zero-mean process

𝑤d(𝑡𝑖) ,
∫︁ 𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

𝜑(𝑡𝑖+1 − 𝜏 )̊Γd𝛽(𝜏)

definded via the Brownian motion 𝛽(𝑡) related formally with 𝑤(𝑡) in its differential
𝑑𝛽(𝜏) , 𝑤(𝜏)𝑑𝜏 . The covariance [2× 2]-matrix of 𝑤d(𝑡𝑖) is [26]

𝑄d ,
∫︁ 𝑡𝑖+1

𝑡𝑖

𝜑(𝑡𝑖+1 − 𝜏 )̊Γ𝑄Γ̊T𝜑T(𝑡𝑖+1 − 𝜏)d𝜏. (21)

For the illustrative example (cf. 550), four entries of (21) are calculated directly
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using (10) and (11); the result is in

𝑞11 =
�̊�20𝑄

4𝜁𝜔3
n

[︀
1−

(︀
𝑑2 + 2𝜒

√
𝐷𝜑11(𝑇 )𝜑12(𝑇 )

)︀]︀
,

𝑞12 =
�̊�20𝑄

2
𝜑212(𝑇 ) = 𝑞21,

𝑞22 =
�̊�20𝑄

4𝜁𝜔n

[︀
1−

(︀
𝑑2 − 2𝜒

√
𝐷𝜑12(𝑇 )𝜑22(𝑇 )

)︀]︀
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(22)

Remark 5. Calculations like (22) are technically trivial, so they are omitted
here. They may seem complicated if done manually. Manual work can be avoided
by using Maple to obtain the result quickly, easily and accurately. Additionally,
although dimensionality analysis does not guarantee the correctness of result, it
can be an auxiliary tool as in this case: [𝑞11] = V2, [𝑞12] = V2· s−1, [𝑞22] = V2· s−2.

To finalize formulating DTM, it is worth going from 𝑤d(𝑡𝑖) to a dimensionless
vector quantity 𝜉d(𝑡𝑖) for which 𝑤d(𝑡𝑖) , �̊�d𝜉d(𝑡𝑖) with a matrix �̊�d such that
𝑄d = �̊�d�̊�

T
d by the lower triangular Cholesky decomposition [27, p. 40]. From (22),

𝑙11 =
√
𝑞11, [𝑙11] = V,

𝑙21 = 𝑞12/𝑙11, [𝑙21] = V · s−1,

𝑙22 =

√︁
𝑞22 − 𝑙21

2, [𝑙21] = V · s−1

(23)

being three non-zero real-valued entries of [2× 2]-matrix �̊�d. The model (20) now
takes the final form

𝑥(𝑡𝑖+1) = Φ̊d𝑥(𝑡𝑖) + �̊�d𝜉d(𝑡𝑖), Φ̊d , 𝜑(𝑇 ),

𝑦(𝑡𝑖) = [ 1 0 ]⏟  ⏞  
𝐻

𝑥(𝑡𝑖) + 𝑣d(𝑡𝑖).

⎫⎪⎬⎪⎭ (24)

As a result, the discrete white sequence 𝜉d(𝑡𝑖) in (24) has the unit covariance ma-
trix, and the measurement discrete white sequence 𝑣d(𝑡𝑖) may have some unknown
covariance 𝑅d > 0. Vector �̊� ,

[︀
�̊�1 , �̊�0

⃒⃒
�̊�2 , �̊�0

⃒⃒
�̊�3 , �̊�1

⃒⃒
�̊�4 , 𝑄

⃒⃒
�̊�5 , 𝑅d

]︀T.
Vector 𝜃 ,

[︀
𝜃1 , 𝑐0

⃒⃒
𝜃2 , �̂�0

⃒⃒
𝜃3 , �̂�1

⃒⃒
𝜃4 , �̂�

⃒⃒
𝜃5 , �̂�d

]︀T will be the estimator
for �̊�. The explicit dependence of the in (24) matrices on �̊� can be easily traced
from the above formulas.

4.3. Standard Observable Discrete-time Model (SODM). Turning back
to the general solution of the problem, case B, let us introduce

𝑀 ,
[︀
𝐻T

⃒⃒
(𝐻Φ̊d)

T
⃒⃒
· · ·
⃒⃒
(𝐻Φ̊𝑛−1

d )T
]︀T
,

the observability matrix for a linear 𝑛-dimensional one-way derivable DTM. It is
invertible as the observability index 𝑝 is supposed to equal 𝑛. Performing a nonsin-
gular basis transform in the state space by relation 𝑥⋆ ,𝑀𝑥, we obtain the Stan-
dard Observable Discrete-time Model, SODM, with Φ̊⋆ ,𝑀 Φ̊d𝑀

−1,𝐻⋆ , 𝐻𝑀−1,
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and �̊�⋆ ,𝑀�̊�d. Let us note that we use {⋆} as a superscript or subscript for any
magnitude {·} belonging to the SODM, keeping in mind that the transfer function
does not change when the basis changes nonsingularly. For this general case, notice
Remark 4. For the specific case of (20), (24), we obtain the following SODM:

𝑥⋆(𝑡𝑖+1) = Φ̊⋆𝑥
⋆(𝑡𝑖) + �̊�⋆𝜉d(𝑡𝑖),

𝑦(𝑡𝑖) = 𝐻⋆𝑥
⋆(𝑡𝑖) + 𝑣d(𝑡𝑖),

Φ̊⋆ ,𝑀 Φ̊d𝑀
−1 =

[︂
0 1

𝑑2 2𝑑 cos(𝑇
√
𝐷)

]︂
,

𝐻⋆ , 𝐻𝑀
−1 = [ 1 0 ],

�̊�⋆ ,𝑀�̊�d =

[︂
𝑙11 0

𝑙11𝜑11 + 𝑙21𝜑12 𝑙22𝜑12

]︂
,

𝜑11 , 𝜑11(𝑇 ), 𝜑12 , 𝜑12(𝑇 ), 𝜑22 , 𝜑22(𝑇 ).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(25)

Every SODM thus obtained has matrix Φ̊⋆ in the form of the Frobenius companion
matrix, and matrix 𝐻⋆ with its first element equal to 1 and the rest to zeros.

4.4. OKF as the Target Model (OKF-TM). Using the above technique
culminated in (25) and taking into account Remark 4, one obtains the following
unique Optimal Kalman Filter–Target Model, OKF-TM, in the SODM basis for
the general case arising from (12):

�̂�⋆(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) = Φ̊⋆�̂�
⋆(𝑡𝑖|𝑡𝑖) ,

�̂�⋆(𝑡𝑖|𝑡𝑖) = �̂�⋆(𝑡𝑖|𝑡𝑖−1) +𝐾⋆𝜈(𝑡𝑖|𝑡𝑖−1) ,

}︃
(26)

together with

𝑦(𝑡𝑖) = 𝐻⋆�̂�
⋆(𝑡𝑖|𝑡𝑖−1) + 𝜈(𝑡𝑖|𝑡𝑖−1),

𝜈(𝑡𝑖|𝑡𝑖−1) , 𝑦(𝑡𝑖)−𝐻⋆�̂�
⋆(𝑡𝑖|𝑡𝑖−1) is defined as

Innovation Sequence, IS,

𝐾⋆ = 𝑃−
⋆ 𝐻

T
⋆

(︀
𝐻⋆𝑃

−
⋆ 𝐻

T
⋆ +𝑅d

)︀−1
,

𝑃−
⋆ = Φ̊⋆

[︀
𝑃−
⋆ −𝐾⋆𝐻⋆𝑃

−
⋆

]︀
Φ̊T
⋆ + �̊�⋆�̊�

T
⋆ .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(27)

We aim for a parametric identification of the steady-state OKF-TM (26)+(27).
In this filter, 𝜈𝑡|𝑡−1 is a white-noise Gaussian sequence (WGS), and the last two
equations in (27) form a Discrete-time Algebraic Riccati Equation, DARE. Note
the IS behaves like an WGS because �̊� in (26)+(27) is assumed to be a true, albeit
unknown, real parameter vector of some dimension 𝑞: �̊� ∈ R𝑞.

Thus, algorithm (26)+(27) is a set of steady-state Kalman filter equations op-
timal for the true parameter �̊�. It is written under the unrealized assumption that
�̊� is known and that steady-state operation of this algorithm has been achieved
by a theoretically assumed numerically stable DARE solution.

Remark 6. The preceding contains the correct characterization of 𝜈(𝑡𝑖|𝑡𝑖−1)
provided that the mathematical model on which the filter (26)+(27) is based accu-
rately represents the real behavior of the system.
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Thus, we can imagine—and consider this representation fair reasonable and
therefore bearable—that the observed output 𝑦(𝑡𝑖) provided in fact by the real sys-
tem is as if were generated, very conventionally, by the target model, that is, by
the optimal Kalman filter, as presended in the first line of (27).

4.5. Concurrent Candidate Models (CCM). Since �̊� is unknown, one
can only use its estimated value 𝜃, which is located in some Θ space. Where the
object of interest exists with no specific constraints, the real-valued space Θ ≡ R𝑞

is formed by all possible values 𝜃[𝑗] of the estimator vector 𝜃. Here and below 𝑗

denotes the order number of value 𝜃 in some scanning trajectory over the space
Θ: 𝜃[𝑗] ∈ Θ, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝐽total, i.e. over an imaginary set of Concurrent Can-
didate Models, CCM. The CCM set plays the role of Machine Learning Models
if one prefers to use Machine Learning terminology. When implementing a nu-
merical iterative filter optimization method capable of sequentially converging to
the OKF-TM (26)+(27), 𝑗 has the meaning of the method step number, since
it is common to test suboptimal models sequentially, their total number 𝐽total,
even if we admit, quite theoretically, the possibility of testing them in parallel
(i.e. synchronously). It is important that in both variants, sequential or parallel,
of the target model (26)+(27) identification, it is possible and even expedient to
base the work on the same observational data 𝑦(𝑡𝑖) supplied (conditionally as said
in Remark 6) by the target model (26)+(27), using processing and analyzing the
responses to these data of the suboptimal models under test as candidates for the
role of the target, that is, optimal, model.

Assuming that 𝜃 has taken a particular 𝜃[𝑗] value in Θ, imagine that instead
of optimal Kalman filter (26)+(27), we have managed to implement a suboptimal
steady-state Kalman filter we refer to as 𝑗th Standard Observable Kalman Filter,
the 𝑗th SOKF, or SOKF(𝜃[𝑗]), for short. The latter is the 𝑗th candidate model

𝑔⋆𝑗 (𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) = Φ̂⋆𝑗𝑔
⋆
𝑗 (𝑡𝑖|𝑡𝑖) ,

𝑔⋆𝑗 (𝑡𝑖|𝑡𝑖) = 𝑔⋆𝑗 (𝑡𝑖|𝑡𝑖−1) + �̂�⋆𝑗𝜂𝑗(𝑡𝑖|𝑡𝑖−1) ,

𝑦(𝑡𝑖) = 𝐻⋆𝑔
⋆
𝑗 (𝑡𝑖|𝑡𝑖−1) + 𝜂𝑗(𝑡𝑖|𝑡𝑖−1),

𝜂𝑗(𝑡𝑖|𝑡𝑖−1) , 𝑦(𝑡𝑖)−𝐻⋆𝑔
⋆
𝑗 (𝑡𝑖|𝑡𝑖−1) is defined as

the 𝑗th Residual Sequence, RS𝑗 ,

�̂�⋆𝑗 = 𝑃−
⋆𝑗𝐻

T
⋆

(︀
𝐻⋆𝑃

−
⋆𝑗𝐻

T
⋆ + �̂�d𝑗

)︀−1
,

𝑃−
⋆𝑗 = Φ̂⋆𝑗

[︀
𝑃−
⋆𝑗 − �̂�⋆𝑗𝐻⋆𝑃

−
⋆𝑗

]︀
Φ̂T
⋆𝑗 + �̂�⋆𝑗 �̂�

T
⋆𝑗

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(28)

with Φ̂⋆𝑗 , Φ̂⋆(𝜃[𝑗]), �̂�d𝑗 , �̂�d(𝜃[𝑗]), and �̂�⋆𝑗 , �̂�⋆(𝜃[𝑗]). The model is intended to
participate in testing to come as close as possible to the optimal filter (26)+(27),
provided that the target model is also in the CCM set.

However, what does it mean: ‘we have managed to implement (28) ?’ In the real
case scenario, this means that when trying to test candidate models sequentially,
i.e. SOKF(𝜃[𝑗]) after SOKF(𝜃[𝑗 − 1]), SOKF(𝜃[𝑗 + 1]) after SOKF(𝜃[𝑗]), and so
on, we must solve DARE, i.e. the last two equations in (28) at each such step.
Doing this job iteratively for each SOKF(𝜃[𝑗]), we introduce the local notation
(𝑖) for the iteration number, (𝑖) = (0), (1), . . . , (𝐼DARE), where 𝐼DARE denotes the
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final iteration number, and compute as follows, labeling the computed quantities
with 𝑗:

𝑃−
⋆𝑗(0)

= 𝑃−
⋆𝑗−1(𝐼DARE+1) (29)

and then
�̂�⋆𝑗(𝑖) = 𝑃−

⋆𝑗(𝑖)
𝐻T

⋆

(︀
𝐻⋆𝑃

−
⋆𝑗(𝑖)

𝐻T
⋆ + �̂�d𝑗

)︀−1
,

𝑃−
⋆𝑗(𝑖+1) = Φ̂⋆𝑗

[︀
𝑃−
⋆𝑗(𝑖)

− �̂�⋆𝑗(𝑖)𝐻⋆𝑃
−
⋆𝑗(𝑖)

]︀
Φ̂T
⋆𝑗 +

�̂�⋆𝑗 �̂�
T
⋆𝑗 , (𝑖) = (0), (1), . . . , (𝐼DARE).

(30)

The final value �̂�⋆𝑗(𝐼DARE) should be used as �̂�⋆𝑗 in the second equation of (28),
that is, �̂�⋆𝑗 := �̂�⋆𝑗(𝐼DARE), and the final value 𝑃−

⋆𝑗(𝐼DARE+1) as the starting point

𝑃−
⋆𝑗+1(0)

= 𝑃−
⋆𝑗(𝐼DARE+1) by the (29) type but now for the SOKF(𝜃[𝑗 + 1]) at

the (𝑗 + 1)th optimization step if any, over the CCM set. ‘Real-case scenario’
means that these Riccati iterations should be stopped at 𝐼DARE when a reasonable
convergence criterion is satisfied. It also means that by the time of the final
iteration (𝑖) = (𝐼DARE) we assume that the so iterated filter (28) has reached the
desired steady-state operation defined by equations (28).

Iterations (30) may and should be performed on an accelerated time scale in
the form of known numerically robust algorithms, e.g. [28], for each value 𝑗, in
other words, at each 𝑗th step of the numerical approximation to the optimum,
that is to the target algorithm (26)+(27). This numerical optimization should be
performed by a single AKF scanning sequentially the elements of the theoretically
unbounded CCM set.

4.6. Predictors to form the AKF. We supplement the 𝑗th candidate model
(28) with the predictors and make them operate as follows:

𝑔⋆𝑗 (𝑡𝑖+ℎ|𝑡𝑖) , Φ̂⋆𝑗𝑔
⋆
𝑗 (𝑡𝑖+ℎ−1|𝑡𝑖)

𝑦𝑗(𝑡𝑖+ℎ|𝑡𝑖) , 𝐻⋆𝑔
⋆
𝑗 (𝑡𝑖+ℎ|𝑡𝑖)

}︃
ℎ = 1, 2, . . . , 𝑝 (31)

where 𝑝 is the total observability index of the system.
Remark 7. In an 𝑛-dimensional system with 𝑚 outputs, any ‘𝑖’th output of

𝑚 outputs can be assigned a partial observability index 𝑝𝑖. The sum of partial
observability indices is always equal to the dimensionality 𝑛 of the system if only
the system has the property of complete observability. The total observability index
𝑝 of the system is defined as the greatest of the partial indices. The case 𝑝 < 𝑛 is
possible if only 𝑚 > 1. In the problem under consideration,𝑚 = 1, therefore 𝑝 = 𝑛
elsewhere in what follows. Nevertheless, we distinguish between the notations 𝑝 and
𝑛, intending further work to extend the solution to the case where the number 𝑚
of system outputs exceeds one. Only then 𝑝 may occur less than 𝑛.

The fact that 𝑦𝑗(𝑡𝑖+ℎ|𝑡𝑖) in (31) and beyond depends on 𝜃[𝑗] can also be de-
noted by the subscript 𝜃[𝑗], bearing in mind the equivalence of the two possible
notations: 𝑦𝑗(𝑡𝑖+ℎ|𝑡𝑖) ≡ 𝑦𝜃[𝑗](𝑡𝑖+ℎ|𝑡𝑖), ℎ = 1, 2, . . . , 𝑝. In (32) that follows for the
case of (20)+(25) when 𝑝 = 2, the first line comes from (31) while the second equa-
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tion in (32) comes from the first three lines of the target expressions (26)+(27):[︂
𝑦𝑗(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)
𝑦𝑗(𝑡𝑖+2|𝑡𝑖)

]︂
=

[︂
𝐻⋆

𝐻⋆Φ̂⋆𝑗

]︂
𝑔⋆𝑗 (𝑡𝑖+1|𝑡𝑖),[︂

𝑦(𝑡𝑖+1)
𝑦(𝑡𝑖+2)

]︂
=

[︂
𝐻⋆

𝐻⋆Φ̊⋆

]︂
�̂�⋆(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) +

[︂
1 0

𝐻⋆Φ̊⋆𝐾⋆ 1

]︂ [︂
𝜈(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)
𝜈(𝑡𝑖+2|𝑡𝑖+1)

]︂
.

(32)

The composite (stackable) vectors opening expressions (32) in the specific case
𝑝 = 2 are to be redefined when turning to the general case. Their definitions
follow using notation 𝑝 for the total observability index:

𝑦𝜃[𝑗]

(︁
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1|𝑡𝑖

)︁
,
[︀
𝑦𝑗(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)

⃒⃒
· · ·
⃒⃒
𝑦𝑗(𝑡𝑖+𝑝|𝑡𝑖)

]︀T
,

𝑦
(︁
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1

)︁
,
[︀
𝑦(𝑡𝑖+1)

⃒⃒
· · ·
⃒⃒
𝑦(𝑡𝑖+𝑝)

]︀T
,

𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1 , (𝑡𝑖+1, 𝑡𝑖+2, . . . , 𝑡𝑖+𝑝) .

(33)

For the case of a single-output completely observable linear 𝑛-dimensional DTM,
we have 𝑝 = 𝑛. Thus, we obtain the advantages of changing to the SOF, viz.,[︀

𝐻⋆ (𝐻⋆Φ̂⋆𝑗 ) · · · (𝐻⋆Φ̂
𝑛−1
⋆𝑗 )

]︀T
= 𝐼,[︀

𝐻⋆ (𝐻⋆Φ̊⋆) · · · (𝐻⋆Φ̊
𝑛−1
⋆ )

]︀T
= 𝐼.

(34)

Equations (34) are true regardless of 𝑗 and the non-trivial entries in the Frobenius
matrices Φ̊⋆ as defined in (25) for (26) and Φ̂⋆𝑗 as commented for (28).

4.7. The generalized residual (GR). What follows is the general case of
using 𝑝 = 𝑛 in the key relations (34) as a result of computing these composite
(stackable) vectors:

𝑦𝜃[𝑗]
(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1|𝑡𝑖

)︀
= 𝐼 · 𝑔⋆𝑗 (𝑡𝑖+1|𝑡𝑖),

𝑦
(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1

)︀
= 𝐼 · �̂�⋆(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) +⎡⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · 0

𝐻⋆Φ̊⋆𝐾⋆ 1 · · · 0
...

...
. . .

...
𝐻⋆Φ̊

𝑝−1
⋆ 𝐾⋆ 𝐻⋆Φ̊

𝑝−2
⋆ 𝐾⋆ · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

𝜈(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)
𝜈(𝑡𝑖+2|𝑡𝑖+1)

...
𝜈(𝑡𝑖+𝑝|𝑡𝑖+𝑝−1)

⎤⎥⎥⎦ .
⏟  ⏞  

, 𝛿
[︁
𝜈
(𝑡𝑖+𝑝|𝑡𝑖+𝑝−1)

(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)

]︁
(�̊�)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(35)

Expressions (35), obtained at intervals equal to the system’s observability in-
dex 𝑝, show that the discrepancy between the system outputs 𝑦

(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1

)︀
and the

corresponding predicted data 𝑦𝜃[𝑗]
(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1|𝑡𝑖

)︀
both expressed in SODM terms, con-

tain a valuable but explicitly unavailable mismatch between the states �̂�⋆(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)
of the optimal filter (26)+(27), which is latently present in the discretely observed
system output in response to the learning excitation 𝑤(𝑡), and 𝑔⋆𝑗 (𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) being
computed at the 𝑗th iteration of SOKF(𝜃[𝑗]) (28)+(31).
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Remark 8. The mismatch of the optimal filter (26)+(27) compared to the
suboptimal filter (28)+(31) is the difference between the object state estimates
given by the optimal and suboptimal filters.

Naming the difference between the second and first lines in (33), or equally in
(35), the Generalized Residual, GR, calculated to be the (𝑛× 1) vector process

GR: 𝜀⋆
𝜃[𝑗]

(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1|𝑡𝑖

)︀
, 𝑦
(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1

)︀
− 𝑦𝜃[𝑗]

(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1|𝑡𝑖

)︀
∈ R𝑛 (36)

and introducing the notion of adaptive filter state estimation error, or better to
say, the concept of Adaptive vs. Optimal Filter State Estimation Mismatch,

AOFSEM: 𝑒⋆
𝜃[𝑗]

(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) , �̂�⋆(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)− 𝑔⋆𝑗 (𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) ∈ R𝑛 (37)

yields the key result:
Theorem 1. Let GR be calculated as (36) and AOFSEM, which does not have a

computer-manipulable representation, defined as (37). Based on the fact that the
Direct Performance Index

DPI , 𝒥 DPI
𝑡𝑖+1

(𝜃) , E
{︁⃦⃦
𝑒⋆
𝜃[𝑗]

(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)
⃦⃦2}︁ ∈ R1, (38)

or in other words, Expected Direct Cost Function, EDCF, is not explicitly available
to optimize the suboptimal filter (28)+(31), we introduce the Indirect Performance
Index

IPI , 𝒥 IPI
𝑡𝑖+𝑝

(𝜃) , E
{︁⃦⃦
𝜀⋆
𝜃[𝑗]

(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1|𝑡𝑖

)︀⃦⃦2}︁ ∈ R1, (39)

or in formal words, the Expected Indirect Cost Function, EICF. Then minimizing
the IPI (39) by any numerical optimization method in 𝜃 ≡ 𝜃[𝑗] ∈ Θ at each discrete
time 𝑡𝑖+𝑝 is equivalent to minimizing the DPI (38) in 𝜃 ≡ 𝜃[𝑗] ∈ Θ at time 𝑡𝑖+1:{︀

min𝜃 𝒥
IPI
𝑡𝑖+𝑝

(𝜃)
}︀

⇐⇒
{︀
min𝜃 𝒥

DPI
𝑡𝑖+1

(𝜃) = 0
}︀
. (40)

Proof. Given definitions (36) and (37), relations (35) show that

𝜀⋆
𝜃[𝑗]

(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1|𝑡𝑖

)︀
= 𝑒⋆

𝜃[𝑗]
(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) + 𝛿

[︁
𝜈
(𝑡𝑖+𝑝|𝑡𝑖+𝑝−1)

(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)

]︁
(�̊�)

with 𝛿
[︁
𝜈
(𝑡𝑖+𝑝|𝑡𝑖+𝑝−1)

(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)

]︁
(�̊�) defined in (35) being, first, independent of the estimated

value 𝜃 ≡ 𝜃[𝑗] ∈ Θ and, second, uncorrelated with error 𝑒⋆
𝜃[𝑗]

(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) (37) since

the stackable vector
[︁
𝜈
(𝑡𝑖+𝑝|𝑡𝑖+𝑝−1)

(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)

]︁
formed by the white-noise IS in (26)+(27) is

separated by one sample time interval 𝑇 from all preceding IS values that deter-
mine error 𝑒⋆

𝜃[𝑗]
(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) (37). It is this circumstance, together with the theoretical

fact that IS has the properties of a white-noise sequence, that entails statement

IPI = DPI +Const𝜃 , where Const𝜃 equals E

{︂⃦⃦⃦
𝛿
[︁
𝜈
(𝑡𝑖+𝑝|𝑡𝑖+𝑝−1)

(𝑡𝑖+1|𝑡𝑖)

]︁
(�̊�)
⃦⃦⃦2}︂

, a value
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independent of 𝜃 ≡ 𝜃[𝑗] ∈ Θ, which definitively proves statement (40). It is also
easy to verify that

𝑦𝜃[𝑗]
(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1|𝑡𝑖

)︀
= 𝑔⋆𝑗 (𝑡𝑖+1|𝑡𝑖) (41)

by virtue of the predictors (31) and first line in (34). 2

Remark 9. The data 𝑦
(︀
𝑡𝑖+𝑝
𝑖+1

)︀
defined in (33) and used in (36) does not de-

pend on 𝜃[𝑗], so only these measurement data can be collected and stored in com-
puter memory before running the method’s algorithm aimed at analyzing any
SOKF(𝜃[𝑗]) in terms of its state (behavior) closeness to that of the target optimal
filter and ability of further diminishing the mean square discrepancy between these
states.

5. Method implementation challenges. An attempt to implement the
given solution with its advantages poses several challenges concerning the organi-
zation of computation time, calculation sequence, and numerical stability. Let us
briefly discuss these challenges.

5.1. Computation time organization. As noted above, it is possible and
even expedient to calculate parameter estimates in the accelerated off-line mode,
that is, after the accumulation of measurement data in a database. We come to the
contents of the database having defined the function to be minimized as follows.

By shifting IPI (39) back by 𝑝 time points, we determine the Expected Indirect
Objective Function, EIOF,

𝑓(𝜃) , E
{︁⃦⃦
𝜀⋆
𝜃[𝑗]

(𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝)
⃦⃦2}︁ (42)

to be minimized in 𝜃 ∈ R𝑞. For practical work, we have to turn to the Averaged
Indirect Objective Function, AIOF (43)

𝐼𝑃𝐼 , 𝒥 IPI
𝑡𝑖≡𝑡𝑐𝑖

(𝜃[𝑗]) ,
1

𝑀 + 1

𝑀∑︁
𝑘=0

⃦⃦
𝜀
⋆(𝑘)

𝜃[𝑗]
(𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝)

⃦⃦2
, 𝑓𝑀 (𝜃 = 𝜃[𝑗]) (43)

considered as a real-valued function 𝑓𝑀 (𝜃 = 𝜃[𝑗]) to be minimized in parameter
𝜃 ∈ R𝑞 instead of (42), the latter being the shifted back EICF (39).

Remark 10. The use of the upper index (𝑘), 𝑘 = 0,𝑀 , 0, 1, . . . ,𝑀, from
(43) on as the sample number is especially justified when averaging 𝑀 +1 sample
paths of the process, if necessary. Otherwise, it is sufficient to let 𝑀 = 0 and so
release of using (𝑘). 𝑀 may be as large as desired positive integer number for better
averaging. We relate 𝑡𝑐𝑖 , the time the computer starts up to process the data, to the
real time 𝑡𝑖 by which the data is ready.

As seen from (43), each (𝑘)th 𝜀⋆(𝑘)
𝜃[𝑗]

(︀
𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝

)︀
-path must result from a one-to-

one time-mapping—no more than in the algorithmic computations computer-time
formal representation—of interval 𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝 to the real-time (𝑘)th segment

𝑡
𝑖(𝑘)
𝑖−𝑝+1 , {𝑡𝑖−(𝑘+1)𝑝+1, 𝑡𝑖−(𝑘+1)𝑝+2, . . . , 𝑡𝑖−(𝑘+1)𝑝+𝑝} , 𝑡𝑖−𝑘𝑝

𝑖−(𝑘+1)𝑝+1 ,

𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑀

}︃
(44)
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of a set of points. We imagine an entire record (𝑀 + 1)𝑝-length of all data

𝑦(𝑡𝑖𝑖−(𝑀+1)𝑝+1) ,
{︀
𝑦(𝑡𝑖−(𝑀+1)𝑝+1), 𝑦(𝑡𝑖−(𝑀+1)𝑝+2), · · · , 𝑦(𝑡𝑖−1), 𝑦(𝑡𝑖)

}︀
in the Measurement Data Base, MDB, as composed of (𝑀 + 1) portions (45)

𝑦(𝑘)
(︀
𝑡𝑖𝑖−𝑝+1

)︀
, 𝑦
(︀
𝑡𝑖−𝑘𝑝
𝑖−(𝑘+1)𝑝+1

)︀
, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑀 (45)

obtained in real time but referenced to the computer-time stackable 𝑝-vectors

𝑦(𝑘)
(︀
𝑡𝑖𝑖−𝑝+1

)︀
,
[︀
𝑦(𝑘) (𝑡𝑖−𝑝+1)

⃒⃒
𝑦(𝑘) (𝑡𝑖−𝑝+2)

⃒⃒
· · ·
⃒⃒
𝑦(𝑘)(𝑡𝑖)

]︀T
,

𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑀 .

}︃
(46)

Remark 11. The idea of notation (46) explained as regards the (𝑘)th sample
path 𝜀⋆(𝑘)

𝜃[𝑗]
(𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝) notation by relating the 𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝 interval—for the algo-

rithmic computations in computer-time—to the real-time segment (44) should be
clear below when applied to other quantities as well. One can always see how real-
time data, such as (45), relates to the same data, such as (46), when the latter
is stored in the MDB for further computer processing. Additionally, the upper in-
dex (𝑘) indicates that the (𝑘)th sample data is considered as being in the MDB.

Given (35), (36), and (37), let us write down all (𝑘)-sampled time-shifted
values

𝜀
⋆(𝑘)

𝜃[𝑗]

(︀
𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝

)︀
, 𝑦(𝑘)

(︀
𝑡𝑖𝑖−𝑝+1

)︀
− 𝑦

(𝑘)

𝜃[𝑗]

(︀
𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝

)︀
𝑘= 0, 1, . . . ,𝑀

(47)

of the GR, (36), stored in the MDB to compute 𝑓𝑀 (𝜃) and, respectively, all

𝑒
⋆(𝑘)

𝜃[𝑗]
(𝑡𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝) , �̂�

⋆(𝑘)(𝑡𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝)− 𝑔
⋆(𝑘)
𝑗 (𝑡𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝)

𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑀
(48)

AOFSEM, (37), to go from (43) to optimization algorithms.
According to Theorem 1, the (𝑘)th sample value (47) of the random vector

(36) varies, if we consider it in the Mean Square, MS, sense, by Const𝜃 remain-
ing constant during the numerical scanning—does not matter sequentially or in
parallel—of the parameter space Θ, from the (𝑘)th sample value (48) of the 𝑝-
points delayed random discrepancy (37) between (A) state �̂�⋆(𝑘)(𝑡𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝) of
the target optimal filter (26)+(27) and (B) state 𝑔⋆(𝑘)𝑗 (𝑡𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝) of the sub-
optimal filter (28), that is from the error committed by (B) if used as the 𝑗th
estimator of (A) based on the (𝑘)th sample data (45)≡(46). The theorem also
proves equation (41), which we use hereafter as the 𝑝-point delay for any (𝑘)th
sampling path thus obtaining (49)

𝑦𝜃[𝑗]
(︀
𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝

)︀
= 𝑔⋆𝑗 (𝑡𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝). (49)

Remark 12. The delay by (𝑘 + 1)𝑝 points of discrete time from the current
moment 𝑡𝑖 ≡ 𝑡𝑐𝑖 in (45), and in (47), (48) as well, if we relate (47), (48) to the
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real time, is irrelevant because of the stationarity assumption of the system under
study and the MS sense used.

Note in passing that, by virtue of Remark 7, vectors in the (𝑘)th sample defined
by expressions (45), (47), and (48) have dimension 𝑛, due to equality 𝑝 = 𝑛 in the
situation of scalar system output, 𝑚 = 1.

Assuming that the 𝜃 parameter has no explicit constraints, the unconstrained
optimization is applicable. The most straightforward way of doing this gives rise
to what is known as Newton’s method (50) [29, pp. 44–79]:

(a) solve 𝐺(𝜃[𝑗])Δ = −∇𝜃𝑓𝑀
(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗]

)︀
for vector Δ ;

(b) set 𝜃[𝑗 + 1] = 𝜃[𝑗] + Δ
(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗]

)︀
with Δ

(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗]

)︀
, Δ .

}︃
(50)

Hereafter, gradient operator is used as

∇𝜃(◇) ,
[︁

𝜕
𝜕𝜃1

(◇)
⃒⃒⃒
· · ·
⃒⃒⃒

𝜕
𝜕𝜃𝑟

(◇)
⃒⃒⃒
· · ·
⃒⃒⃒

𝜕
𝜕𝜃𝑞

(◇)
]︁T

≡
[︁
· · · 𝜕

𝜕𝜃𝑟
(◇) · · ·

]︁T
𝑟=1,𝑞

(51)

to be applied to each scalar element of vector or matrix (◇); if (◇) = 𝑓𝑀
(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗]

)︀
,

we have (50) with the matrix of second partial variables 𝐺(𝜃[𝑗]) known as Hessian
matrix and defined by ∇2

𝜃
𝑓T𝑀
(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗]

)︀
, ∇𝜃

(︀
∇𝜃𝑓𝑀

(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗]

)︀T)︀. When 𝑀 = 0,
(50) is treated as a pure stochastic approximation of Newton’s method.

The following gradient descent optimization

𝜃[𝑗 + 1] = 𝜃[𝑗]− 𝛾𝑗∇𝜃𝑓𝑀
(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗]

)︀
(52)

can be a reasonable alternative to (50) with a lower computational burden. It uses
a small enough step size 𝛾𝑗 ∈ R+ to guarantee 𝑓𝑀

(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗 + 1]

)︀
< 𝑓𝑀

(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗]

)︀
and thereby performs the transition to the next SOKF(𝜃[𝑗 + 1]), as shown in
Fig. 4 and mentioned in Subsec. 4.5 to test candidate models sequentially. In
this figure, the arcs directed by arrows from points 𝑡𝑖−𝑝+1, 𝑡𝑖−𝑝+2, and 𝑡𝑖 to 𝑡𝑖−𝑝

on the horizontal line tell us, cf. (31), that all predictors 𝑔⋆(𝑘)𝑗 (𝑡𝑖−𝑝+ℎ|𝑡𝑖−𝑝), their

numbers ℎ = 1, 2, . . . , 𝑝, involved in obtaining the estimates 𝑦(𝑘)
𝜃[𝑗]

(𝑡𝑖−𝑝+ℎ|𝑡𝑖−𝑝) =

𝐻⋆𝑔
⋆(𝑘)
𝑗 (𝑡𝑖−𝑝+ℎ|𝑡𝑖−𝑝) are conditioned, in the probabilistic sense, on the entire mea-

surement history 𝑦
(︀
𝑡𝑖−𝑝
𝑖−𝑝−𝑙

)︀
,
{︀
𝑦(𝑡𝑖−𝑝−𝑙), 𝑦(𝑡𝑖−𝑝−(𝑙−1)), . . . , 𝑦(𝑡𝑖−𝑝−1), 𝑦(𝑡𝑖−𝑝)

}︀
,

(theoretically, 𝑙 → ∞) which is incorporated in the predictors and precedes their
calculation immediately after time 𝑡𝑖−𝑝.

Thus, upon a closer look at what the theory requires, we realize that it requires
the cost of time intervals (44) depicted in Fig. 4 by boxes as 𝑡𝑖(𝑘)𝑖−𝑝+1(𝜃[𝑗]), then

𝑡
𝑖(𝑘)
𝑖−𝑝+1(𝜃[𝑗 + 1]), and so on, as related to SOKF(𝜃[𝑗]), then SOKF(𝜃[𝑗 + 1]), and

so on during the AKF step-by-step accelerated optimization.
5.2. Computation scheme and numerical robustness challenge. Let us

perform the necessary calculations for the above algorithm (52).
Using (49) to obtain

∇𝜃

(︁[︀
𝜀
⋆(𝑘)

𝜃[𝑗]
(𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝)

]︀T)︁
= −∇𝜃

(︁[︀
𝑔
⋆(𝑘)
𝑗 (𝑡𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝)

]︀T)︁ (53)
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Figure 4. A timing diagram for minimizing the average (43) of the indirect performance index
(39) by a gradient sequential method (52) using the AIOF as defined in (43)

and further (43) as (◇) in (51) yields (54), the Objective Function Gradient, OFG:

∇𝜃𝑓𝑀
(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗]

)︀
=

2

𝑀 + 1

𝑀∑︁
𝑘=0

∇𝜃

(︁[︀
𝜀
⋆(𝑘)

𝜃[𝑗]
(𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝)

]︀T)︁× [︁𝜀⋆(𝑘)
𝜃[𝑗]

(𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝)
]︁

=
−2

𝑀 + 1

𝑀∑︁
𝑘=0

∇𝜃

(︁[︀
𝑔
⋆(𝑘)
𝑗 (𝑡𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝)

]︀T)︁× [︁𝜀⋆(𝑘)
𝜃[𝑗]

(𝑡𝑖𝑖−𝑝+1|𝑡𝑖−𝑝)
]︁

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(54)

Controlling whether the OFG norm reaches a neighborhood of zero, that is check-
ing it for values ‘greater than/equal to’ (>) or ‘less than’ (<) a small threshold 𝛿
is a convenient criterion for continuing or terminating the procedure:⃒⃒⃒⃦⃦

∇𝜃𝑓𝑀
(︀
𝜃 = 𝜃[𝑗]

)︀⃦⃦⃒⃒⃒ continue
>
<

stop
𝛿 . (55)

The identification procedure will continue repeating operations numbered (Fig. 5)
by blocks ­, ®, ¯, °, ±, and ² with the same data stored in block ¬ after
updating the parameter estimate in block ³:

𝜃[𝑗 + 1] := 𝜃[𝑗] (56)

or will stop with capturing the result in block ´:

𝜃FINAL := 𝜃[𝑗] . (57)
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The most important thing about these repeatable operations (cf. Fig. 5) is
that the calculations in block ­ – the AKF, and in block ° – the AKF Sensitivity
Model being an algorithm to compute values of partial derivatives of state vector
estimates and covariance matrix elements relative to the 𝑞-vector parameter esti-
mates 𝜃[𝑗], must be numerically stable and robust with respect to ill-conditioned
models. In this regard, it should be noted that practical projects using Kalman
filtering, KF, since the very first one [30], have opened a wide field for research and
development on giving KF algorithms, including Riccati equations, required nu-
merical stability and robustness properties. The fundamental ideas of Bierman [27]
about matrix factorization served as a powerful impetus.

For the method of Active System Identification developed in this article and
earlier works by the author, the greatest contribution from Russian scientists was
made by Julia Tsyganova and Maria Kulikova in their dissertations [31, 32] and
numerous publications, partly co-authored [33, 34] with the author of this syn-
thesis paper. More references on the pioneering titles can be found in a recent
survey [35]. In there, one can find discussions and current developments for the
efficient and robust computation of derivatives on the parameters of discrete filter
equations, including a set of vector-valued filter sensitivity equations and a set
of matrix-valued Riccati-type sensitivity equations arising in implementing the
(steepest) gradient descent method (52); the necessary experimental proofs are
there also available. In promising software projects, it is strongly recommended
to create modern implementations of ­ and ¯ blocks (in Fig. 5) based on orthog-
onalized array methods for parametric identification of discrete linear stochastic
systems [31].

Figure 5. Generalized Parametric Identification Scheme by the Active Principle. Legend:
¬ = (45)≡(46); ­ = (31)→(29)→(30)→(31)→(49); ® = (47); ¯ = (53); ° = (54); ± = (55);

² = (52); ³ = (56); ´ = (57)
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5.3. Sequence of work for a software project. If there is an object of
interest in the application domain, an appropriate mathematical model must first
be written for parametric identification of the TF, considered to be an adequate
description based on the laws of Physics. An example of such preprocessing op-
erations is given in Sect. 2. It is highly expedient to perform further actions on
the application of this method not manually, but in the automated mode on the
Maple software, according to the guidelines in Remark 5. The calculation proce-
dure recommended for identifying the TF of an object according to the method
outlined above is shown graphically in Fig. 6. This diagram can be useful when
creating a specialized software tool to solve similar problems if such a project
arises. Application-specific (𝐴𝑆) calculations for the problem taken in this article
as an illustrative example are dictated by the following intermediate quantities:

À parameters 𝜔n, 𝜁, 𝐷, and 𝜒 in (11);
Á matrix 𝜑(𝑡) in (17) with its entries in (18);
Â parameter 𝑑 in (19);
Ã matrix 𝑄d in (21) with its entries in (22);
Ä matrix �̊�d with its three non-zero entries in (23);
Å matrix Φ̊d in (24); and
Æ matrices Φ̊⋆ and �̊�⋆ in (25).

These quantities are all continuous and differentiable functions of elements �̊�𝑖
of vector �̊� introduced after (24) for this application problem. Following the form
of these functions, we apply not the true parameter value �̊�, but its estimated
value 𝜃 to have continuous and differentiable, over 𝜃, functions. These properties
make it possible to compute the gradient ∇𝜃𝒥

IPI
𝑡𝑖≡𝑡𝑐𝑖

(𝜃 = 𝜃[𝑗]) in algorithm (52)
tuning the parameter 𝜃.

Figure 6. Flow-diagram of works for a software project to implement the Active Principle of
parametric system identification in the class of linear, time-invariant, completely observable
models. 𝐴𝑆 = application-specific and 𝑆𝑀 = standard matrix calculations. The paper section

numbers and equation numbers (within parentheses) are shown
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6. Conclusions. Returning to the problem issues posed at the beginning, we
believe the goals have been achieved.

The incompatibility of the theoretical (direct) criterion of optimality of the
system model and practical methods of optimization has shown itself to be the
most difficult or even impossible obstacle to overcome under conditions of un-
certainty directly. In this article, incongruity between theoretic perception of the
system optimality and practical on-computer optimization is overcome through
the construction of an indirect proximity criterion of the adaptive and optimal
system models to each other, which can become a practical tool for parametric
system identification. This is done here for a class of linear time-invariant models
characterized by a transfer function, relying on Kalman filter theory. As proven
here, it is necessary and sufficient to modify a physically specified structure into
the discrete-time standard observable model in both the observed data and the
adaptive Kalman filter to implement this idea.

The advantage of this modification is twofold. First, the restrictions on the
permissible size of a’priori parametric uncertainty are removed because the mea-
surement channel parameters are transfered formally into the modified state equa-
tion. Second, and most importantly, we replace the direct, but unattainable for
identification, objective function with the indirect objective function, which is
equivalent to the original direct function, but—to our satisfaction—attainable
and suitable for conventional optimization methods. The work of this preliminary
modification is difficult to perform manually. Fortunately, it is greatly facilitated
and accurately performed using well-known symbolic computation tools (Maple).

We prefer to denote the above-used concept of ‘equivalence’ of the two objec-
tive functions by the new term ‘equimodality,’ which simply means the coincidence
of their minimizers in the argument space. This coincidence is important because
ensures that minimization of the constructed practical indirect cost function does
lead to the unbiased state estimates along with the unbiased parameter estimates,
as it should be in the optimal filter.

The inclusion of a new illustrative example from modern digital communica-
tion technology increases the visibility of the approach and thereby encourages
its extension to broad real-world applications.

Theoretical questions should not overshadow the practical side of the case.
Therefore, this paper also includes practical critical issues: the organization of
calculations in the computer time-scale, the structural algorithmic construction
of the identification procedure, and the planning of the corresponding design work.

As a limitation of the work, it could be pointed out that underlying its results
are the assumptions that the system to be modeled is linear and time-invariant.
There is nothing to argue against this, except for the famous aphorism by George
E. P. Box [36, p. 2]: “Models, of course, are never true, but fortunately it is only
necessary that they be useful.”1 Accordingly, if the system output measurement
shows the presence of nonlinear distortions, it may mean that the suitability
of the proposed method to identify a nonlinear model with a dominant linear
kernel defined by the Best Linear Approximation concept, BLA, based on [2]
propositions, should be considered and recommended for extended study.

1https://www.tandfonline.com/doi/epdf/10.1080/01621459.1979.10481600?
needAccess=true&role=button
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Идентификация передаточной функции посредством
минимизации рассогласования оценок состояния
адаптивного и оптимального фильтров

И. В. Семушин
Ульяновский государственный университет,
Россия, 432017, Ульяновск, ул. Л. Толстого, 42.

Аннотация

Статья посвящена дальнейшему развитию активного принципа па-
раметрической идентификации системы в классе линейных, инвариант-
ных во времени, полностью наблюдаемых моделей. В качестве целевой
модели идентификации выбран оптимальный фильтр Калмана (ОФК),
который не более чем концептуально присутствует в дискретно наблю-
даемом отклике системы на обучающее возбуждение типа белого шума.
Путем модификации физически заданной структуры в стандартную на-
блюдаемую модель как в наблюдаемом отклике, так и в адаптивном
фильтре Калмана (АФК), строится так называемый обобщенный оста-
ток (ОО), равный рассогласованию между оценками состояния адаптив-
ного и оптимального фильтров плюс независимая от АФК шумовая со-
ставляющая. В силу этой модификации средний квадрат ОО становится
новым критерием близости модели для этих фильтров. Минимизация
этого критерия с помощью обычных практических методов оптимиза-
ции дает точно такой же результат (АФК = ОФК), как и минимизация
теоретического критерия, который, к сожалению, недостижим для лю-
бых методов численной оптимизации АФК. В статье представлена по-
дробная пошаговая процедура, объясняющая вышеуказанное решение
в терминах параметризованной передаточной функции. Для наглядно-
сти и стимулирования применения подхода в реальном мире в статье
используется модель передаточной функции линии витой пары в типич-
ной системе xDSL. Обсуждаются проблемы реализации теоретических
положений метода. Вопрос о распространении предложенного подхода
на проблемы идентификации линейных моделей для нелинейных систем
обозначен в направлениях дальнейших исследований.
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Стереопанорамный анеморумбометр
для системы ориентации горизонтально-осевой
ветроэнергетической установки
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Аннотация
Традиционный подход к ориентации ротора горизонтально-осевой

ветроэнергетической установки по ветру приводит к появлению извест-
ной дифференциальной ошибки ориентации из-за вращающихся лопа-
стей и периодического отклонения воздушного потока. Для снижения
ее величины в традиционном подходе используется флюгер, располо-
женный сверху гондолы.

В настоящем исследовании предлагается новый подход — использо-
вание комплексного или «стереодатчика» в виде двух устройств, сим-
метрично расположенных по обе стороны гондолы (аналогично стерео-
скопическим устройствам). Для доказательства эффективности подхода
были выбраны несколько характерных точек вблизи гондолы для по-
следующего моделирования воздушных потоков в ее области в програм-
ме ANSYSr CFX с использованием 𝑘–𝜀 модели турбулентности на основе
дифференциальных уравнений Навье–Стокса.

В каждой точке была рассчитана средняя величина ошибки угла ори-
ентации при следующих условиях: различных скоростях ветра, значени-
ях быстроходности и углов направления на ветер. В результате выявле-
ны две наиболее подходящие для размещения приборов точки. В числен-
ном виде показано преимущество стереопанорамного анеморумбометра
перед традиционным на примере расчетного случая с номинальными
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Сол оми н Е. В., Мар т ь я н о в А. С., К о в а л ё в А. А. и др.

параметрами. Анализ в Matlab/Simulink показал прирост производи-
тельности ветроэнергетической установки за счет повышения достовер-
ности определения направления ветра при применении правильно рас-
положенных датчиков ветрового потока.

Данная статья не дает представления о конструкции датчика, по-
скольку для определения правильного направления ветра можно ис-
пользовать любой принцип. Однако авторами рассматривается новый
«стереодатчик», который будет более детально исследоваться в следую-
щих работах.

Ключевые слова: горизонтально-осевая ветроэнергетическая установ-
ка, система управления ориентацией, CFD-анализ, дифференциальная
ошибка, имитационное моделирование отклонения флюгера, сокраще-
ние энергетических потерь.

Получение: 3 мая 2023 г. / Исправление: 29 мая 2023 г. /
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Введение. На сегодняшний день существует несколько способов опре-
деления направления набегающего потока ветра на горизонтально-осевую
ветроэнергетическую установку (ГО ВЭУ). Для этого в современных систе-
мах ориентации используются такие приборы, как LiDAR, SoDAR, и флю-
геры различной конструкции, о чем говорится в многочисленных публика-
циях [1, 2]. В последнее время исследователи также обращаются к методам
прогнозирования [3], некоторые из которых используют системы SCADA [4]
и нейронные сети [5]. В части предложенных методов датчики для определе-
ния направления ветрового потока не применяются вовсе, используется толь-
ко информация о мгновенной генерируемой мощности [6].

Однако применение любого из них, особенно когда датчик расположен
на гондоле ВЭУ, дает определенную погрешность из-за того, что лопасти,
вращающиеся перед гондолой, влияют на истинное направление ветрового
потока [7]. Подробное описание этого явления, называемого «дифференци-
альной ошибкой ориентации» (или периодической), было представлено в [8].
Погрешность возникает из-за отклонения потока ветра вращающимися лопа-
стями и дальнейшей регистрации неправильного среднего направления флю-
гером, расположенным на гондоле.
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Стереопанорамный анеморумбометр для системы ориентации . . .

Анализ публикаций показывает, что ошибка ориентации изучается мно-
гими исследователями. В [9] авторы предложили ее уменьшить, используя
данные SCADA для обнаружения погрешности смещения нулевой точки. Об-
зор активных систем ориентации и датчиков, применяемых в современных
ВЭУ, приведен в [10].

Однако любой из упомянутых подходов не дает истинного ответа, если
известно реальное направление ветрового потока. В частности, механические
флюгеры на гондолах, а также LiDAR и SoDAR (используемые в основном
в ветропарках) измеряют поток ветра, отклоняемый вращающимися лопастя-
ми. Это означает, что данные, зарегистрированные датчиком(-ами), факти-
чески несут в себе ошибку об изначальном направлении потока. В случаях без
применения датчиков методы основаны на расчете электрических парамет-
ров генератора ВЭУ в текущем положении гондолы, на которые изначально
влияет дифференциальная ошибка. Кроме того, в этих методах используется
постоянный поиск направления, что приводит к большим потерям энергии.

На рис. 1 показаны завихрения в виде обтекаемых линий, вызванные вра-
щающимися лопастями, разрезающими воздух и вызывающими даже проти-
воположное направление потока. Завихрения, создаваемые вращающимися
лопастями, вызывают колебания воздушного потока, которые в дальнейшем
регистрируются флюгером с мгновенной средней дифференциальной ошиб-
кой угла ориентации.

По мере приближения лопасти к верхнему положению и от него (на рис. 1
снизу-вверх) вихри становятся более сильными, меняя направление первона-
чального потока, тем самым внося искажение в данные, которые далее счи-
тываются флюгером (схематично показан красным кругом на задней части
гондолы).

Возникновение дифференциальной ошибки приводит к неадекватной ре-
акции системы управления ориентацией ВЭУ, которая поворачивает ротор
на недостаточный или даже неправильный угол. Поскольку мощность ВЭУ
зависит от ометаемой площади ротора, а максимальная выработка энергии
происходит только тогда, когда она перпендикулярна направлению набегаю-
щего потока (когда вектор потока коллинеарен оси вращения ротора), ошиб-
ка ориентации приводит к значительным потерям электроэнергии, которые
в мире оцениваются в $7 млрд в год. Сегодня почти все коммерческие ГО
ВЭУ оснащены различными видами флюгеров на гондолах, которые считы-
вают данные с дифференциальной ошибкой. В [11] говорится о средней вели-
чине ошибки на уровне 4∘ в зависимости от скорости ветра, способа управ-
ления шагом, быстроходности и т.д. Ошибка ориентации пропорциональна
квадрату ее косинуса, как указано в [11]. Систематическая ошибка в 4∘ сни-
жает годовую выработку энергии примерно на 1.5 % согласно результатам,
указанным в [12]. В некоторых случаях она может достигать от 30 до 40∘
с соответствующими потерями до 24% [13].

Чтобы как можно больше снизить дифференциальную ошибку ориента-
ции, предлагается следующее решение: если два флюгера будут расположены
симметрично с обеих сторон по бокам гондолы, то их совместные показания
могут определить истинное направление ветра. При таком расположении, ес-
ли измерения одного прибора (например, левого) покажут некоторое давле-
ние ветра, а правый не зарегистрирует никакого ветра, то очевидно, что он
дует с одной (левой) стороны и, следовательно, гондола ориентирована непра-
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a b

c d

e f
Рис. 1. Вид сверху на гондолу при моделировании потока: a — положение 1; b — положе-

ние 2; c — положение 3; d — положение 4; e — положение 5; f — положение 6
[Figure 1. Nacelle top view in the flow simulation: a — Position 1; b — Position 2; c — Position 3;

d — Position 4; e — Position 5; f — Position 6]

вильно. Если показания обоих приборов равны, то с большой долей вероятно-
сти ВЭУ ориентирована правильно или близка к идеальному положению. На
основе этой гипотезы, было начато представленное ниже исследование. В дан-
ной работе взят набор точек в пространстве, среди которых определены наи-
более подходящие для размещения устройств(-а) в соответствии с несколь-
кими критериями. Расчеты выполнены в программе ANSYSr CFX для различ-
ных скоростей ветра, значений быстроходности и углов направления на ветер.
В данной работе не предполагалось обсуждать устройство флюгера, так как
в целом нет разницы, какой вид прибора установлен. Идея исследования со-
стоит в том, чтобы определить наилучшее место для его установки, чтобы
одновременно уменьшить влияние турбулентности в пристеночных слоях.
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1. Построение геометрии и сетки. Исследование сосредоточено на
изучении аэродинамических условий в области гондолы ВЭУ Siemens SWT-
3.6-120 [14], 3D-модель которой, показанная на рис. 2, построена в SolidWorks
и затем использована в ANSYSr CFX.

Указанная ВЭУ выбрана по критерию наибольшей распространенности
в мегаваттном классе.

Для оптимизации вычислительной мощности и повышения точности ре-
зультатов в области гондолы влияние мачты не учитывается, а лопасти усе-
чены по 32-метровому радиусу. Эти допущения позволяют снизить требова-
ния к вычислительным ресурсам и выполнить расчеты для различных углов
направления на ветер, скоростей ветра и значений быстроходности за прием-
лемый промежуток времени.

На рис. 2, b отчетливо видно, что система координат повернута в направ-
лении гондолы (вокруг оси 𝑍) на угол наклона модели в 6∘. Она введена для
правильного вращения ротора во время моделирования. При использовании
системы координат по умолчанию ротор периодически сливался бы с гон-
долой или отделялся от нее, что не соответствовало бы реальному процессу
вращения.

Построение сетки выполнено в модуле ICEM, позволяющем детально ее
настроить. Для расчетов в динамике она создана по отдельности для враща-
ющейся и неподвижной частей. В пристеночной области гондолы выполнено
сгущение сетки с целью получения более точных данных в месте, представля-
ющем наибольший исследовательский интерес. Количество элементов сетки
неподвижной части модели (статора) составляет 5.3 млн ячеек. У вращаю-
щейся части (ротора), к которой относятся лопасти и ступица, — 1 млн ячеек.
Форма ячеек — тетраэдрическая.

a b
Рис. 2. 3D-модель ВЭУ: a — вид спереди; b — вид сбоку

[Figure 2. 3D model of the wind turbine: a — Front view; b — Side view]
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2. Назначение расчетных условий. При настройке расчетных пара-
метров принята модель турбулентности 𝑘–𝜀, приемлемость использования ко-
торой для подобного случая обоснована в [15].

Для моделирования определенного угла направления на ветер скорость
задана через составляющие ее векторы по осям 𝑋 и 𝑍. Нужные величины
определены по правилу сложения векторов.

Список расчетных случаев с назначенными параметрами представлен
в табл. 1. Угол направления на ветер имеет обозначение 𝛼. Угловая скорость
вращения ротора, задаваемая в программе, находится по формуле

𝜔 = 𝑉 𝜆/𝑅 [рад/c],

где 𝑉 — скорость набегающего потока ветра, м/с; 𝜆— быстроходность ротора;
𝑅— радиус ротора, м.

Быстроходность принимается постоянной во время моделирования, так
как она не должна меняться, если ВЭУ работает в установившемся режиме.

Таблица 1
Параметры расчетных случаев [Parameters of calculated cases]

nos. 𝜆 V, m/s 𝛼, deg. 𝜔, rad/s nos. 𝜆 V, m/s 𝛼, deg. 𝜔, rad/s

1 3 3 1 0.15 15 5 7 30 0.58
2 3 3 20 0.15 16 5 12 1 1
3 3 3 30 0.15 17 5 12 20 1
4 3 7 1 0.35 18 5 12 30 1
5 3 7 20 0.35 19 7 3 1 0.35
6 3 7 30 0.35 20 7 3 20 0.35
7 3 12 1 0.6 21 7 3 30 0.35
8 3 12 20 0.6 22 7 7 1 0.81
9 3 12 30 0.6 23 7 7 20 0.81
10 5 3 1 0.25 24 7 7 30 0.81
11 5 3 20 0.25 25 7 12 1 1.4
12 5 3 30 0.25 26 7 12 20 1.4
13 5 7 1 0.58 27 7 12 30 1.4
14 5 7 20 0.58

3. Расположение исследуемых точек. Покоординатное размещение
исследуемых точек на высоте средней горизонтальной линии гондолы пред-
ставлено на рис. 3. Это расположение обусловлено необходимостью избежать
влияния краевых эффектов верхней и нижней частей. Ветер набегает с ле-
вой стороны под определенным углом 𝛼. Большинство точек в нижней ча-
сти рис. 3 имеет зеркальные копии в верхней части. Оценочные точки E
(estimated) и SE (specular estimated) взяты для проверки правильности вы-
ставленного угла направления на ветер. Например, если в расчетном случае
назначен определенный угол направления на ветер, то в указанных точках
будет точно такая же величина. В других точках значения явно будут отли-
чаться. Левые по отношению к положению гондолы точки L и SL должны
показать высокий уровень колебаний ветрового потока для оценки верхней
границы возмущения потока. Точки C, SC, R5, SR5, D и SD (центральные, пра-
вые и диагональные) являются теоретически пригодными для размещения
прибора и приняты для рассмотрения в них характера течения. Первые че-
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Рис. 3. Расположение расчетных точек (вид сверху)
[Figure 3. Location of calculated points (top view)]

тыре удалены на 5 м от стенок гондолы. Точки R1–R5 нужны для проведе-
ния анализа изменчивости движения ветрового потока по мере отдаления от
стенки. Каждая из этой группы имеет шаг в 1 м. Наиболее вероятными для
размещения прибора являются точки 5 и S5. В них исключается проблема
с большой длиной опорного штока, характерная для ранее описанных точек.
Точки 5 и S5 располагаются на расстоянии 1 м от гондолы. Они окружены
скоплением из других точек на расстоянии 0.5 м друг от друга для получения
более четкой картины поведения воздушного потока в этой области. Одна-
ко очевидно, что чем больше расстояние от точки до стенки, тем длиннее
и массивнее должен быть опорный шток.

Во всех точках выполнен расчет следующих параметров:
– Velocity — скорость набегающего потока, м/с;
– Velocity u — составляющая вектора скорости по оси 𝑋, м/с;
– Velocity w — составляющая вектора скорости по оси 𝑍, м/с;
– Pressure — давление, Па.

4. Шаг по времени. Производится вычисление оптимального шага и вре-
мени расчета. Установившийся режим обычно достигается после первого пе-
рехода лопасти на место другой. Периодичность вращения можно выразить
через синусоидальный закон для угловой скорости в 1 рад/с, что будет до-
статочным для расчетных случаев с низкой быстроходностью и скоростью
ветра.

Функция sin(𝑡) для пяти периодов соответствует расчетному времени

𝑡calc =
2𝜋 · 𝜆
𝜔

=
2𝜋 · 5
1

= 31.416 [с].
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Один период равен

𝑡per =
2𝜋

𝜔
=

2𝜋

1
= 6.2832 [c].

Для достаточного итерационного совпадения с синусоидой период делится на
40 частей:

𝑡step =
𝑡per
40

=
6.2832

40
= 0.15708 [c].

5. Обработка результатов. Вычисление мгновенных значений диффе-
ренциальной ошибки ориентации производится по формуле

Θ𝑖 = arccos
(︁ |𝑉𝑥|√︀

𝑉𝑥
2 + 𝑉𝑧

2

)︁
+ 𝛼 [град.].

Выполняется подсчет среднего арифметического для каждой точки:

⟨Θ⟩ = 1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

Θ𝑖 [град.], (1)

где 𝑛— количество итераций.
Данный подход справедлив только при отсутствии периодичности коле-

баний. В противном случае, если на графике ее можно четко отследить, то
ведется подсчет среднего арифметического начиная с момента появления пер-
вого выраженного периода. Такой подход позволяет более точно определить
результирующее значение в каждой точке. Тогда формула (1) принимает сле-
дующий вид:

⟨Θ⟩ = 1

𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

Θ𝑖 [град.], (2)

где 𝑚— количество итераций установившегося режима.
На основании представленных выше исходных данных и допущений бы-

ло выполнено моделирование изменения аэродинамических параметров для
каждого расчетного случая. В результате были получены значения диффе-
ренциальной ошибки для каждой точки при различных величинах скорости
ветра, быстроходности ротора и угла направления на ветер.

Все эти данные были проверены на наличие заведомо неверных результа-
тов в виде случайных выбросов, существенно отличающихся по величине от
соседних значений. Такие мгновенные значения приняты за ошибки числен-
ного метода и скорректированы вручную до рядом стоящих величин.

Далее значения дифференциальной ошибки для различных режимов бы-
ли сведены в единую таблицу по следующему правилу: средние арифмети-
ческие по каждой точке, посчитанные по формулам (1) и (2) в зависимости
от характера колебаний, сравниваются между собой на предмет наименьшей
величины (табл. 2). Расчетные случаи имеют сокращенные обозначения вида
𝜆⟨значение⟩𝑉 ⟨значение⟩𝛼⟨значение⟩, что означает указание по порядку пара-
метров быстроходности, скорости ветра и угла направления на ветер.

В табл. 2 представлены только наиболее значимые точки, выбор которых
будет обоснован далее. Также в таблице не представлены столбцы оценочных
точек.1

1Полные результаты расчетов могут быть предоставлены читателю авторами статьи по
отдельному запросу.
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Таблица 2
Сводная таблица результатов по точкам [Summary table of results by points]

Case Study D R1 R5 5 S5 Case Study D R1 R5 5 S5

𝜆⟨3⟩𝑉 ⟨3⟩𝛼⟨1⟩ 5.9 5.2 6.7 7.4 10.2 𝜆⟨5⟩𝑉 ⟨7⟩𝛼⟨30⟩ 5.33 14.56 4.95 17.56 93.61
𝜆⟨3⟩𝑉 ⟨3⟩𝛼⟨20⟩ 1.5 10.1 2.5 13.2 73.4 𝜆⟨5⟩𝑉 ⟨12⟩𝛼⟨1⟩ 4.4 3.9 5.9 3.9 4.7
𝜆⟨3⟩𝑉 ⟨3⟩𝛼⟨30⟩ 2.25 15.89 5.02 19.56 55.75 𝜆⟨5⟩𝑉 ⟨12⟩𝛼⟨20⟩ 7.7 9.6 7.6 12.3 133.5
𝜆⟨3⟩𝑉 ⟨7⟩𝛼⟨1⟩ 5.4 6.7 5.7 8.2 12.2 𝜆⟨5⟩𝑉 ⟨12⟩𝛼⟨30⟩ 8.48 15.05 8.01 18.23 112.64
𝜆⟨3⟩𝑉 ⟨7⟩𝛼⟨20⟩ 3.2 12.2 4.6 13.5 69.7 𝜆⟨7⟩𝑉 ⟨3⟩𝛼⟨1⟩ 8.1 4.9 6.9 3.7 6
𝜆⟨3⟩𝑉 ⟨7⟩𝛼⟨30⟩ 3.44 15.33 5.04 19.05 60.93 𝜆⟨7⟩𝑉 ⟨3⟩𝛼⟨20⟩ 11.3 9.1 6.9 10.8 33.4
𝜆⟨3⟩𝑉 ⟨12⟩𝛼⟨1⟩ 5.7 6.1 7.3 9.4 30 𝜆⟨7⟩𝑉 ⟨3⟩𝛼⟨30⟩ 5.2 13.62 5.08 16.44 48
𝜆⟨3⟩𝑉 ⟨12⟩𝛼⟨20⟩ 3.7 10 4.6 12.3 91.6 𝜆⟨7⟩𝑉 ⟨7⟩𝛼⟨1⟩ 4.2 5.1 5.1 4.2 6.5
𝜆⟨3⟩𝑉 ⟨12⟩𝛼⟨30⟩ 3.69 15.72 4.89 18.71 74.37 𝜆⟨7⟩𝑉 ⟨7⟩𝛼⟨20⟩ 9.2 8.8 8.7 11.3 66.6
𝜆⟨5⟩𝑉 ⟨3⟩𝛼⟨1⟩ 5.1 5.3 5.4 4.6 3.9 𝜆⟨7⟩𝑉 ⟨7⟩𝛼⟨30⟩ 8.43 13.72 8.46 16.9 79.26
𝜆⟨5⟩𝑉 ⟨3⟩𝛼⟨20⟩ 3.7 9.1 3 9.9 28.2 𝜆⟨7⟩𝑉 ⟨12⟩𝛼⟨1⟩ 5 6.5 6.4 7.6 6.6
𝜆⟨5⟩𝑉 ⟨3⟩𝛼⟨30⟩ 3.95 14.94 5.52 17.84 51.19 𝜆⟨7⟩𝑉 ⟨12⟩𝛼⟨20⟩ 12 9.6 12.3 12.4 105.5
𝜆⟨5⟩𝑉 ⟨7⟩𝛼⟨1⟩ 6.7 5.6 9.7 5.6 5.3 𝜆⟨7⟩𝑉 ⟨12⟩𝛼⟨30⟩ 11.99 14.09 14.24 18.31 139.72
𝜆⟨5⟩𝑉 ⟨7⟩𝛼⟨20⟩ 2.8 8.9 4.4 11.1 65.5

Последующая обработка состояла в обобщении полученных результатов
для каждой точки. Необходимо было учесть, что ветер чаще всего меняет свое
направление не мгновенно, а большие углы направления представляют собой
редкое явление даже на малом промежутке времени из-за того, что при посте-
пенном изменении угла система управления успевает переориентировать ро-
тор вслед за ветровым потоком. Поэтому для каждой точки была рассчитана
относительная суммарная ошибка, учитывающая статистическое распреде-
ление/вероятность каждого режима по времени. Относительная суммарная
ошибка рассчитана по формуле

𝑒 =
∑︁

𝑘𝑖𝑒𝑖,

где 𝑒𝑖 — значение отклонения для 𝑖-го режима; 𝑘𝑖 — весовой коэффициент для
𝑖-го режима, учитывающий относительную длительность работы ВЭУ в этом
режиме.

Рассчитанные значения относительной суммарной ошибки в большинстве
точек для наглядности были выведены на диаграмму, представленную на
рис. 4.

Анализируя полученные данные, можно заметить, что наименьшие зна-
чения отклонения воздушного потока наблюдаются в точках D, SD, R1–R5, 5
и 8. При этом обнаружено, что низкие величины дифференциальной ошибки
ориентации наблюдаются в точках D, R4, R5, SD на низких скоростях ветра
и малой быстроходности. При высокой быстроходности преимущество имеют
точки R2 и R3. Но с практической точки зрения ни одна из них не является
оптимальной по удаленности от гондолы. При этом на углах направления на
ветер в 1 и 20∘ точки R1 и 5 имеют невысокий уровень ошибки при сравнении
с обозначенными выше точками. Обе точки расположены на расстоянии 1 м
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Рис. 4. Относительная суммарная величина дифференциальной ошибки
в исследуемых точках

[Figure 4. Relative total value of the differential error for the studied points]

от стенки гондолы и могут быть использованы для размещения прибора на
штоке приемлемой длины.

Для более наглядного представления результатов моделирования было
выполнено построение трехмерных графиков для указанных точек с исполь-
зованием полиномиального осреднения при разной быстроходности и различ-
ных скоростях ветра (рис. 5).

При анализе графиков приоритет отдается углам направления на ветер в 1
и 20∘ в связи с тем, что углы порядка 30∘ и выше являются редким явлением.
Чаще всего система ориентации ротора ВЭУ корректирует направление на
ветер раньше, чем установится такой угол направления.

Из графиков видно, что амплитудные значения отклонений для точки 5
выше, чем для R1, при любых углах направления ветер. Влияние завихре-
ний в середине пристеночной области гондолы сильнее, чем на ее конце. При
высокой быстроходности и низкой скорости ветра во всех случаях наблюда-
ется снижение дифференциальной ошибки. В точке 5 наибольшая величина
ошибки проявляется при низкой быстроходности и высокой скорости ветра
независимо от величины угла направления на ветер. Таким образом, точка R1
является более предпочтительной.

Чтобы оценить преимущество стереопанорамного анеморумбометра, т.е.
размещения приборов по бокам гондолы (для точки R1 и зеркальной ей) перед
стандартным одиночным (на расстоянии 8 м от ротора и на высоте 3 м), были
выполнены дополнительные расчеты при номинальном режиме работы ВЭУ
(скорость набегающего потока 12.5 м/с [14]) при быстроходности, равной 5.
В табл. 3 представлены значения среднеарифметической дифференциальной
ошибки ориентации для четырех углов направления на ветер.

Моделирование показало, что точность определения направления ветро-
вого потока в случае с расположением приборов в точках R1 и зеркальной ей
будет значительно выше, т.к. при малых углах направления величина ошиб-
ки в 3–4 раза меньше, чем при стандартном расположении прибора. Однако
при значении угла направления на ветер0 начиная приблизительно с 15∘ она
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a b

c d

e f

Рис. 5. Графики среднеарифметических значений дифференциальной ошибки: a — угол
направления на ветер 1∘ для точки R1; b — угол направления на ветер 20∘ для точки R1;
c — угол направления на ветер 30∘ для точки R1; d — угол направления на ветер 1∘ для
точки 5; e — угол направления на ветер 20∘ для точки 5; f — угол направления на ветер

30∘ для точки 5
[Figure 5. Graphs of the arithmetic mean values of the differential yaw error: a — the yaw angle
1 deg. at the point R1; b — the yaw angle 20 deg. at the point R1; c — the yaw angle 30 deg. at
the point R1; d — the yaw angle 1 deg. at the point 5; e — the yaw angle 20 deg. at the point 5;

f — the yaw angle 30 deg. at the point 5]
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Таблица 3
Сравнение значений дифференциальной ошибки

[Comparison of differential error values]
Wind direction Error for the standard Error for the location of the stereo

angle (yaw error), deg. location of the common devices on both sides
single weather vane, deg. of the nacelle, deg.

1 14.87 3.93
10 14.53 3.77
20 8.6 9.6
30 6.73 15.05

оказывается достаточно высокой, что может быть связано с турбулентным
обтеканием гондолы при чрезмерном увеличении угла направления, когда
существенная доля воздушного потока имеет поперечное направление.

Таким образом, можно утверждать, что точка R1 и зеркальная ей явля-
ются наиболее предпочтительными и удобными для размещения датчика на-
правления ветра. Заметим, что в этом случае присутствует несимметричность
показаний для левых и правых направлений ветра относительно продоль-
ной оси гондолы. Для устранения асимметрии сигналы от обоих датчиков
складываются друг с другом, а ошибка одного из них вычитается из ошибки
другого. Предполагается, что такой подход позволяет уменьшить величину
дифференциальной ошибки ориентации практически до нуля.

6. Моделирование в Matlab/Simulink. Для подтверждения предполо-
жения было проведено моделирование работы ВЭУ с системами управления
ориентацией на ветер двух типов: с использованием одного датчика направ-
ления, расположенного сверху гондолы, и с использованием двух датчиков,
расположенных в оптимальных местах по обеим сторонам гондолы. Струк-
турные схемы таких систем управления приведены на рис. 6, a и b.

Представленные схемы систем управления были реализованы в соответ-
ствующих имитационных моделях, содержащих модели объектов управления
с одинаковыми характеристиками и отличающихся лишь алгоритмами управ-
ления. В среде Matlab/Simulink построена блок-диаграмма имитационной
модели ВЭУ, представленная на рис. 6, c.

Здесь блок System Input генерирует сигналы скорости и направления воз-
душного потока, действующего на ВЭУ. Два модуля — Single Sensor WPU
и Double Sensor WPU имитируют работу ВЭУ. Эти модули идентичны по
своей структуре и отличаются алгоритмом работы блока Sensor Unit. Каж-
дый модуль состоит из трех блоков: Wind Turbine, Sensor Unit и Yaw Control
System. Блок Wind Turbine принимает задающие сигналы от System Input,
в которых содержится информация о скорости и направлении ветра. Внутри
блока эти сигналы подвергаются обработке таким образом, чтобы сформи-
ровать сигнал, соответствующий параметрам воздушного потока, падающего
на датчик/датчики направления ветра. Здесь моделируется отклонение воз-
душного потока для соответствующего режима работы ротора (учитываются
скорость ветра и текущая быстроходность ротора) и задается место располо-
жения датчика. Таким образом, на выходе Flow Deflection блока Wind Turbine
формируется сигнал, действующий на датчик, расположенный сверху гондо-
лы для модуля Single Sensor WPU. Аналогично, для модуля Double Sensor
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a b

c

Рис. 6. Моделирование в Matlab/Simulink: a — схема систем управления ориентации на
ветер с одним датчиком направления; b — схема систем управления ориентации на ветер
с двумя датчиками направления; c — блок-диаграмма имитационной модели ВЭУ в среде

Matlab/Simulink
[Figure 6. Simulation in Matlab/Simulink: a — the block diagrams of yaw control systems
with one direction sensor; b — the block diagrams of yaw control systems with two side-based
sensors (“stereo” sensor); c — the block diagram of simulation model in Matlab/Simulink]

WPU формируется двойной сигнал, действующий на пару датчиков направ-
ления ветра, расположенных по обеим сторонам гондолы.

Далее сигнал поступает на блок Sensor Unit, в котором моделируется ра-
бота датчика направления воздушного потока, который по этому сигналу
оценивает направление на ветер. Для модуля Single Sensor WPU реализован
алгоритм определения направления по одиночному сигналу, а для модуля
Double Sensor WPU направление определяется по двум сигналам для левого
и правого датчиков.

В следующем блоке Yaw Control System моделируется работа системы
ориентации на ветер. Входным сигналом для этого блока является значение
необходимого угла направления, и система управления ориентацией ВЭУ по-
ворачивает гондолу ВЭУ на заданный угол. Система ориентации реализована
по замкнутому типу с пропорционально-интегральным регулятором и обрат-

585



Сол оми н Е. В., Мар т ь я н о в А. С., К о в а л ё в А. А. и др.

ной связью по положению. В качестве исполнительного устройства принят
электрический привод с понижающим редуктором, а объектом управления
является распределенная масса с моментом инерции, эквивалентным момен-
ту инерции гондолы, моделируемой ВЭУ.

Для сравнительного анализа работы двух систем в модуле Measurement
Area производилась регистрация входного сигнала, содержащего изменяюще-
еся во времени направление ветра, и двух выходных сигналов, соответствую-
щих рассчитанному значению направления гондолы для систем управления
с одним датчиком направления и двумя в соответствии с рассматриваемыми
случаями.

Результаты моделирования системы управления ориентацией ВЭУ на ве-
тер с использованием двух подходов приведены на рис. 7.

На рис. 7 зеленым цветом показан входной сигнал, соответствующий на-
правлению ветра. Сигнал формирует входное воздействие в виде направле-
ния ветра, в начальный момент времени равного значению 0∘ в глобальной
системе координат. После этого начиная с 20 по 30 секунду направление вет-
ра меняется с угла 0 до 10∘, после чего до конца моделируемого временного
интервала сохраняет это значение. Для большего соответствия реальной кар-
тине в сигнал добавлена случайная компонента.

Синим цветом показан отклик при работе с одним датчиком направле-
ния. Из результатов моделирования видно, что с самого начала работы воз-
никает дифференциальная ошибка ориентации, и система управления ВЭУ
разворачивает гондолу на величину от 6 до 7∘ (участок от 0 до 20 секунд).
Затем наступает смена направления ветра, система управления ориентацией
замечает это и начинает поворачивать гондолу для устранения рассогласова-
ния (участок 20–30 секунд). При этом видно, что дифференциальная ошибка
сохраняется и не устраняется, что приводит к неэффективной работе ВЭУ
и снижению выработки электрической энергии.

График красного цвета соответствует работе системы управления ориен-
тацией ВЭУ на ветер с использованием двух датчиков, расположенных по

Рис. 7. Результаты моделирования в среде Matlab/Simulink (онлайн в цвете)
[Figure 7 (color online). Simulation results in Matlab/Simulink: the green line represents the
input signal corresponding to a wind direction; the blue line represents the operation of the wind
turbine orientation system with a single direction sensor; the red line represents the operation

of the wind turbine orientation system using two sensors]
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обеим сторонам гондолы в оптимальных местах. Из него видно, что система
управления верно определяет направление ветра, устраняя ошибку ориента-
ции до нуля.

Таким образом, сравнительный анализ работы ВЭУ, где вместо одного
датчика направления ветра, расположенного сверху гондолы, используется
два датчика, расположенных по обеим сторонам гондолы в оптимальных
точках, показал, что предложенный способ определения направления ветра
практически полностью устраняет дифференциальную ошибку ориентации
и обеспечивает правильную ориентацию ротора ВЭУ.

Заключение. Сформулированы выводы, основанные на анализе публи-
каций и результатах моделирования.

1. В результате анализа публикаций выявлено, что усредненная ошибка
ориентации ГО ВЭУ составляет от 3 до 4∘, что соответствует энерге-
тическим потерям порядка 1 %. Однако в ряде случаев ошибка может
достигать от 30 до 40∘, что соответствует потерям порядка 24 %.

2. Анализ результатов численного моделирования вихреобразования в при-
стеночных областях гондолы в пакете ANSYSr CFX позволил рассчитать
усредненное значение дифференциальной ошибки в отобранных для ис-
следования точках при различных значениях скорости потока и быст-
роходности ротора, тем самым оптимизировав оптимальное местополо-
жение датчика направления и скорости ветра с учетом конструктивных
особенностей гондолы и непосредственно самого датчика.

3. Анализ поведения воздушного потока в пристеночной области гондолы
показывает, что использование двух симметрично расположенных дат-
чиков направления и скорости ветра (названных «стереодатчиками»)
с обеих сторон гондолы предпочтительнее, чем один датчик сверху гон-
долы, при этом ошибка ориентации может быть уменьшена в 3–4 раза.2
Возможно, большее количество датчиков еще сильнее уменьшит ошибку
ориентации, но также окажет некоторое влияние на взаимные показа-
ния.3

4. Моделирование работы датчиков в пакете Matlab/Simulink показало
полное устранение ошибки ориентации ротора при использовании «сте-
реодатчика» и сохранение ошибки при использовании одного («класси-
ческого») датчика.4

Приведенные результаты показывают преимущество использования «сте-
реодатчика» в системе управления ориентацией ГО ВЭУ по сравнению с
«классическим».

Следует отметить, что существует широкий спектр датчиков, которые мо-
гут быть использованы для рассматриваемой задачи, поэтому конструкция
прибора для бокового расположения в данной работе не раскрывается. С этой
точки зрения, представленные результаты порождают множество областей
для исследований.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации

2Эта концепция похожа на стереовидение, когда картинка выглядит более четкой. Также
она пересекается с принципом навигации «чем больше датчиков – тем выше точность», как
указано в [16].

3Это утверждение требует дополнительных исследований.
4Таким образом, результаты данного исследования будут полезны разработчикам дат-

чиков направления ветра, а также инженерам ВЭУ.
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этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Wind direction stereo sensor
for the wind turbine active yaw system
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Abstract

The traditional approach to the horizontal axis wind turbine yawing
process leads to the appearance of a known differential yawing error due to
the periodic deflection of the air flow by the rotating blades. To reduce its
amplitude, usually recorded by a single weather vane located on the top of
the nacelle.

This study proposes a new approach, namely the usage of a complex or
“stereo” sensor in the form of two devices symmetrically located on both
sides of the nacelle (similar to stereoscopic devices). To prove the effective-
ness of the approach, several specific points near the nacelle were selected
for subsequent modeling of air flows in ANSYSr CFX software using the 𝑘–𝜀
turbulence model based on the Navier–Stokes differential equations. At each
point, the average value of the orientation angle error was calculated under
the following conditions: different wind speeds, tip speed ratios, and wind
direction angles. As a result, two points most suitable for the placement
of devices were identified. Also, the advantage of a stereo-panoramic device
over a traditional one is clearly shown numerically by the example of a case
study with nominal parameters. The Matlab/Simulink analysis showed an
increase in wind turbine performance due to improved reliability of wind di-
rection determination when properly positioned wind flow sensors are used.

This article does not give any idea of a sensor design, since any principle
can be used to determine the correct wind direction. However, the authors
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are considering a new “stereo sensor”, which will be studied in more detail
in the following articles.

Keywords: horizontal axis wind turbine, attitude control system, CFD
analysis, differential error, weather vane deflection simulation, energy loss
reduction.
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Abstract

An analysis has been conducted on the continuous dependence of the
function describing the behavior of the real structure on the characteristics
of initial imperfections. A condition has been obtained, imposed on the pa-
rameter of external influence and the stiffness coefficient of the foundation,
when that is violated, the shape of the cross-section of the strip will no
longer be close to a rectangle, i.e. the strip loses shape stability. During the
study, the parameters of external influences remained independent.
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Introduction. During the operation of products, various internal processes
occur, which can lead to changes in the geometric and physical parameters. How-
ever, when designing such products, it is typically assumed that these changes are
insignificant. Additionally, during production, there are tolerances for the geo-
metric dimensions of parts as well as for their mechanical, physical, and chemical
properties [1–5]. By conducting a study based on a mathematical model, it is
assumed that such imperfections do not have a significant effect on the stress-
strain state. Thus, the solution describing the stress-strain state is continuously
dependent on the initial data (imperfections) [1].

The works on this problem include studies of the stability on the solution
of quasi-static problems [2–4]. In most studies, the load parameters ceased to be
independent at a certain stage of research and a loading trajectory was introduced.

In this study, an analysis of the continuous dependence of the solution for the
state of a compressed elastically supported strip on the functions that characterize
the geometry of its cross-section was carried out.

1. Problem statement. Consider a strip made of elastic material. The shape
of the cross-section is rectangular. The classical model of a one-parameter Winkler
foundation with stiffness coefficient 𝑘 was chosen as the foundation model. The
strip is compressed along the side edges by forces, which makes it impossible to
set the exact boundary conditions for the normal stresses. Let them be reduced
to the main vector equal to modulus 2𝑝ℎ, where 𝑝 is the parameter of external
influence, and ℎ is the cross-section height. Similar situations arise, for example,
if the load is a concentrated force or a distributed force is applied along a line
running along the strip.

Let the upper and lower edges of the strip before deformation be characterized
by the following functions:

𝑦 = (−1)𝑖(ℎ+ 𝑓(𝑥)), 𝑥 ∈ [−𝑙; 𝑙], 𝑖 = 1, 2,

and after deformation:

𝑦 = 𝑔𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ [−𝑙; 𝑙], 𝑖 = 1, 2,

where 𝑓(𝑥), 𝑔𝑖(𝑥) ∈ 𝐶1[−𝑙; 𝑙]; 𝑖 = 1 corresponds to the upper edge of the strip,
𝑖 = 2 corresponds to the bottom edge. In the case of plane strain, the stress-strain
state of the strip is described by solving the following problem [6]:

𝜕𝜎𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝜎𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝜏

𝜕𝑥
= 0,

𝜎𝑥 = 𝜆𝜃 + 2𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜎𝑦 = 𝜆𝜃 + 2𝜇

𝜕𝑣

𝜕𝑦
,

𝜏 = 𝜇
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
, 𝜃 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
,

(1)
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The study of the stress-strain state of an elastically supported compressed strip

with boundary conditions:

𝜏𝑛
⃒⃒
𝑦=𝑔𝑖(𝑥)

= 0, 𝜎𝑛
⃒⃒
𝑦=𝑔𝑖(𝑥)

= 𝑘(𝑔𝑖(𝑥)− 𝑦𝑖(𝑥)), 𝑖 = 1, 2, (2)∫︁ 𝜂2

𝜂1

𝜎𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝜂4

𝜂3

𝜎𝑥𝑑𝑦 = −2𝑝ℎ,∫︁ 𝜂2

𝜂1

𝜎𝑥𝑦𝑑𝑦 =

∫︁ 𝜂4

𝜂3

𝜎𝑥𝑦𝑑𝑦 =

∫︁ 𝜉2

𝜉1

𝑣𝑑𝑦 =

∫︁ 𝜉4

𝜉3

𝑣𝑑𝑦 = 0,
(3)

where

𝜉1 = −ℎ− 𝑓(𝑙), 𝜉2 = ℎ+ 𝑓(𝑙),
𝜉3 = −ℎ− 𝑓(−𝑙), 𝜉2 = ℎ+ 𝑓(−𝑙),
𝜂1 = −ℎ− 𝑓(𝑙) + 𝑣(𝑙, 𝜉1), 𝜂2 = ℎ+ 𝑓(𝑙) + 𝑣(𝑙, 𝜉2),
𝜂3 = −ℎ− 𝑓(−𝑙) + 𝑣(−𝑙, 𝜉3), 𝜂4 = ℎ+ 𝑓(−𝑙) + 𝑣(−𝑙, 𝜉4).

For 𝑓(𝑥) = 0 the problem (1)–(3) admits the solution

𝑣 = 𝑣(0) = 𝜀0𝑦𝑦, 𝜀0𝑦 = −1

2
+

√︃
1

4
− 𝜆

𝜆2 − (𝑘ℎ+ 2𝜇+ 𝜆)(2𝜇+ 𝜆)
𝑝;

𝑢 = 𝑢(0) =
𝑘ℎ+ 2𝜇+ 𝜆

𝜆
𝜀0𝑦𝑥;

𝜎𝑥 = 𝜎
(0)
𝑥 = −𝜆

2 − (𝑘ℎ+ 2𝜇+ 𝜆)(2𝜇+ 𝜆)

𝜆
𝜀0𝑦;

𝜎𝑦 = 𝜎
(0)
𝑦 = −𝑘ℎ𝜀0𝑦; 𝜏 = 𝜏 (0) = 0.

(4)

If the functions that are the solution of problems (1)–(3), depend continuously1
on 𝑓(𝑥) for 𝑓(𝑥) = 𝑓0(𝑥) ≡ 0, then we obtain that, when there is a small difference
in the unloaded state between the cross-sectional shape of the strip and a rectangle
(|𝑓(𝑥)| ≪ ℎ), the stress-strain state after loading is close to (4). In particular, the
shape of the cross-section of the strip remains close to rectangular.

2. The study of continuous dependence. Let us determine the conditions
under which the solutions of problems (1)–(3) continuously depend on 𝑓(𝑥) for
𝑓(𝑥) ≡ 0. To do this, as shown in [7, 8], it is necessary to compose the following
problem regarding auxiliary functionsit is necessary to compose the following task
regarding auxiliary functions which are indicated by a prime:

𝜕𝜎′𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏 ′

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝜎′𝑦
𝜕𝑦

+
𝜕𝜏 ′

𝜕𝑥
= 0,

𝜎′𝑥 = 𝜆𝜃′ + 2𝜇
𝜕𝑢′

𝜕𝑥
, 𝜎′𝑦 = 𝜆𝜃′ + 2𝜇

𝜕𝑣′

𝜕𝑦
,

𝜏 ′ = 𝜇
(︁𝜕𝑣′
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢′

𝜕𝑦

)︁
, 𝜃′ =

𝜕𝑢′

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣′

𝜕𝑦
;

(5)

1By the continuous dependence of the solution of the original problem on 𝑓(𝑥) it is meant
here that the solution found for 𝑓(𝑥) from a sufficiently small neighborhood of 𝑓0(𝑥), will differ
little from the one corresponding to the given 𝑓0(𝑥) [10, the result arising from the implicit
function theorem; p. 492]. In this paper we consider the case when 𝑓0(𝑥) ≡ 0.
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(𝜏0𝑛 + 𝜏 ′𝑛)
⃒⃒
𝑦=𝑔0𝑖 (𝑥)+𝑔′𝑖(𝑥)

= 0,

(𝜎0𝑛 + 𝜎′𝑛)
⃒⃒
𝑦=𝑔0𝑖 (𝑥)+𝑔′𝑖(𝑥)

= 𝑘
(︀
𝑣0(𝜙0

𝑖 + 𝜙′
𝑖, ℎ) + 𝑣′(𝜙0

𝑖 + 𝜙′
𝑖, ℎ)

)︀
, 𝑖 = 1, 2;

(6)

∫︁ 𝜂02+𝜂′2

𝜂01+𝜂′1

(𝜎0𝑥 + 𝜎′𝑥)𝑑𝑦 =

∫︁ 𝜂04+𝜂′4

𝜂03+𝜂′3

(𝜎0𝑥 + 𝜎′𝑥)𝑑𝑦 = −2𝑝ℎ,

∫︁ 𝜂02+𝜂′2

𝜂01+𝜂′1

(𝜎0𝑥 + 𝜎′𝑥)𝑦𝑑𝑦 =

∫︁ 𝜂04+𝜂′4

𝜂03+𝜂′3

(𝜎0𝑥 + 𝜎′𝑥)𝑦𝑑𝑦 = 0,

∫︁ 𝜉02

𝜉01

(𝑣0 + 𝑣′)𝑑𝑦 =

∫︁ 𝜉04

𝜉03

(𝑣0 + 𝑣′)𝑑𝑦 = 0,

(7)

where
𝑔01 = (1 + 𝜀0𝑦)ℎ, 𝑔02 = −(1 + 𝜀0𝑦)ℎ;

𝜙0
1 = 𝜙0

2 =
𝑥

1 + 𝜀0𝑥
;

𝜙′
1 = 𝑢′

(︁ 𝑥

1 + 𝜀0𝑥
,+ℎ

)︁
, 𝜙′

2 = 𝑢′
(︁ 𝑥

1 + 𝜀0𝑥
,−ℎ

)︁
;

𝑔′1 = 𝑣′
(︁ 𝑥

1 + 𝜀0𝑥
, ℎ
)︁
, 𝑔′2 = 𝑣′

(︁ 𝑥

1 + 𝜀0𝑥
,−ℎ

)︁
;

𝑞′1 = 𝑢′
(︁
𝑙,

𝑦

1 + 𝜀0𝑦

)︁
, 𝑞′2 = 𝑢′

(︁
−𝑙, 𝑦

1 + 𝜀0𝑦

)︁
;

𝜉01 = −ℎ, 𝜉02 = ℎ, 𝜉03 = −ℎ, 𝜉04 = ℎ;
𝜂01 = −ℎ+ 𝑣0(𝑙,−ℎ), 𝜂02 = ℎ+ 𝑣0(𝑙, ℎ),
𝜂03 = −ℎ+ 𝑣0(−𝑙,−ℎ), 𝜂04 = ℎ+ 𝑣0(−𝑙, ℎ);
𝜂′1 = 𝑣′(𝑙,−ℎ), 𝜂′2 = 𝑣′(𝑙, ℎ),
𝜂′3 = 𝑣′(−𝑙,−ℎ), 𝜂′4 = 𝑣′(−𝑙, ℎ).

(8)

For the solution of the original problem to depend continuously on the function
𝑓(𝑥) for 𝑓(𝑥) ≡ 0 it is necessary that the homogeneous problem corresponding
to linearized (5)–(8), admits only a trivial solution [8, 11]. It is quite difficult
to conduct research on the general case; therefore we will consider a case that
often occurs in practice when 𝑝/𝜇≪ 1. Then the deformations will also be small
(|𝜀0𝑦| ≪ 1, |𝜀0𝑥| ≪ 1).

This allows the linearized boundary conditions [11], corresponding to (6) and
(7), to replace by the following approximate ones (here, it is already taken into
account that (4) is the solution of the problem (1)–(3) for 𝑓(𝑥) = 0):

for 𝑦 = ±ℎ:

𝜏 ′ − (𝜎
(0)
𝑥 + 𝜎

(0)
𝑦 )

𝜕𝑣′

𝜕𝑥
= 𝜎′𝑦 + 𝑘𝑣′ = 0;

(9)

for 𝑥 = ±𝑙:

𝜎(0)𝑥 ℎ
(︀
𝑣′(𝑥, ℎ) + 𝑣′(𝑥,−ℎ)

)︀ ∫︁ ℎ

−ℎ
(𝜎′𝑥(𝑥, 𝑦)𝑦𝑑𝑦 = 0,

(︀
𝑣′(𝑥, ℎ)− 𝑣′(𝑥,−ℎ)

)︀ ∫︁ ℎ

−ℎ
(𝜎′𝑥(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0,∫︁ ℎ

−ℎ
𝑣′(𝑥, 𝑦)𝑦𝑑𝑦 = 0.

(10)
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The general solution of the system of equations from (5) is presented in the
form [2]

𝑢′ = 𝑞(𝜂) cos 𝑎𝑥, 𝑣′ = 𝑟(𝜂) sin 𝑎𝑥, 𝜂 = 𝑎𝑦. (11)
As a result of substituting (11) into (5), we obtained a system for finding

unknown functions 𝑞(𝜂), 𝑟(𝜂):

𝜇
𝑑2𝑞

𝑑𝜂2
− (𝜆+ 2𝜇)𝑞 + (𝜆+ 𝜇)

𝑑𝑟

𝑑𝜂
= 0, (𝜆+ 2𝜇)

𝑑2𝑟

𝑑𝜂2
− 𝜇𝑟 − (𝜆+ 𝜇)

𝑑𝑞

𝑑𝜂
= 0.

From here we obtain
𝑞(𝜂) = 𝐶1 ch 𝜂 + 𝐶2 sh 𝜂 + 𝐶3𝜂 ch 𝜂 + 𝐶4𝜂 sh 𝜂,
𝑟(𝜂) = (𝐶2 − 𝑎1𝐶3) ch 𝜂 + (𝐶1 − 𝑎1𝐶4) sh 𝜂 + 𝐶1𝜂 ch 𝜂 + 𝐶3𝜂 sh 𝜂,

where 𝑎1 = (𝜆+ 3𝜇)/(𝜆+ 𝜇); 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 are arbitrary constants.
From (5) and (11) follows

𝜎′𝑥 = 𝑎
(︁
𝜆
𝑑𝑟

𝑑𝜂
− (𝜆+ 2𝜇)𝑞

)︁
sin 𝑎𝑥.

Then the boundary conditions (10) are satisfied when 𝑎 = 𝜋𝑛/𝑙. For other
unknowns we obtain

𝜎′𝑦 = 𝑎
(︁
(𝜆+ 2𝜇)

𝑑𝑟

𝑑𝜂
− 𝜆𝑞

)︁
sin 𝑎𝑥,

𝜏 ′ = 𝑎𝜇
(︁𝑑𝑞
𝑑𝜂

+ 𝑟
)︁
cos 𝑎𝑥.

(12)

As a result of substituting (11), (12) into the boundary conditions (9) we
obtain the following system of equations:

𝛼11𝐶1 + 𝛼12𝐶2 + 𝛼13𝐶3 + 𝛼14𝐶4 = 0,

−𝛼11𝐶1 + 𝛼12𝐶2 + 𝛼13𝐶3 − 𝛼14𝐶4 = 0,

𝛼31𝐶1 + 𝛼32𝐶2 + 𝛼33𝐶3 + 𝛼34𝐶4 = 0,

𝛼41𝐶1 + 𝛼42𝐶2 + 𝛼43𝐶3 + 𝛼44𝐶4 = 0;

(13)

𝛼11 = (2𝜇− 𝜎
(0)
𝑥 − 𝜎

(0)
𝑦 ) sh𝛽, 𝛼12 = (2𝜇− 𝜎

(0)
𝑥 − 𝜎

(0)
𝑦 ) ch𝛽,

𝛼13 =
(︀
1 + 𝑎1(1 + 𝜎

(0)
𝑥 + 𝜎

(0)
𝑦 )
)︀
ch𝛽 + 𝛽(1− 𝜎

(0)
𝑥 − 𝜎

(0)
𝑦 ) sh𝛽,

𝛼14 = (1− 𝜎
(0)
𝑥 − 𝜎

(0)
𝑦 ) ch𝛽 +

(︀
1− 𝑎1(𝜎

(0)
𝑥 + 𝜎

(0)
𝑦 )
)︀
sh𝛽,

𝛼31 = 2𝜇 ch𝛽 +
𝑘

𝑎
sh𝛽, 𝛼32 = 2𝜇 sh𝛽 +

𝑘

𝑎
ch𝛽,

𝛼33 =
(︁
(𝜆+ 2𝜇)(1− 𝑎1) + 𝛽

𝑘

𝑎

)︁
sh𝛽 +

(︁
2𝜇𝛽 − 𝑎1

𝑘

𝑎

)︁
ch𝛽,

𝛼34 =
(︁
(𝜆+ 2𝜇)(1− 𝑎1) + 𝛽

𝑘

𝑎

)︁
ch𝛽 +

(︁
2𝜇𝛽 − 𝑎1

𝑘

𝑎

)︁
sh𝛽,

𝛼41 = 2𝜇 ch𝛽 − 𝑘

𝑎
sh𝛽, 𝛼42 = −2𝜇 sh𝛽 +

𝑘

𝑎
ch𝛽,

𝛼43 =
(︁
−(𝜆+ 2𝜇)(1− 𝑎1) + 𝛽

𝑘

𝑎

)︁
sh𝛽 −

(︁
2𝜇𝛽 + 𝑎1

𝑘

𝑎

)︁
ch𝛽,

𝛼44 =
(︁
(𝜆+ 2𝜇)(1− 𝑎1)− 𝛽

𝑘

𝑎

)︁
ch𝛽 +

(︁
2𝜇𝛽 + 𝑎1

𝑘

𝑎

)︁
sh𝛽,

(14)
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where 𝛽 = 𝑎ℎ.
From (13) and (14) we have a relation that, when satisfied, the problem (5),

(9), (10) has a non-trivial solution:⃒⃒⃒⃒
𝛼13 𝛼33

𝛼12 𝛼32

⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
𝛼11 𝛼14

𝛼41 𝛼44

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝛼12 𝛼42

𝛼13 𝛼43

⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
𝛼11 𝛼14

𝛼31 𝛼34

⃒⃒⃒⃒
= 0. (15)

Conclusions. Equation (15) is the equation of a curve at the points where the
continuous dependence of the solution of the original problems (1)–(3) on 𝑓(𝑥) is
violated when 𝑓(𝑥) ≡ 0. In particular, (15) determines the critical values of the
external action parameter 𝑝 and the stiffness parameter of the foundation 𝑘. On
the plane of these parameters, equation (15) sets a statically special curve when
crossing by the loading trajectory, in which the shape of the cross-section will no
longer be close to rectangular (the strip loses stability).
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Аннотация

Проведен анализ непрерывной зависимости функции, описывающей
поведение реальной конструкции, от характеристик начальных несовер-
шенств. Получено условие, накладываемое на параметр внешнего воз-
действия и коэффициент жесткости основания, при нарушении которого
форма поперечного сечения полосы уже не будет близкой к прямоуголь-
нику, т.е. полоса теряет устойчивость формы. При проведении исследо-
вания параметры внешних воздействий оставались независимыми.

Ключевые слова: упругая полоса, упругое подкрепление, непрерыв-
ная зависимость, устойчивость.
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