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Обратная задача для уравнения смешанного
параболо-гиперболического типа
с характеристической линией изменения

Д. К. Дурдиев
1 Бухарское отделение Института математики

Академии наук Республики Узбекистан,
Узбекистан, 705018, Бухара, ул. М. Икбол, 11.

2 Бухарский государственный университет,
Узбекистан, 705018, Бухара, ул. М. Икбол, 11.

Аннотация

Изучены прямая и обратная задачи для модельного уравнения сме-
шанного параболо-гиперболического типа. В прямой задаче рассмотрен
аналог задачи Трикоми для этого уравнения с характеристической ли-
нией изменения типа. Неизвестным обратной задачи является перемен-
ный коэффициент при младшем члене параболического уравнения. Для
его определения относительно решения, определяемого в параболиче-
ской части области, задается интегральное условие переопределения.
Доказаны локальные теоремы однозначной разрешимости поставленных
задач в смысле классического решения.

Ключевые слова: параболо-гиперболическое уравнение, характеристи-
ка, функция Грина, обратная задача, принцип сжатых отображений.
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Дурди е в Д. К.

Постановка задачи. Пусть Ω𝑙𝑇 — область на плоскости (𝑥, 𝑦), состоящая
из объедения двух подобластей, т.е. Ω𝑙𝑇 = Ω1𝑙𝑇 ∪ Ω2𝑙, где Ω1𝑙𝑇 =

{︀
(𝑥, 𝑦) :

0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑦 6 𝑇
}︀
, Ω2𝑙 =

{︀
(𝑥, 𝑦) : −𝑦 < 𝑥 6 𝑦 + 𝑙,−𝑙/2 < 𝑦 < 0

}︀
; 𝑙, 𝑇 —

фиксированные положительные числа. В этой области рассмотрим уравнение
смешанного параболо-гиперболического типа:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 1− sign 𝑦

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
− 1 + sign 𝑦

2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 1 + sign 𝑦

2
𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑦) = 0. (1)

Для уравнения (1) линия изменения типа 𝑦 = 0 является характеристикой
(линией параболического вырождения второго рода [1, стр. 258]).

Прямая задача. В области Ω𝑙𝑇 найти решение уравнения (1), удовлетво-
ряющее следующим граничным условиям:

𝑢
⃒⃒
𝑥=0

= 𝜙1(𝑦), 𝑢
⃒⃒
𝑥=𝑙

= 𝜙2(𝑦), 𝑦 ∈ [0, 𝑇 ], (2)

𝑢
⃒⃒
𝑦=−𝑥

= 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙/2], (3)

где 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝜓(𝑥)— заданные функции.
Под классическим решением прямой задачи (1)–(3) понимается функция

𝑢(𝑥, 𝑦) из класса 𝐶(Ω𝑙𝑇 )∩𝐶1(Ω𝑙𝑇 )∩𝐶1,2
𝑥,𝑦(Ω1𝑙𝑇 )∩𝐶2(Ω2𝑙), которая удовлетворяет

уравнению (1) и условиям (2), (3).
В обратной задаче требуется определить переменный коэффициент 𝑞(𝑥) ∈

𝐶[0, 𝑙] уравнения (1), если относительно решения прямой задачи (1)–(3) за-
дано следующее дополнительное условие:∫︁ 𝑇

0
ℎ(𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙], (4)

где ℎ(𝑦), 𝑓(𝑥)— заданные достаточно гладкие функции.
Уравнения смешанного параболо-гиперболического типа возникают при

математическом моделировании различных процессов из области естество-
знания, например, при изучении движения газа или малосжимаемой жидко-
сти в канале, окруженном пористой средой — в канале газодинамическое дав-
ление жидкости или газа удовлетворяет волновому уравнению, а в пористой
среде описывается уравнением диффузии. Математическое исследование на-
пряженности электромагнитного поля в неоднородной среде, состоящей из
диэлектрика и проводящей среды, приводит к системе, состоящей из волно-
вого уравнения и уравнения теплопроводности. Многие задачи теплообмена
в средах с различным временем релаксации и массообмена в капиллярно-
пористых средах также сводятся к задачам для смешанных параболо-гипер-
болических уравнений. C математическими моделями таких процессов можно
ознакомиться в работах [2–5].

Впервые аналог задачи Трикоми для параболо-гиперболического уравне-
ния был исследован в работе [6]. Методы исследования прямых и обратных
задач, связанных с поиском решения начально-краевой задачи для уравнений
смешанного параболо-гиперболического типа и неизвестной правой части это-
го уравнения в прямоугольной области, были предложены в монографии [7]
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(см. также работы [8–13]). Широкий класс прямых начально-краевых и об-
ратных задач для вырождающихся уравнений смешанного параболо-гипер-
болического типа исследован в работах [14–17]. В работе [18] такие задачи
изучены для уравнений смешанного типа с дробными производными по вре-
мени в параболической части уравнения.

Отметим, что обратные задачи для уравнений смешанного типа не так
хорошо изучены, как аналогичные задачи для классических уравнений. Об-
ратные задачи определения переменных коэффициентов и правых частей от-
дельных параболических уравнений второго порядка исследовались в рабо-
тах [19–21] (см. также монографии [22, 23]). В работах [24–27] рассматрива-
лись задачи восстановления сверточного ядра в параболических уравнениях,
описывающих явления запаздывания. В монографиях [28–31] (см. также об-
ширную библиографию в них) можно ознакомиться с различными обратными
задачами для уравнений гиперболического типа второго порядка.

Настоящая статья продолжает исследования работы [32], в которой изу-
чена однозначная разрешимость обратной задачи определения переменного
коэффициента при младшем члене гиперболического уравнения для смешан-
ного параболо-гиперболического уравнения с нехарактеристической линией
изменения типа.

Всюду в данной работе относительно заданных функций будем предпола-
гать выполненными следующие условия:
(B1) 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦) ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ]; 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙/2];
(B2) 𝜙1(0) = 𝜙2(0) = 𝜓(0) = 0;

(B3) ℎ(𝑦) ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ]; ℎ(0) = ℎ(𝑇 ) = 0; 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙];
∫︁ 𝑇

0
ℎ(𝑦)𝜙1(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(0),∫︁ 𝑇

0
ℎ(𝑦)𝜙2(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑙), 𝑓(𝑥) ̸= 0 для всех 𝑥 ∈ [0, 𝑙].

Исследование прямой задачи. Предположим, что функция 𝑞(𝑥) из-
вестна.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (B1), (B2), 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶 [0, 𝑙] и

𝑙‖𝑞‖𝐶[0,𝑙] < 1. (5)

Тогда в области Ω𝑙𝑇 существует единственное решение прямой задачи (1)–(3).

До к а з ат е л ь ств о. Введем обозначения 𝜏(𝑥) := 𝑢(𝑥, 0), 𝜈(𝑥) = 𝜕
𝜕𝑦𝑢(𝑥, 0).

Тогда в силу однозначной разрешимости задачи Коши для волнового уравне-
ния решение уравнения (1) в области Ω2𝑙 может быть выписано по формуле
Даламбера:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2
[𝜏(𝑥+ 𝑦) + 𝜏(𝑥− 𝑦)]− 1

2

∫︁ 𝑥−𝑦

𝑥+𝑦
𝜈(𝑠)𝑑𝑠. (6)

С учетом равенства (3) и условий (B2) из последнего соотношения следует,
что

𝜏(𝑥) = 2𝜓
(︁𝑥
2

)︁
+

∫︁ 𝑥

0
𝜈(𝑠)𝑑𝑠, 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. (7)
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Дифференцируя это равенство, имеем

𝜏 ′(𝑥) = 𝜓′
(︁𝑥
2

)︁
+ 𝜈(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. (8)

Равенства (6) и (7) можно условно назвать основными соотношениями
для 𝜏(𝑥) и 𝜈(𝑥), полученными из гиперболической части области.

Известно [1, стр. 197], что функция Грина первой начально-краевой зада-
чи для уравнения 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 = 0, 𝑥 ∈ (0, 𝑙), 𝑦 > 0 имеет вид

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
1

2
√
𝜋𝑦

∞∑︁
𝑛=−∞

[︃
exp

(︁
−(𝑥− 𝜉 + 2𝑛)2

4𝑦

)︁
− exp

(︁
−(𝑥+ 𝜉 + 2𝑛)2

4𝑦

)︁]︃
.

Используя это представление, решение (1) в области Ω1𝑙𝑇 с условиями (2)
запишем в виде интегрального уравнения

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜏(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 0, 𝑦 − 𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂 −

−
∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑙, 𝑦 − 𝜂)𝜙2(𝜂)𝑑𝜂 −

∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)𝑞(𝜉)𝑢(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂. (9)

Продифференцируем (9) по 𝑦, учитывая формулу lim
𝜂→𝑦

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦−𝜂) = 𝛿(𝑥− 𝜉),

где 𝛿(·)— дельта-функция Дирака. Полагая в получающемся уравнении 𝑦 = 0,
учитывая, что 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥), и используя соотношение∫︁ 𝑙

0
𝐺𝑦(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜏(𝜉)𝑑𝜉 =

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜏 ′′(𝜉)𝑑𝜉,

которое может быть получено на основе равенств 𝐺𝑦(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐺𝜉𝜉(𝑥, 𝜉, 𝑦),
𝜏(0) = 𝜏(𝑙) (следствие соотношений (B1)), интегрированием по частям с ис-
пользованием свойств функции 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) [33, стр. 32–52] получим

𝜈(𝑥) = 𝜏 ′′(𝑥)− 𝑞(𝑥)𝜏(𝑥). (10)

Сопоставляя (8) и (10), находим обыкновенное дифференциальное урав-
нение для определения неизвестной 𝜏(𝑥)

𝜏 ′′(𝑥)− 𝜏 ′(𝑥)− 𝑞(𝑥)𝜏(𝑥) = −𝜓′
(︁𝑥
2

)︁
, 𝑥 ∈ (0, 𝑙) (11)

с краевыми условиями
𝜏(0) = 0, 𝜏(𝑙) = 0. (12)

Задача (11), (12) эквивалентна интегральному уравнению

𝜏(𝑥) = 𝜏0(𝑥) +

∫︁ 𝑙

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑞(𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡, (13)

где

𝜏0(𝑥) = −
∫︁ 𝑙

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝜓′

(︁ 𝑡
2

)︁
𝑑𝑡,
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𝐾(𝑥, 𝑡) =
1

𝑒𝑙 − 1

{︃
(𝑒𝑥 − 1)(1− 𝑒𝑙−𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑡,
(𝑒𝑥 − 𝑒𝑙)(1− 𝑒−𝑡), 𝑡 6 𝑥 6 𝑙.

Задача (11), (12) имеет единственное решение тогда и только тогда, когда од-
нородное уравнение, соответствующее (11) с однородными граничными усло-
виями (12), имеет только нулевое решение [34, стр. 225–240]. Это эквива-
лентно тому, что однородное интегральное уравнение, соответствующее (13),
имеет только нулевое решение.

Лемма. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда уравнение (13) с
𝜏0(𝑥) = 0 имеет только тривиальное решение.

До к а з ат е л ь ств о. Введем обозначение

Λ
(︀
𝜏(𝑥)

)︀
:=

∫︁ 𝑙

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑞(𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡.

Тогда уравнение (13) с 𝜏0(𝑥) = 0 может быть переписано в виде операторного
уравнения

𝜏(𝑥) = Λ
(︀
𝜏(𝑥)

)︀
. (14)

Очевидно, что оператор Λ непрерывен в классе функций 𝐶[0, 𝑙].
Покажем, что Λ является оператором сжатия в 𝐶[0, 𝑙]. Поскольку

max
06𝑥,𝑡6𝑙

|𝐾(𝑥, 𝑡)| 6 1,

легко видеть, что неравенство

‖Λ(𝜏1)− Λ(𝜏2)‖𝐶[0,𝑙] 6 𝑙‖𝑞‖𝐶[0,𝑙]‖𝜏1 − 𝜏2‖𝐶[0,𝑙]

выполняется для любых функций 𝜏1(𝑥), 𝜏2(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙]. Отсюда с учетом (5)
следует, что оператор Λ является сжимающим в 𝐶[0, 𝑙]. Следовательно, опе-
ратор Λ имеет единственную неподвижную точку в пространстве 𝐶[0, 𝑙]. Так
как 𝜏(𝑥) = 0 является решением уравнение (14), оно единственно. Лемма
доказана. �

После того как найдем функцию 𝜏(𝑥), запишем (6) с учетом (8) в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2
[𝜏(𝑥+ 𝑦) + 𝜏(𝑥− 𝑦)]− 1

2

∫︁ 𝑥−𝑦

𝑥+𝑦

[︁
𝜏 ′(𝑠)− 𝜓′

(︁𝑠
2

)︁]︁
𝑑𝑠 =

= 𝜏(𝑥+ 𝑦) + 𝜓
(︁𝑥− 𝑡

2

)︁
− 𝜓

(︁𝑥+ 𝑡

2

)︁
.

Отсюда ясно, что при выполнении условий (B1) (касательно 𝜓) имеем
𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(Ω2𝑙).

Заметим также, что уравнение (9) на основе условий, наложенных на 𝜙1,
𝜙2 в (B1), определяет функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,2

𝑥,𝑦(Ω1𝑙𝑇 ), т.е. решение задачи (1),
(2) в области Ω1𝑙𝑇 .

Таким образом, построенные функции в Ω1𝑙𝑇 и Ω2𝑙 в совокупности явля-
ются классическим решением прямой задачи (1)–(3) в области Ω𝑙𝑇 . Теорема 1
доказана. �
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Замечание 1. На самом деле, используя принцип максимума, можно до-
казать единственность решения прямой задачи. При этом условие (5) можно
ослабить, заменив его на 𝑞(𝑥) > 0 (см. [7, стр. 15–17]).

Исследование обратной задачи. Пусть выполнены условия (B3). Умно-
жая уравнение (1) в области Ω1𝑙𝑇 на функцию ℎ(𝑦), интегрируя полученное
по отрезку [0, 𝑇 ] и учитывая (4), находим

𝑞(𝑥) =
𝑓 ′′(𝑥)

𝑓(𝑥)
+

1

𝑓(𝑥)

∫︁ 𝑇

0
ℎ′(𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. (15)

Теперь с помощью этой формулы исключим функцию 𝑞(𝑥) из (9), (13) и за-
пишем эти уравнения в операторно-векторном виде:

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑈 [𝑣](𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1𝑙𝑇 , (16)

где

𝑣(𝑥, 𝑦) = [𝑣1(𝑥, 𝑦), 𝑣2(𝑥)]
* :=

[︂
𝑢(𝑥, 𝑦)−

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜏(𝜉)𝑑𝜉, 𝜏(𝑥)

]︂*
,

*— знак транспонирования, а компоненты оператора 𝑈 = [𝑈1, 𝑈2]
* определя-

ются равенствами

𝑈1𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣01(𝑥, 𝑦)−
∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)

[︂
𝑓 ′′(𝜉)

𝑓(𝜉)
+

1

𝑓(𝜉)

∫︁ 𝑇

0
ℎ′(𝑠)𝑣1(𝜉, 𝑠)𝑑𝑠

]︂
×

×
[︂
𝑣1(𝜉, 𝜂) +

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝜉, 𝑠, 𝜂)𝑣2(𝑠)𝑑𝑠

]︂
𝑑𝜉𝑑𝜂, (17)

𝑈2𝑣(𝑥) = 𝑣02(𝑥) +

∫︁ 𝑙

0
𝐾(𝑥, 𝜉)

[︂
𝑓 ′′(𝜉)

𝑓(𝜉)
+

1

𝑓(𝜉)

∫︁ 𝑇

0
ℎ′(𝑠)𝑣1(𝜉, 𝑠)𝑑𝑠

]︂
𝑣2(𝜉)𝑑𝜉, (18)

где в (17) и (18) через 𝑣01 и 𝑣02 обозначены свободные от неизвестных члены
интегральных уравнений:

𝑣01(𝑥, 𝑦) :=

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 0, 𝑦−𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂−

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑙, 𝑦−𝜂)𝜙2(𝜂)𝑑𝜂, 𝑣02(𝑥) := 𝜏0(𝑥).

Основным результатом настоящего раздела является следующее утвер-
ждение.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (B1), (B2) и (B3). Тогда существу-
ют числа 𝑙* ∈ (0, 𝑙), 𝑇 * ∈ (0, 𝑇 ) такие, что в области Ω̄1𝑙*𝑇 * уравнение (16)
имеет единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄1𝑙*𝑇 *), 𝜏(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙*].

До к а з ат е л ь ств о. Обратимся к уравнению (16). Очевидно, что опе-
ратор 𝑈 переводит функции 𝑣(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω1𝑙𝑇 ) в функции, также принадле-
жащие пространству 𝐶(Ω1𝑙𝑇 ). Определим в 𝐶(Ω1𝑙𝑇 ) следующую норму:

‖𝑣‖𝑙𝑇 = max
{︁

max
(𝑥,𝑦)∈Ω1𝑙𝑇

|𝑣1(𝑥, 𝑦)|, max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑣2(𝑥)|
}︁
.
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Для сокращения записей введем обозначения

𝑓0 := min
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑓(𝑥)|, 𝑓1 := max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑓 ′′(𝑥)|, ℎ0 := max
𝑥∈[0,𝑇 ]

|ℎ′(𝑦)|.

Покажем теперь, что при достаточно малых 𝑙 и 𝑇 оператор 𝑈 осуществ-
ляет сжатое отображение шара

𝑆(𝑣0, 𝑟) :=
{︀
𝑣 : ‖𝑣 − 𝑣0‖𝑙𝑇 6 𝑟

}︀
⊂ 𝐶(Ω1𝑙𝑇 )

радиуса 𝑟 (𝑟— известное число) с центром в точке 𝑣0(𝑥, 𝑦) =
(︀
𝑣01(𝑥, 𝑦), 𝑣02(𝑥)

)︀
на себя и является сжатием. Тем самым мы покажем, что уравнение (16)
имеет в области Ω1𝑇 единственное непрерывное решение, удовлетворяющее
неравенству ‖𝑣 − 𝑣0‖𝑙𝑇 6 𝑟.

Очевидно, что для элементов 𝑣 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟) имеет место оценка

‖𝑣‖𝑙𝑇 6 ‖𝑣0‖𝑙𝑇 + 𝑟 =: 𝑅,

где
‖𝑣0‖𝑙𝑇 = max

{︁
max

(𝑥,𝑦)∈Ω1𝑙𝑇

|𝑣01(𝑥, 𝑦)|, max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑣02(𝑥)|
}︁
.

Пусть

𝑇1 :=
1

𝑅ℎ0

(︁𝑓0
𝑙
− 𝑓1

)︁
, 𝑇2 :=

1

2𝑅ℎ0

[︀
(𝑓21 + 2𝑅𝑓0ℎ0)

1/2 − 𝑓1
]︀
, 𝑙* =

𝑓0
𝑓1
.

Оценим ‖𝑣0‖𝑙𝑇 . Для этого получим оценки интегралов, в которых присут-
ствуют функции 𝐺, 𝐺𝜉 в определениях компонент вектор-функции 𝑣0(𝑥, 𝑦).
Будем использовать равенство∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝑑𝜉 = 1,

вытекающее из определения функции 𝐺. Заметим, что 𝐺 имеет эквивалент-
ное выражение [33, стр. 200–204]:

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2

𝑙

∞∑︁
𝑛=1

exp
[︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑦
]︁
sin

𝑛𝜋𝑥

2
sin

𝑛𝜋𝜉

2
.

С учетом этого выражения имеем равенство

𝐺𝜉(𝑥, 0, 𝑦 − 𝜂) =
2

𝑙

∞∑︁
𝑛=1

exp
[︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
(𝑦 − 𝜂)

]︁𝑛𝜋
𝑙

sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
=

=
1

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝐺𝜂(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)(𝑙 − 𝜉)𝑑𝜉,

которое проверяется непосредственно. Воспользовавшись последним равен-
ством, преобразуем следующий интеграл:
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∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 0, 𝑦 − 𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂 =

1

𝑙

∫︁ 𝑙

0
(𝑙 − 𝜉)

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜂(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉 =

=
1

𝑙

∫︁ 𝑙

0
(𝑙 − 𝜉)

{︂[︁
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)𝜙1(𝜂)

]︁𝑦
0
−
∫︁ 𝑦

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)𝜙′

1(𝜂)𝑑𝜂

}︂
𝑑𝜉 =

=
𝑙 − 𝑥

𝑙
𝜙1(𝑦) +

1

𝑙

∫︁ 𝑙

0
(𝑙 − 𝜉)

∫︁ 𝑦

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)𝜙′

1(𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉.

Из этих соотношений для (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω1𝑙𝑇 ) легко вытекает оценка⃒⃒⃒⃒
(1 + 𝑙)

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 0, 𝑦 − 𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
6 ‖𝜙1‖𝐶1[0,𝑇 ]. (19)

Подобным образом для (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω1𝑙𝑇 ) может быть получена оценка⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑙, 𝑦 − 𝜂)𝜙2(𝜂)𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
6 (1 + 𝑙)‖𝜙2‖𝐶1[0,𝑇 ]. (20)

Тогда из неравенств (19), (20) следует оценка

‖𝑣0‖𝑙 6 max
{︁
2(1 + 𝑙)max

(︀
‖𝜙1‖𝐶1[0,𝑇 ], ‖𝜙2‖𝐶1[0,𝑇 ]

)︀
, ‖𝜓′(𝑥)‖𝐶[0,𝑙/2]

}︁
. (21)

Определим условия, при которых возможно применение теоремы о непо-
движной точке к оператору 𝑈 . Пусть 𝑣 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟). Тогда из (17), (18) нетрудно
заметить, что 𝑈𝑣 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟). Кроме того, для всех (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1𝑙𝑇 с учетом оце-
нок (19)–(21) получим неравенства

|𝑈1𝑣 − 𝑣01| 6
∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)

[︂
|𝑓 ′′(𝜉)|
|𝑓(𝜉)|

+
1

|𝑓(𝜉)|

∫︁ 𝑇

0
|ℎ′(𝑠)||𝑣1(𝜉, 𝑠)|𝑑𝑠

]︂
×

×
[︂
|𝑣1(𝜉, 𝜂)|+

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝜉, 𝑠, 𝜂)|𝑣2(𝑠)|𝑑𝑠

]︂
𝑑𝜉𝑑𝜂 6

2𝑅𝑇

𝑓0
(𝑓1 +𝑅𝑇ℎ0); (22)

|𝑈2𝑣 − 𝑣02| 6
∫︁ 𝑙

0
𝐾(𝑥, 𝜉)

[︂
|𝑓 ′′(𝜉)|
|𝑓(𝜉)|

+
1

|𝑓(𝜉)|

∫︁ 𝑇

0
|ℎ′(𝑠)||𝑣1(𝜉, 𝑠)|𝑑𝑠

]︂
|𝑣2(𝜉)|𝑑𝜉 6

6
1

𝑓0
(𝑓1 +𝑅𝑇ℎ0)𝑅𝑙, (23)

из которых следует, что для 𝑇 6 𝑇 * и 𝑙 6 𝑙* имеет место ‖𝑣 − 𝑣0‖𝑙𝑇 6 𝑟, т.е.
𝑈𝑣 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟).

Осталось показать, что оператор 𝑈 сжимает расстояние между элемента-
ми шара 𝑆(𝑣0, 𝑟). Для доказательства этого факта возьмем любые два элемен-
та 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟) и оценим норму разности между их образами 𝑈𝑣1, 𝑈𝑣2.
Обозначим компоненты элементов 𝑣1, 𝑣2 через 𝑣1𝑖 , 𝑣

2
𝑖 , 𝑖 = 1, 2. При оценке

‖𝑈𝑣1 − 𝑈𝑣2‖𝑙𝑇 воспользуемся неравенством

|(𝑣1𝑖 )2 − (𝑣2𝑖 )
2| = |𝑣1𝑖 + 𝑣2𝑖 ||𝑣1𝑖 − 𝑣2𝑖 | 6 2𝑅‖𝑣1 − 𝑣2‖𝑙𝑇 , 𝑖 = 1, 2,
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которое имеет место для произвольных 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟). Используя формулы
(17), (18) и оценки (19)–(21), подобно неравенствам (22), (23) найдем

max
{︁

max
(𝑥,𝑦)∈Ω1𝑙𝑇

|𝑈1𝑣
1 − 𝑈1𝑣

2|, max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑈2𝑣
1 − 𝑈2𝑣

2|
}︁
6

6
1

𝑓0
(𝑓1 + 2𝑅𝑇ℎ0)max{𝑙, 2𝑇}‖𝑣1 − 𝑣2‖𝑙𝑇 .

Отсюда следует, что

‖𝑈𝑣1 − 𝑈𝑣2‖𝑙𝑇 6
𝑇

𝑇 * ‖𝑣
1 − 𝑣2‖𝑙𝑇 ,

и оператор 𝑈 при 𝑇 ∈ (0, 𝑇 *) и 𝑙 ∈ (0, 𝑙*) осуществляет сжатое отображение
шара 𝑆(𝑣0, 𝑟) на себя. Тогда, согласно принципу сжимающих отображений,
уравнение (16) определяет единственное решение, принадлежащее этому ша-
ру. Теорема 2 доказана. �

Введем обозначение 𝑙1 := 𝑓0
[︀
𝑓1 + 2ℎ0(‖𝑣0‖𝑙*𝑇 * + 𝑟)𝑇 *]︀−1.

Теорема 3. При выполнении условий теоремы 2 на отрезке [0, 𝑙0], где
𝑙0 = min{𝑙*, 𝑙1}, существует единственное непрерывное решение обратной
задачи (1)–(4).

Для д о к а з ат е л ь ств а заметим, что из 𝑣(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟) с учетом

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑣1(𝑥, 𝑦) +

∫︁ 𝑙*

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝑣2(𝜉)𝑑𝜉

следует оценка |𝑢(𝑥, 𝑦)| 6 2𝑅 = 2(‖𝑣0‖𝑙*𝑇 * + 𝑟). Используя эту оценку, из (15)
получим неравенство ‖𝑞‖𝐶[0,𝑙] 6 (𝑙/𝑓0)

[︀
𝑓1 +2ℎ0(‖𝑣0‖𝑙*𝑇 * + 𝑟)𝑇 *]︀. Ввиду (5) из

последнего неравенства следует доказательство теоремы 3.
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Abstract

This study investigates direct and inverse problems for a model equation
of mixed parabolic-hyperbolic type. In the direct problem, an analogue of
the Tricomi problem is considered for this equation with a characteristic line
of type change. The unknown in the inverse problem is a variable coefficient
of the lower-order term in the parabolic equation. To determine it relative
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overdetermination condition is specified. Local theorems of unique solvability
of the posed problems in terms of classical solutions are proven.
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О разрешимости одной начально-граничной
задачи для вырождающегося уравнения
высокого четного порядка
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Узбекистан, 100174, Ташкент, ул. Университетская, 46.

Аннотация

Рассмотрено вырождающееся дифференциальное уравнение в част-
ных производных высокого четного порядка в прямоугольнике. Для
рассматриваемого уравнения сформулирована одна начально-граничная
задача и исследованы единственность, существование и устойчивость
её решения. Единственность решения задачи доказана методом инте-
гральных тождеств. Существование решения задачи исследовано мето-
дом разделения переменных. Здесь сначала исследована спектральная
задача для обыкновенного дифференциального уравнения высокого чет-
ного порядка, вытекающая из поставленной задачи при разделении пе-
ременных. Построена функция Грина спектральной задачи. С её помо-
щью спектральная задача эквивалентно сведена к интегральному урав-
нению Фредгольма второго рода с симметричным ядром. Отсюда на
основании теории интегральных уравнений заключено, что существует
счетное число собственных значений и собственных функций спектраль-
ной задачи. Найдены условия, при которых заданная функция разлага-
ется в равномерно сходящийся ряд Фурье по собственным функциям
спектральной задачи. C использованием свойств функции Грина и соб-
ственных функций спектральной задачи доказана лемма о равномерной
сходимости некоторых билинейных рядов. Доказаны также леммы о по-
рядке коэффициентов Фурье заданной функции. Решение изучаемой за-
дачи выписано в виде суммы ряда Фурье по системе собственных функ-
ций спектральной задачи. Равномерная сходимость этого ряда и рядов,
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полученных из него почленным дифференцированием, доказана с помо-
щью лемм, перечисленных выше. В конце статьи получены две оценки
для решения поставленной задачи, одна из которых — в пространстве
квадратично суммируемых функций с весом, а другая — в простран-
стве непрерывных функций. Из этих неравенств следует устойчивость
решения в соответствующих пространствах.

Ключевые слова: вырождающееся дифференциальное уравнение, начально-
граничная задача, спектральная задача, существование, единственность
и устойчивость решения, метод разделения переменных.

Получение: 14 мая 2023 г. / Исправление: 9 октября 2023 г. /
Принятие: 13 декабря 2023 г. / Публикация онлайн: 23 декабря 2023 г.

Введение

Рассматривается вырождающееся уравнение высокого четного порядка
вида

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢

𝜕𝑥2𝑛

)︁
+ 𝑢𝑡𝑡 +

2𝛾

𝑡
𝑢𝑡 + 𝑏𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (1)

в прямоугольнике Ω =
{︀
(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 1; 0 < 𝑡 < 𝑇

}︀
. Здесь 𝑢(𝑥, 𝑡)— неизвест-

ная функция; 𝑓(𝑥, 𝑡)— заданная функция, а 𝛼, 𝛾, 𝑏, 𝑛 ∈ R— заданные числа,
причем 0 < 𝛼 < 1, 0 6 𝛾 < 1/2, 𝑏 > 0, 𝑛 ∈ N.

Из уравнения (1) при 𝛾 = 𝑏 = 𝛼 = 0, 𝑛 = 1, 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0 следует уравне-
ние, описывающее свободное колебание балки, которое имеет многочисленные
приложения в строительной механике, авиастроении, машиностроении, судо-
строении и т.д. [1–5]. В работе [6] для данного частного случая уравнения (1)
изучена начальная задача, а в работах [7–13] — различные начально-гранич-
ные и обратные задачи. Для уравнений четвертого порядка, описывающих
колебания прямоугольной пластинки, в работах [14–15] изучены различные
начально-граничные задачи; уравнения колебаний балки в многомерном слу-
чае рассматривались в работе [16].

Обратим также внимание на работы [17–22], в которых ставятся и изуча-
ются различные начально-граничные задачи для уравнений в частных про-
изводных высокого четного порядка с различными локальными и нелокаль-
ными граничными условиями.

Отметим, что в работах, посвященных изучению начально-граничных за-
дач, в качестве объекта исследования в основном взяты невырождающие-
ся уравнения. Начально-граничные задачи для вырождающихся уравнений
в частных производных высокого четного порядка изучены сравнительно ма-
ло. В частности, в работах [23–25] для уравнений четвертого порядка с тремя
линиями вырождения изучены локальные и нелокальные начально-гранич-
ные задачи. В работах [26–27] рассматриваются вырождающиеся дифферен-
циальные уравнения 2𝑘 порядка и исследованы задачи с граничными усло-
виями вида

𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝑗 = 0, 𝑘 − 1,
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а в работах [28, 29] — с условиями вида

𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕𝑘+𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑘+𝑗

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝑗 = 0, 𝑘 − 1.

В настоящей работе в области Ω для уравнения (1) формулируется и ис-
следуется начально-граничная задача с условиями на 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1, связан-
ными со значениями частных производных искомой функции четного поряд-
ка по 𝑥.

1. Постановка задачи
Задача 𝐴1. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), обладающую следующими свойства-

ми:
1) (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)𝑢, (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)[𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝑢] ∈ 𝐶(Ω), 𝑗 = 0, 2𝑛− 1; 𝑡2𝛾𝑢𝑡 ∈ 𝐶(Ω);

(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)[𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝑢] ∈ 𝐶(Ω);
(︀
𝑢𝑡𝑡 +

2𝛾
𝑡 𝑢𝑡

)︀
∈ 𝐶(Ω);

2) в области Ω удовлетворяет уравнению (1);
3) на границе области Ω выполняются следующие начальные и граничные

условия:

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1]; lim
𝑡→0

𝑡2𝛾𝑢𝑡 = 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1); (2)

𝜕2𝑗

𝜕𝑥2𝑗
𝑢(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕2𝑗

𝜕𝑥2𝑗

(︁
𝑥𝛼

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛
𝑢(𝑥, 𝑡)

)︁⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,

𝜕2𝑗

𝜕𝑥2𝑗
𝑢(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0,
𝜕2𝑗

𝜕𝑥2𝑗

(︁
𝑥𝛼

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛
𝑢(𝑥, 𝑡)

)︁⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0, (3)

𝑗 = 0, 𝑛− 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

где 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥)— заданные функции.

Отметим, что эта задача при 𝛼 = 𝛾 = 𝑏 = 0, 𝑛 = 1 была ранее изуче-
на в работах [8, 10] для уравнения балки, а в работе [9] — для нелинейного
уравнения балки. В работе [10] изучены обратные задачи с граничными усло-
виями вида (3) при 𝛼 = 0, 𝑛 = 1 для уравнения балки, а в работах [14, 15] —
начально-граничные задачи с такими же граничными условиями для уравне-
ния колебания пластины. Задача 𝐴1 при 𝛼 = 0 и другие задачи типа 𝐴1 для
уравнения

𝑢𝑡𝑡 +
2𝛾

𝑡
𝑢𝑡 + (−1)𝑚

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2𝑚
𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

изучены в работах [20, 22].
Исследуем существование, единственность и устойчивость решения по-

ставленной задачи 𝐴1.

2. Единственность решения задачи 𝐴1

Теорема 1. Задача 𝐴1 не может иметь более одного решения.

До к а з ат е л ь ств о. Предположим, что существуют два решения 𝑢1(𝑥, 𝑡)
и 𝑢2(𝑥, 𝑡) задачи 𝐴1. Их разность обозначим через 𝑢(𝑥, 𝑡). Тогда функция
𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению (1) при 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0, а условиям (2) и (3) —
при 𝜙(𝑥) ≡ 𝜓(𝑥) ≡ 0.
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Пусть ∀𝑇0 ∈ (0, 𝑇 ], а Ω0 =
{︀
(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 < 𝑇0

}︀
. Очевидно, что

Ω0 ⊂ Ω. Введем следующую функцию:

𝜔(𝑥, 𝑡) = −
∫︁ 𝑇0

𝑡
𝜉−2𝛾𝑢(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω0.

Эта функция обладает следующими свойствами:
1) (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)𝜔, (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)[𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝜔] ∈ 𝐶(Ω0), 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑡2𝛾𝜔𝑡, 𝑡2𝛾 𝜕
𝜕𝑡(𝑡

2𝛾𝜔𝑡) ∈ 𝐶(Ω0);
2) удовлетворяет условиям (3) при 𝑡 ∈ [0, 𝑇0].
Рассмотрим уравнение (1) при 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0, умножим его на функцию

𝑡2𝛾𝜔(𝑥, 𝑡) и проинтегрируем полученное равенство по области Ω0:∫︁ 1

0

∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾𝜔(𝑥, 𝑡)

(︁ 𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛

[︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛

]︁
+

+ 𝑡−2𝛾 𝜕

𝜕𝑡

[︁
𝑡2𝛾

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

]︁
+ 𝑏𝑢(𝑥, 𝑡)

)︁
𝑑𝑡𝑑𝑥 = 0.

Перепишем полученное в виде∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛

[︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛

]︁
𝑑𝑥+

+

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡

[︁
𝑡2𝛾

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

]︁
𝑑𝑡+

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑏𝑡2𝛾𝜔(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Теперь, применяя правило интегрирования по частям к первым двум внут-
ренним интегралам, получим выражение∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾

[︁
𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑛−1

𝜕𝑥2𝑛−1

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛

)︁
− 𝜕𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

𝜕2𝑛−2

𝜕𝑥2𝑛−2

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛

)︁
+

+ · · · − 𝜕2𝑛−1𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛−1

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛

)︁]︁𝑥=1

𝑥=0
𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝑑𝑥+

+

∫︁ 1

0

[︁
𝜔(𝑥, 𝑡)𝑡2𝛾

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒𝑡=𝑇0

𝑡=0
−
∫︁ 𝑇0

0
𝜔𝑡(𝑥, 𝑡)𝑡

2𝛾 𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡
]︁
𝑑𝑥+

+

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑏𝑡2𝛾𝜔(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 0,

из которого в силу свойств функций 𝜔(𝑥, 𝑡) и 𝑢(𝑥, 𝑡) следует равенство∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝑑𝑥−

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾

𝜕𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡+

+

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑏𝑡2𝛾𝜔(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 0.
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Отсюда, учитывая равенства

𝑢 = 𝑡2𝛾
𝜕𝜔

𝜕𝑡
,

𝜕2𝑛𝑢

𝜕𝑥2𝑛
= 𝑡2𝛾

𝜕2𝑛+1𝜔

𝜕𝑥2𝑛𝜕𝑡
,

имеем∫︁ 1

0
𝑥𝛼𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑡4𝛾

𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝜕2𝑛+1𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛𝜕𝑡
𝑑𝑡−

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡+

+

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑏𝑡4𝛾𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝜔(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Далее, принимая во внимание равенства

𝑢(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

1

2

𝜕

𝜕𝑡

[︀
𝑢(𝑥, 𝑡)

]︀2
,

𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝜕2𝑛+1𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛𝜕𝑡
=

1

2

𝜕

𝜕𝑡

[︁𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2𝑛

]︁2
,

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛
𝜔(𝑥, 𝑇0) = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 0

и применяя правило интегрирования по частям к интегралам по 𝑡 при 0 <
< 𝛾 < 1/2, получим∫︁ 1

0
𝑢2(𝑥, 𝑇0)𝑑𝑥+ 4𝛾

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑡4𝛾−1

(︁
𝑥𝛼

[︁𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2𝑛

]︁2
+ 𝑏𝜔2(𝑥, 𝑡)

)︁
𝑑𝑡 = 0,

а при 𝛾 = 0 имеем∫︁ 1

0
𝑢2(𝑥, 𝑇0)𝑑𝑥+

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︁𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2𝑛

]︁2
𝑡=0

𝑑𝑥+ 𝑏

∫︁ 1

0
𝜔2(𝑥, 0)𝑑𝑥 = 0.

В силу свойств функций 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜔(𝑥, 𝑡) и условий 𝑏 > 0, 0 < 𝛾 < 1/2,
0 < 𝛼 < 1 все интегралы в левой части последних равенств существуют
и неотрицательны. Тогда из них следует, что 𝑢(𝑥, 𝑇0) ≡ 0, 𝑥 ∈ [0, 1]. Так как
∀𝑇0 ∈ [0, 𝑇 ], функция 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω. Тогда 𝑢1(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢2(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω.
Теорема 1 доказана. �

3. Исследование спектральной задачи
При формальном применении метода Фурье к задаче 𝐴1 возникает сле-

дующая спектральная задача: найти значения параметра 𝜆, при которых су-
ществуют нетривиальные решения уравнения

𝑀𝑣 ≡
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛)
= 𝜆𝑣(𝑥), 0 < 𝑥 < 1, (4)

удовлетворяющие условиям

𝑣(𝑗)(𝑥),
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(𝑗) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑣(2𝑗)(0) = 0,
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑗)⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1;

𝑣(2𝑗)(1) = 0,
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑗)⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1.

(5)
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Пусть 𝑣(𝑥) и ℎ(𝑥)— функции, удовлетворяющие условиям (5), и 𝑀𝑣(𝑥),
𝑀ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1). Тогда, применяя правило интегрирования по частям, имеем

∫︁ 1

0
ℎ(𝑥)𝑀𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

[︁
ℎ(𝑥)

(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−1) − ℎ′(𝑥)
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−2)
+

+ℎ′′(𝑥)
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−3)−· · ·−ℎ(2𝑛−1)(𝑥)
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀
+
(︀
𝑥𝛼ℎ(2𝑛)(𝑥)

)︀
𝑣(2𝑛−1)(𝑥)−

−
(︀
𝑥𝛼ℎ(2𝑛)(𝑥)

)︀′
𝑣(2𝑛−2)(𝑥) +

(︀
𝑥𝛼ℎ(2𝑛)(𝑥)

)︀′′
𝑣(2𝑛−3)(𝑥)− . . .

· · · −
(︀
𝑥𝛼ℎ(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−1)
𝑣(𝑥)

]︁𝑥=1

𝑥=0
+

∫︁ 1

0
𝑣(𝑥)𝑀ℎ(𝑥)𝑑𝑥.

Отсюда в силу свойств функций 𝑣(𝑥) и ℎ(𝑥) следует равенство∫︁ 1

0
ℎ(𝑥)𝑀𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑣(𝑥)𝑀ℎ(𝑥)𝑑𝑥.

Следовательно, задача с условиями 𝑀𝑣 = 0 и (5) самосопряжена.
Пусть 𝑣(𝑥) ̸≡ 0, 𝑥 ∈ [0, 1] и удовлетворяет условиям задачи (4), (5). Тогда

𝜆

∫︁ 1

0
𝑣2(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑣(𝑥)

(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛)
𝑑𝑥 =

[︁
𝑣(𝑥)

(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−1) −

− 𝑣′(𝑥)
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−2)
+ · · · − 𝑣(2𝑛−1)(𝑥)

(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀]︁𝑥=1

𝑥=0
+

+

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︀
𝑣(2𝑛)(𝑥)

]︀2
𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︀
𝑣(2𝑛)(𝑥)

]︀2
𝑑𝑥,

т.е.

𝜆

∫︁ 1

0
𝑣2(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︀
𝑣(2𝑛)(𝑥)

]︀2
𝑑𝑥.

Отсюда в силу 𝑣(𝑥) ̸≡ 0 следует, что 𝜆 > 0. Если 𝜆 = 0, то из последнего
равенства следует, что 𝑣(2𝑛)(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 1. Тогда

𝑣(𝑥) = 𝑐1
𝑥2𝑛−1

(2𝑛− 1)!
+ 𝑐2

𝑥2𝑛−2

(2𝑛− 2)!
+ · · ·+ 𝑐2𝑛−1

𝑥

1!
+ 𝑐2𝑛, 𝑥 ∈ (0, 1),

где 𝑐𝑗 — произвольные действительные числа. Подчиняя эту функцию усло-
виям 𝑣(2𝑗)(𝑥)

⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝑣(2𝑗)(𝑥)
⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1, получим 𝑐𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2𝑛.
Тогда 𝑣(𝑥) ≡ 0, 0 6 𝑥 6 1. Следовательно, задача (4), (5) может иметь нетри-
виальные решения только при 𝜆 > 0.

Для доказательства существования собственных значений задачи (4), (5)
применим метод функции Грина. Так как 𝜆 = 0 не является собственным
значением, существует единственная функция Грина 𝐺(𝑥, 𝑠). Построим ее.
Она должна обладать следующими свойствами:

1) функции (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)𝐺(𝑥, 𝑠), 𝑗 = 0, 2𝑛− 1, (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)
[︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛

)︀
𝐺(𝑥, 𝑠)

]︀
,

𝑗 = 0, 2𝑛− 2 непрерывны для всех 𝑥, 𝑠 ∈ [0, 1];
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2) в каждом из интервалов [0, 𝑠) и (𝑠, 1] существует непрерывная произ-
водная (𝜕2𝑛−1/𝜕𝑥2𝑛−1)

[︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠)

]︀
, а при 𝑥 = 𝑠 имеет место

скачок 1:

(𝜕2𝑛−1/𝜕𝑥2𝑛−1)
[︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠)

]︀𝑥=𝑠+0

𝑥=𝑠−0
= 1;

3) в интервалах (0, 𝑠) и (𝑠, 1) существует производная
(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)

[︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠)

]︀
и выполняется равенство𝑀𝐺(𝑥, 𝑠) = 0;

4) при 𝑠 ∈ (0, 1) и 𝑘 = 0, 𝑛− 1 выполняются граничные условия

(𝜕2𝑘/𝜕𝑥2𝑘)𝐺(𝑥, 𝑠)
⃒⃒
𝑥=0

= 0,

(𝜕2𝑘/𝜕𝑥2𝑘)
(︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠)

)︀⃒⃒
𝑥=0

= 0;
(6)

(𝜕2𝑘/𝜕𝑥2𝑘)𝐺(𝑥, 𝑠)
⃒⃒
𝑥=1

= 0,

(𝜕2𝑘/𝜕𝑥2𝑘)
(︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠)

)︀⃒⃒
𝑥=1

= 0.
(7)

Принимая во внимание вид общего решения уравнения 𝑀𝐺(𝑥, 𝑠) = 0
в промежутках (0, 𝑠) и (𝑠, 1), функцию 𝐺(𝑥, 𝑠) ищем в виде

𝐺(𝑥, 𝑠) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥
4𝑛−𝛼−𝑗

(2𝑛− 𝑗)!(2𝑛− 𝛼− 𝑗 + 1)2𝑛
+

4𝑛∑︀
𝑗=2𝑛+1

𝑎𝑗𝑥
4𝑛−𝑗

(4𝑛− 𝑗)!
, 0 6 𝑥 6 𝑠,

2𝑛∑︀
𝑗=1

𝑏𝑗𝑥
4𝑛−𝛼−𝑗

(2𝑛− 𝑗)!(2𝑛− 𝛼− 𝑗 + 1)2𝑛
+

4𝑛∑︀
𝑗=2𝑛+1

𝑏𝑗𝑥
4𝑛−𝑗

(4𝑛− 𝑗)!
, 𝑠 6 𝑥 6 1,

(8)

где 𝑎𝑗 и 𝑏𝑗 , 𝑗 = 1, 4𝑛— неизвестные функции переменной 𝑠, а (𝑧)𝑛 = 𝑧(𝑧 + 1)×
× (𝑧 + 2) · · · (𝑧 + 𝑛− 1)— символ Похгаммера [30].

Если функция (8) удовлетворяет свойствам 1) и 2) функции Грина, полу-
чим следующую систему уравнений относительно (𝑏𝑗 − 𝑎𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 4𝑛:

𝑏1 − 𝑎1 = 1,

𝑚1∑︁
𝑗=1

𝑠𝑚1−𝑗

(𝑚1 − 𝑗)!
(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) = 0, 𝑚1 = 2, 2𝑛,

2𝑛∑︁
𝑗=1

𝑠2𝑛−𝛼+𝑚2−𝑗(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

(2𝑛− 𝑗)!(2𝑛− 𝛼− 𝑗 + 1)𝑚2

+

𝑚2∑︁
𝑗=1

𝑠𝑚2−𝑗(𝑏2𝑛+𝑗 − 𝑎2𝑛+𝑗)

(𝑚2 − 𝑗)!
= 0, 𝑚2 = 1, 2𝑛.

Эта система имеет единственное решение:

𝑏𝑗 − 𝑎𝑗 =
(−1)𝑗−1𝑠𝑗−1

(𝑗 − 1)!
, 𝑏2𝑛+𝑗 − 𝑎2𝑛+𝑗 =

(−1)𝑗−1𝑠2𝑛+𝑗−1−𝛼

(𝑗 − 1)!(𝑗 − 𝛼)2𝑛
, 𝑗 = 1, 2𝑛. (9)

Подставляя (8) в условия (6), последовательно получим

𝑎4𝑛 = 𝑎4𝑛−2 = · · · = 𝑎2𝑛+2 = 𝑎2𝑛 = · · · = 𝑎4 = 𝑎2 = 0. (10)

В силу этих равенств из (9) следует, что

𝑏2𝑗 = − 𝑠2𝑗−1

(2𝑗 − 1)!
, 𝑏2𝑛+2𝑗 = − 𝑠2𝑛−1−𝛼+2𝑗

(2𝑗 − 1)!(2𝑗 − 𝛼)2𝑛
, 𝑗 = 1, 𝑛. (11)
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Далее, подставляя (8) в условия (7), получим систему уравнений

𝑚3∑︁
𝑗=1

(︁ 𝑏2𝑗−1

(2𝑚3 + 1− 2𝑗)!
+

𝑏2𝑗
(2𝑚3 − 2𝑗)!

)︁
= 0, 𝑚3 = 1, 𝑛;

𝑛∑︁
𝑗=1

(︁ 𝑏2𝑗−1

(2𝑛− 2𝑗 + 1)!(2𝑛− 𝛼− 2𝑗 + 2)2𝑚4

+

+
𝑏2𝑗

(2𝑛− 2𝑗)!(2𝑛− 𝛼− 2𝑗 + 1)2𝑚4

)︁
+

+

𝑚4∑︁
𝑗=1

(︁ 𝑏2𝑛+2𝑗−1

(2𝑚4 − 2𝑗 + 1)!
+

𝑏2𝑛+2𝑗

(2𝑚4 − 2𝑗)!

)︁
= 0, 𝑚4 = 1, 𝑛.

(12)

Принимая во внимание, что 𝑏2𝑗 — известные величины вида (11), из (12)
однозначно находим 𝑏2𝑗−1, 𝑗 = 1, 2𝑛:

𝑏1 = −𝑏2;

𝑏2𝑗−1 = −𝑏2𝑗 −
2𝑗−2∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖
(2𝑗 − 𝑖)!

, 𝑗 = 2, 𝑛;

𝑏2𝑛+1 = −𝑏2𝑛+2 −
2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖
(2𝑛− 𝑖)!(2𝑛− 𝛼+ 1− 𝑖)2

,

𝑏2𝑛+2𝑗−1 = −𝑏2𝑛+2𝑗 −
2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖
(2𝑛− 𝑖)!(2𝑛− 𝛼+ 1− 𝑖)2𝑗

−

−
2𝑗−2∑︁
𝑖=1

𝑏2𝑛+𝑖

(2𝑗 − 𝑖)!
, 𝑗 = 2, 𝑛.

(13)

Подставляя (13) в (9), находим 𝑎2𝑗−1, 𝑗 = 1, 2𝑛 :

𝑎1 = −𝑏2 − 1 = 𝑠− 1;

𝑎2𝑗−1 = 𝑏2𝑗−1 −
𝑠2𝑗−2

(2𝑗 − 2)!
, 𝑗 = 2, 𝑛;

𝑎2𝑛+1 = 𝑏2𝑛+1 −
𝑠2𝑛−𝛼

(1− 𝛼)2𝑛
,

𝑎2𝑛+2𝑗−1 = 𝑏2𝑛+2𝑗−1 −
𝑠2𝑛+2𝑗−2−𝛼

(2𝑗 − 2)!(2𝑗 − 1− 𝛼)2𝑛
, 𝑗 = 2, 𝑛.

(14)

Подставляя (10), (11), (13), (14) в (8), находим функцию Грина в виде

𝐺(𝑥, 𝑠) =
𝑥4𝑛−𝛼−1(𝑠− 1)

(2𝑛− 1)!(2𝑛− 𝛼)2𝑛
+

+
𝑛∑︁

𝑗=2

(︁
𝑏2𝑗−1 −

𝑠2𝑗−2

(2𝑗 − 2)!

)︁ 𝑥4𝑛−𝛼−2𝑗+1

(2𝑛− 2𝑗 + 1)!(2𝑛− 𝛼− 2𝑗 + 2)2𝑛
+

+
(︁
𝑏2𝑛+1 −

𝑠2𝑛−𝛼

(1− 𝛼)2𝑛

)︁ 𝑥2𝑛−1

(2𝑛− 1)!
+
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+

𝑛∑︁
𝑗=2

(︁
𝑏2𝑛+2𝑗−1 −

𝑠2𝑛−𝛼+2𝑗−2

(2𝑗 − 2)!(2𝑗 − 1− 𝛼)2𝑛

)︁ 𝑥2𝑛−2𝑗+1

(2𝑛− 2𝑗 + 1)!
, если 0 6 𝑥 6 𝑠,

𝐺(𝑥, 𝑠) =
𝑥4𝑛−𝛼−1𝑠

(2𝑛− 1)!(2𝑛− 𝛼)2𝑛
+

+
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑏2𝑗−1
𝑥4𝑛−𝛼−2𝑗+1

(2𝑛− 2𝑗 + 1)!(2𝑛− 𝛼− 2𝑗 + 2)2𝑛
+

+
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏2𝑗
𝑥4𝑛−𝛼−2𝑗

(2𝑛− 2𝑗)!(2𝑛− 𝛼− 2𝑗 + 1)2𝑛
+ 𝑏2𝑛+1

𝑥2𝑛−1

(2𝑛− 1)!
+

+
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑏2𝑛+2𝑗−1
𝑥2𝑛−2𝑗+1

(2𝑛− 2𝑗 + 1)!
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏2𝑛+2𝑗
𝑥2𝑛−2𝑗

(2𝑛− 2𝑗)!
, если 𝑠 6 𝑥 6 1, (15)

где 𝑏2𝑗−1, 𝑏2𝑗 , 𝑗 = 2, 𝑛; 𝑏2𝑛+2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛; 𝑏2𝑛+1, 𝑏2𝑛+2𝑗−1, 𝑗 = 2, 𝑛— определены
равенствами (11) и (13).

Так как задача с условиями 𝑀𝑣 = 0 и (5) самосопряжена, ее функция
Грина (15) симметрична относительно аргументов 𝑥 и 𝑠.

С помощью метода, примененного в [31], легко убедиться, что задача (4),
(5) эквивалентна следующему интегральному уравнению:

𝑣(𝑥) = 𝜆

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑣(𝑠)𝑑𝑠. (16)

Так как ядро𝐺(𝑥, 𝑠) непрерывно, симметрично, и положительно (т.е. 𝜆 >0),
интегральное уравнение (16), следовательно, задача (4), (5) имеет счетное
число собственных значений

0 < 𝜆1 < 𝜆2 < 𝜆3 < · · · < 𝜆𝑘 < . . . , 𝜆𝑘 → ∞,

а соответствующие им собственные функции 𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥), 𝑣3(𝑥), . . . , 𝑣𝑘(𝑥), . . .
образуют ортонормированную систему в пространстве 𝐿2(0, 1) [32].

Лемма 1. Пусть функция 𝑔(𝑥) удовлетворяет следующим условиям:

𝑔(2𝑗)(𝑥), [𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](2𝑗) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑗 = 0, 𝑛− 1; 𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐶(0, 1) ∩ 𝐿2(0, 1);

𝑔(2𝑗)(0) = 0, 𝑔(2𝑗)(1) = 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1;

(𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥))(2𝑗)
⃒⃒
𝑥=0

= 0, (𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥))(2𝑗)
⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1.

Тогда ее можно разложить на отрезке [0, 1] в абсолютно и равномерно
сходящийся ряд по системе собственных функций задачи (4), (5).

До к а з ат е л ь ств о. Пользуясь правилом интегрирования по частям,
свойствами функции Грина 𝐺(𝑥, 𝑠) и условиями, наложенными на функцию
𝑔(𝑥), нетрудно убедиться, что справедливо равенство∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑀𝑔(𝑠)𝑑𝑠 =

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)[𝑠𝛼𝑔(2𝑛)(𝑠)](2𝑛)𝑑𝑠 = 𝑔(𝑥).
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Следовательно, 𝑔(𝑥)— функция, представимая через ядро 𝐺(𝑥, 𝑠). Кроме то-
го, в силу непрерывности функции 𝐺(𝑥, 𝑠) имеет место оценка∫︁ 1

0
𝐺2(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 6 𝐴(𝑥) = 𝑎0 = const <∞.

Тогда на основании теоремы Гильберта—Шмидта [32] справедливо утвержде-
ние леммы 1. �

4. Вспомогательные леммы

В этом пункте под 𝜆𝑘 и 𝑣𝑘(𝑥), 𝑘 ∈ N, понимаются собственные значе-
ния и собственные функции задачи (4), (5), а под 𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье
функции 𝑔(𝑥):

𝑔𝑘 =

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 ∈ N.

Лемма 2. Следующие ряды сходятся равномерно на сегменте [0, 1]:

∞∑︁
𝑘=1

[𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥)]2

𝜆𝑘
,

∞∑︁
𝑘=1

(︀
[𝑥𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)](𝑗)

)︀2
𝜆2𝑘

, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1. (17)

До к а з ат е л ь ств о. В силу (16) и (4) справедливы равенства

𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥) = 𝜆𝑘

∫︁ 1

0

𝜕𝑗

𝜕𝑥𝑗
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑣𝑘(𝑠)𝑑𝑠 =

=

∫︁ 1

0
[𝑠𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑠)](2𝑛)

𝜕𝑗

𝜕𝑥𝑗
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1.

Отсюда, применяя правило интегрирования по частям 2𝑛 раз, а затем при-
нимая во внимание условия (5), получим

𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥) =

∫︁ 1

0
𝑠𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑠)

𝜕2𝑛+𝑗

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑠2𝑛
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1.

Следовательно, справедливо равенство

𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥)√
𝜆𝑘

=

∫︁ 1

0

(︁
𝑠𝛼/2

𝜕2𝑛+𝑗

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑠2𝑛
𝐺(𝑥, 𝑠)

)︁(︁𝑠𝛼/2𝑣(2𝑛)𝑘 (𝑠)√
𝜆𝑘

)︁
𝑑𝑠, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1. (18)

В силу условий (4) и (5), имеют место равенства

∫︁ 1

0

𝑠𝛼𝑣
(2𝑛)
𝑘 (𝑠)𝑣

(2𝑛)
𝑙 (𝑠)√

𝜆𝑘𝜆𝑙
𝑑𝑠 =

{︃
1, 𝑘 = 𝑙,

0, 𝑘 ̸= 𝑙.
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Следовательно,
{︀
𝑠𝛼/2𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑠)/

√
𝜆𝑘

}︀∞
𝑘=1

— ортонормальная система. Тогда
из выражения (18) следует, что 𝑣(2𝑗)𝑘 (𝑥)/

√
𝜆𝑘 — коэффициенты Фурье функ-

ции 𝑠𝛼/2(𝜕2𝑛+𝑗/𝜕𝑥𝑗𝜕𝑠2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠) по системе
{︀
𝑠𝛼/2𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑠)/

√
𝜆𝑘

}︀∞
𝑘=1

. Поэтому,
согласно неравенству Бесселя [32], имеем

∞∑︁
𝑘=1

[𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥)]2

𝜆𝑘
6

∫︁ 1

0
𝑠𝛼

[︁ 𝜕2𝑛+𝑗

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑠2𝑛
𝐺(𝑥, 𝑠)

]︁2
𝑑𝑠, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1. (19)

Интеграл в правой части можно переписать в виде∫︁ 1

0
𝑠𝛼

[︁ 𝜕2𝑛+𝑗

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑠2𝑛
𝐺(𝑥, 𝑠)

]︁2
𝑑𝑠 =

∫︁ 1

0
𝑠−𝛼

[︁ 𝜕𝑗
𝜕𝑥𝑗

(︁
𝑠𝛼

𝜕2𝑛

𝜕𝑠2𝑛
𝐺(𝑥, 𝑠)

)︁]︁2
𝑑𝑠, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1.

Так как

𝑠𝛼
𝜕2𝑛𝐺(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑠2𝑛
,

𝜕𝑗𝐺(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥𝑗
∈ 𝐶(Ω), 𝑗 = 0, 2𝑛− 1,

функция в квадратной скобке в последнем интеграле непрерывна на Ω. Тогда
в силу 0 < 𝛼 < 1 интеграл в (19) равномерно ограничен при 𝑗 = 0, 2𝑛− 1,
откуда следует, что первые ряды в (17) сходятся равномерно.

Аналогично доказывается сходимость и остальных рядов. �

Лемма 3. Если выполнены условия

𝑔(𝑗)(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑥𝛼/2𝑔(2𝑛)(𝑥) ∈ 𝐶(0, 1) ∩ 𝐿2(0, 1);

𝑔(2𝑗)(0) = 0, 𝑔(2𝑗)(1) = 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1,

то справедливо неравенство

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︀
𝑔(2𝑛)(𝑥)

]︀2
𝑑𝑥, (20)

в частности, ряд в левой части сходится.
До к а з ат е л ь ств о. В силу (4) справедливо равенство

𝜆
1/2
𝑘 𝑔𝑘 = 𝜆

1/2
𝑘

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜆

−1/2
𝑘

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)

[︀
𝑥𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)

]︀(2𝑛)
𝑑𝑥.

Из этого равенства, применяя правило интегрирования по частям 2𝑛 раз и
учитывая свойства функций 𝑔(𝑥) и 𝑣𝑘(𝑥), получим

𝜆
1/2
𝑘 𝑔𝑘 =

∫︁ 1

0

[︀
𝑥𝛼/2𝑔(2𝑛)(𝑥)

]︀[︀
𝜆
−1/2
𝑘 𝑥𝛼/2𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)

]︀
𝑑𝑥.

Это означает, что числа 𝜆1/2𝑘 𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье функции 𝑥𝛼/2𝑔(2𝑛)(𝑥)
по ортонормированной системе функций

{︀
𝑥𝛼/2𝑣(2𝑛)(𝑥)/

√
𝜆𝑘

}︀∞
𝑘=1

. Тогда, со-
гласно неравенству Бесселя [32], справедливо неравенство (20). �
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Лемма 4. Если выполнены условия

𝑔(𝑗)(𝑥), [𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](𝑗) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐶(0, 1) ∩ 𝐿2(0, 1);

𝑔(2𝑗)(0) = 0, [𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](2𝑗)|𝑥=0 = 0,

𝑔(2𝑗)(1) = 0, [𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](2𝑗)|𝑥=1 = 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1,

то справедливо неравенство

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
[𝑀𝑔(𝑥)]2𝑑𝑥, (21)

в частности, ряд в левой части сходится.
До к а з ат е л ь ств о. В силу (4) справедливо равенство

𝜆𝑘𝑔𝑘 = 𝜆𝑘

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)[𝑥𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)](2𝑛)𝑑𝑥.

Применяя правило интегрирования по частям 4𝑛 раз и учитывая свойства
функций 𝑔(𝑥) и 𝑣𝑘(𝑥), получим

𝜆𝑘𝑔𝑘 =

∫︁ 1

0
[𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](2𝑛)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
[𝑀𝑔(𝑥)]𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥.

Отсюда следует, что числа 𝜆𝑘𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье функции 𝑀𝑔(𝑥) по
ортонормированной системе функций

{︀
𝑣𝑘(𝑥)

}︀∞
𝑘=1

. Тогда, согласно неравен-
ству Бесселя [32], справедливо неравенство (21). �

Лемма 5. Если выполнены условия

𝑔(𝑗)(𝑥), [𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](𝑗), [𝑀𝑔(𝑥)](𝑗) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑥𝛼/2[𝑀𝑔(𝑥)](2𝑛) ∈ 𝐶(0, 1) ∩ 𝐿2(0, 1);

𝑔(2𝑗)(0) = 0, [𝑀𝑔(𝑥)](2𝑗)|𝑥=0 = 0,

𝑔(2𝑗)(1) = 0, [𝑀𝑔(𝑥)](2𝑗)|𝑥=1 = 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1,

то справедливо неравенство

∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

(︀
[𝑀𝑔(𝑥)](2𝑛)

)︀2
𝑑𝑥, (22)

в частности, ряд в левой части сходится.
До к а з ат е л ь ств о. Функция 𝑀𝑔(𝑥) удовлетворяет условиям леммы 3.

Как показано выше, 𝜆𝑘𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье функции 𝑀𝑔(𝑥) по системе{︀
𝑣𝑘(𝑥)

}︀∞
𝑘=1

. Тогда, согласно лемме 3, справедливо неравенство (22). �
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5. Существование и устойчивость решения
Решение задачи 𝐴1 ищем в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥), (23)

где 𝑢𝑘(𝑡)— неизвестные функции, которые подлежат определению; 𝑣𝑘(𝑥)—
собственные функции задачи (4), (5).

Подставим (23) в уравнение (1) и условия (2), а затем умножим получен-
ные равенства на 𝑣𝑚(𝑥). После этого, интегрируя полученные равенства по
𝑥 на интервале (0, 1) и принимая во внимание ортонормированность систе-
мы функций

{︀
𝑣𝑘(𝑥)

}︀∞
𝑘=1

, относительно неизвестных функций 𝑢𝑘(𝑡) получим
следующую задачу:

𝑢′′𝑘(𝑡) +
2𝛾

𝑡
𝑢′𝑘(𝑡) + (𝜆𝑘 + 𝑏)𝑢𝑘(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑘 ∈ N; (24)

𝑢𝑘(0) = 𝜙𝑘, lim
𝑡→0

𝑡2𝛾𝑢′𝑘(𝑡) = 𝜓𝑘, 𝑘 ∈ N, (25)

где

𝜙𝑘 =

∫︁ 1

0
𝜙(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝜓𝑘 =

∫︁ 1

0
𝜓(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥,

𝑓𝑘(𝑡) =

∫︁ 1

0
𝑓(𝑥, 𝑡)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 ∈ N.

Задача (24), (25) имеет единственное решение:

𝑢𝑘(𝑡) = 𝑎𝑘𝑡
1/2−𝛾𝐽1/2−𝛾(𝑡

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏) + 𝑏𝑘𝑡

1/2−𝛾𝐽𝛾−1/2(𝑡
√︀
𝜆𝑘 + 𝑏) +

+
𝜋

2 cos 𝛾𝜋

∫︁ 𝑡

0

[︀
𝐽1/2−𝛾(𝑡

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏)𝐽𝛾−1/2(𝜏

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏)−

− 𝐽𝛾−1/2(𝑡
√︀
𝜆𝑘 + 𝑏)𝐽1/2−𝛾(𝜏

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏)

]︀(︁ 𝑡
𝜏

)︁1/2−𝛾
𝜏𝑓𝑘(𝜏)𝑑𝜏, 𝑘 ∈ N, (26)

где
𝑎𝑘 =

1

2
(
√
𝜆𝑘 + 𝑏/2)𝛾−1/2Γ(1/2− 𝛾)𝜓𝑘,

𝑏𝑘 =
1

2
(
√
𝜆𝑘 + 𝑏/2)1/2−𝛾Γ(1/2 + 𝛾)𝜙𝑘,

(27)

𝐽𝑣(𝑥)— функция Бесселя первого рода [33], Γ(𝑧)— гамма-функция [30].
Лемма 6. Для функций 𝑢𝑘(𝑡), 𝑘 ∈ N, определяемых равенствами (26), при

всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливы неравенства

|𝑢𝑘(𝑡)| 6 |𝜙𝑘|+
𝑇 1−2𝛾

1− 2𝛾
|𝜓𝑘|+

2𝑇 3/2

1− 2𝛾
‖𝑓𝑘(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 ), 𝑘 ∈ N, (28)
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|𝑡2𝛾𝑢′𝑡(𝑡)| 6 𝐶1|𝜓𝑘|+
(𝜆𝑘 + 𝑏)𝑇 1+2𝛾

1 + 2𝛾
|𝜙𝑘|+

+ 𝐶2(𝜆𝑘 + 𝑏)𝑇 2𝛾+1/2‖𝑓𝑘(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 ), 𝑘 ∈ N,⃒⃒⃒
𝑢′′𝑘(𝑡) +

2𝛾

𝑡
𝑢′𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒
6 (𝜆𝑘 + 𝑏)|𝑢𝑘(𝑡)|+ |𝑓𝑘(𝑡)|, 𝑘 ∈ N,

где 𝐶1 и 𝐶2 — некоторые действительные положительные числа.
До к а з ат е л ь ств о. Переписывая функции (26) с помощью функции

Бесселя—Клиффорда 𝐽𝜔(𝑧) = Γ(𝜔+1)(𝑧/2)−𝜔𝐽𝜔(𝑧) и учитывая, что |𝐽𝜔(𝑧)|6 1
при 𝜔 > −1/2, а также 0 6 𝜏 6 𝑡 6 𝑇 , получим оценку

|𝑢𝑘(𝑡)| 6 |𝑎𝑘|
𝑡1−2𝛾(

√
𝜆𝑘 + 𝑏/2)1/2−𝛾

Γ(3/2− 𝛾)
+

+ |𝑏𝑘|
(
√
𝜆𝑘 + 𝑏/2)𝛾−1/2

Γ(1/2 + 𝛾)
+

2𝑇

1− 2𝛾

∫︁ 𝑡

0
|𝑓𝑘(𝜏)|𝑑𝜏.

Отсюда, принимая во внимание равенства (27) и применяя неравенство Ко-
ши—Буняковского к интегралу, приходим к неравенству (28).

Остальные неравенства доказываются аналогично. �

Теорема 2. Пусть 𝛾 ∈ (0, 1/2) и функции 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥) удовлетворяют
условиям леммы 5, а функция 𝑓(𝑥, 𝑡) удовлетворяет условиям леммы 5 по
аргументу 𝑥 равномерно по 𝑡. Тогда ряд (23), коэффициенты которого опре-
делены равенствами (26), (27), определяет решение задачи 𝐴1.

До к а з ат е л ь ств о. Докажем равномерную сходимость в Ω ряда (23)
и следующих рядов, формально полученных из (23):

𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥),

𝜕𝑗

𝜕𝑥𝑗

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢

𝜕2𝑛

)︁
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)
(︀
𝑥𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)

)︀(𝑗)
, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑡2𝛾
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑡2𝛾𝑢′𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥),

и равномерную сходимость в любом компакте 𝐷 ⊂ Ω следующих рядов:

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢

𝜕2𝑛

)︁
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)
(︀
𝑥𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)

)︀(2𝑛)
, (29)

𝑢𝑡𝑡 +
2𝛾

𝑡
𝑢𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

[︁
𝑢′′𝑘(𝑡) +

2𝛾

𝑡
𝑢′𝑘(𝑡)

]︁
𝑣𝑘(𝑥).

Рассмотрим ряд (29). В силу (4) в любом компакте 𝐷 ⊂ Ω ряд из правой
части (29) записывается в виде

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑢𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑡). (30)
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Для доказательства равномерной сходимости ряда (30), согласно (28) доста-
точно доказать абсолютную и равномерную сходимость рядов

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙𝑘𝑣𝑘(𝑥),
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜓𝑘𝑣𝑘(𝑥),
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘

√︃∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 𝑣𝑘(𝑥). (31)

К каждому из этих рядов применим неравенство Коши—Буняковского:⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙𝑘𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒√︁
𝜆3𝑘𝜙𝑘

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

[︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝜙
2
𝑘

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
,

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜓𝑘𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒√︁
𝜆3𝑘𝜓𝑘

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

[︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝜓
2
𝑘

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
,

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘

√︃∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒√︃
𝜆3𝑘

∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒⃒
6

6

[︂∫︁ 𝑇

0

∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝑓
2
𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
.

Ряды, стоящие в правых частях этих неравенств, в силу условия теоремы
2 согласно леммам 2 и 5 равномерно сходятся. Тогда ряды, стоящие в левых
частях, т.е. ряды (31), сходятся абсолютно и равномерно в Ω. Следовательно,
ряд (30) сходится абсолютно и равномерно в Ω. Поэтому ряд в (29) сходится
абсолютно и равномерно в любом компакте 𝐷 ⊂ Ω.

Равномерная сходимость ряда (23) следует из сходимости ряда (30).
Аналогично доказывается равномерная сходимость и остальных рядов.

Теорема 2 доказана. �

При 𝛾 = 0 в силу 𝐽1/2(𝑥) =
√︀

2/(𝜋𝑥) sin𝑥, 𝐽−1/2(𝑥) =
√︀
2/(𝜋𝑥) cos𝑥 функ-

ции (26) записываются в виде

𝑢𝑘(𝑡) = 𝜙𝑘 cos(𝑡
√︀
𝜆𝑘 + 𝑏) +

𝜓𝑘√
𝜆𝑘 + 𝑏

sin(𝑡
√︀
𝜆𝑘 + 𝑏) +

+
1√

𝜆𝑘 + 𝑏

∫︁ 𝑡

0
𝑓𝑘(𝜏) sin

[︀
(𝑡− 𝜏)

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏

]︀
𝑑𝜏, 𝑘 ∈ N, (32)

откуда следует оценка

|𝑢𝑘(𝑡)| 6 |𝜙𝑘|+
1√
𝜆𝑘

|𝜓𝑘|+
√︀
𝑇/𝜆𝑘‖𝑓𝑘(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 ). (33)

В этом случае справедлива следующая теорема.
Теорема 3. Пусть 𝛾 = 0 и функция 𝜙(𝑥) удовлетворяет условиям лем-

мы 5, функция 𝜓(𝑥) удовлетворяет условиям леммы 4, а функция 𝑓(𝑥, 𝑡)
удовлетворяет условиям леммы 4 по аргументу 𝑥 равномерно по 𝑡. Тогда
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ряд (23), коэффициенты которого определены равенствами (32), определяет
решение задачи 𝐴1.

До к а з ат е л ь ств о. Здесь при рассмотрении ряда (29) [(30)] в силу (32)
и (33) вместо (31) получим ряды

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙𝑘𝑣𝑘(𝑥),
∞∑︁
𝑘=1

√︀
𝜆𝑘𝜓𝑘𝑣𝑘(𝑥),

∞∑︁
𝑘=1

√︃
𝜆𝑘

∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 𝑣𝑘(𝑥). (34)

Абсолютная и равномерная сходимость первого из рядов (34) доказана
выше. Рассмотрим второй и третий ряды. Применяя неравенство Коши—Бу-
няковского к каждому из этих рядов, имеем⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁

𝑘=1

√︀
𝜆𝑘𝜓𝑘𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒
𝜆𝑘𝜓𝑘

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

[︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝜓
2
𝑘 ·

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
,

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

√︀
𝜆𝑘

∫︁ 𝑡

0
𝑓𝑘(𝜏) sin

[︀
(𝑡− 𝜏)

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏

]︀
𝑑𝜏 · 𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

6
∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒√︃
𝜆2𝑘

∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 ·

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒⃒
6

[︂
𝑇

∫︁ 1

0

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝑓
2
𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 ·

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
.

В силу условия теоремы 3 на основании лемм 2 и 4 ряды в правой части
последних неравенств сходятся равномерно на [0, 1]. Следовательно, ряды,
стоящие в левых частях, сходятся равномерно в Ω̄. Дальнейшие рассуждения
аналогичны случаю 0 < 𝛾 < 1/2. �

Теорема 4. Пусть функции 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) и 𝑓(𝑥, 𝑡) удовлетворяют условиям
теоремы 2 или 3. Тогда для решения задачи 𝐴1 справедливы оценки

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(0,1)
6 𝐾0

[︀
‖𝜙(𝑥)‖2𝐿2(0,1)

+ ‖𝜓(𝑥)‖2𝐿2(0,1)
+ ‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(Ω)

]︀
, (35)

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐶(Ω) 6

6 𝐾1

[︁⃦⃦
𝜙(2𝑛)(𝑥)

⃦⃦
𝐿2,𝑟(0,1)

+
⃦⃦
𝜓(2𝑛)(𝑥)

⃦⃦
𝐿2,𝑟(0,1)

+
⃦⃦⃦ 𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛
𝑓(𝑥, 𝑡)

⃦⃦⃦
𝐿2,𝑟(Ω)

]︁
, (36)

где

‖𝜙(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1) =

[︂∫︁ 1

0
𝑥𝛼[𝜙(𝑥)]2𝑑𝑥

]︂1/2
,

‖𝑔(𝑥, 𝑡)‖𝐿2,𝑟(Ω) =

[︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 1

0
𝑥𝛼𝑔2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

]︂1/2
;

𝑟(𝑥) = 𝑥𝛼; 𝐾0 и 𝐾1 — некоторые действительные положительные числа.

До к а з ат е л ь ств о. Учитывая ортонормальность системы {𝑣𝑘(𝑥)}∞𝑘=1
и неравенства (28), (33), из (23) получим

636



О разрешимости одной начально-граничной задачи . . .

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(0,1)
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑢2𝑘(𝑡) 6 𝐾2

∞∑︁
𝑘=1

[︀
|𝜙𝑘|+ |𝜓𝑘|+ ‖𝑓𝑘(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 )

]︀2
6

6 3𝐾2

∞∑︁
𝑘=1

[︀
𝜙2
𝑘 + 𝜓2

𝑘 + ‖𝑓𝑘(𝑡)‖2𝐿2(0,𝑇 )

]︀
,

где 𝐾2 = const > 0.
Отсюда, учитывая неравенство Бесселя, получим

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(0,1)
6 3𝐾2

(︂
‖𝜙(𝑥)‖2𝐿2(0,1)

+ ‖𝜓(𝑥)‖2𝐿2(0,1)
+

∞∑︁
𝑘=1

‖𝑓𝑘(𝑡)‖2𝐿2(0,𝑇 )

)︂
. (37)

Принимая во внимание представление 𝑓(𝑥, 𝑡) =
∞∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥) и ортонор-

мированность системы функций {𝑣𝑘(𝑥)}∞𝑘=1, имеем

‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(Ω) =

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥),

∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛(𝑡)𝑣𝑛(𝑥)

)︂
𝐿2(Ω)

=

=

∫︁ 𝑇

0

∞∑︁
𝑘=1

[𝑓𝑘(𝑡)]
2𝑑𝑡 =

∞∑︁
𝑛=1

‖𝑓𝑘(𝑡)‖2𝐿2(0,𝑇 ).

Если учесть это равенство, то неравенство (35) сразу следует из (37).
Из (23) на основании (28) и (33) при любых Ω имеем

|𝑢(𝑥, 𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑥)𝑢𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑘=1

|𝑣𝑘(𝑥)| |𝑢𝑘(𝑡)| 6

6
∞∑︁
𝑘=1

|𝑣𝑘(𝑥)|√
𝜆𝑘

(︀√︀
𝜆𝑘|𝜙𝑘|+𝐾3

√︀
𝜆𝑘|𝜓𝑘|+𝐾4

√︀
𝜆𝑘‖𝑓𝑘(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 )

)︀
,

где 𝐾3 и 𝐾4 — некоторые действительные положительные числа.
Отсюда, применяя неравенство Коши—Буняковского, получим

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6
(︂ ∞∑︁

𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙
2
𝑘

)︂1/2

+𝐾3

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜓
2
𝑘

)︂1/2

+

+𝐾4

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘‖𝑓𝑘(𝑡)‖2𝐿2(0,𝑇 )

)︂1/2

. (38)

Принимая во внимание утверждение лемм 2 и 3, из (38) находим

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐶(Ω) = sup
Ω

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝐾5

(︂∫︁ 1

0
𝑥𝛼[𝜙(2𝑛)(𝑥)]2𝑑𝑥

)︂1/2

+

+𝐾3𝐾5

(︂∫︁ 1

0
𝑥𝛼[𝜓(2𝑛)(𝑥)]2𝑑𝑥

)︂1/2

+𝐾4𝐾5

(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︁ 𝜕2𝑛
𝜕𝑥2𝑛

𝑓(𝑥, 𝑡)
]︁2
𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂1/2

,
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где

𝐾5 =

(︂
sup
[0,1]

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

)︂1/2

.

Если учесть введенные обозначения, то из последнего сразу следует нера-
венство (36). Теорема 4 полностью доказана. �

Заключение. В данной работе рассмотрена начально-граничная задача
для дифференциального уравнения в частных производных высокого четного
порядка в прямоугольной области. Методом разделения переменных найде-
но решение задачи в виде ряда, который сходится абсолютно и равномерно
в замыкании области рассмотрения уравнения. Доказаны единственность ре-
шения задачи и непрерывная зависимость его от заданных функций.
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Abstract

A degenerate partial differential equation of high even order is considered
in the rectangle. For the considered equation, an initial-boundary problem
has been formulated and the uniqueness, existence, and stability of the so-
lution to this problem has been investigated. The uniqueness of the solution
to the problem has been proved by the method of integral identities. The
existence of a solution to the problem was investigated by methods of separa-
tion of variables. Here, we first studied the spectral problem for an ordinary
differential equation of high even order, which follows from the considered
problem in the separation of variables. The Green’s function of the spectral
problem was constructed. Using this, the spectral problem was equivalently
reduced to an integral Fredholm equation of the second kind with a sym-
metric kernel. Hence, on the basis of the theory of integral equations, it is
concluded that there are a countable number of eigenvalues and eigenfunc-
tions of the spectral problem. The conditions were found under which a given
function is expanded into a uniformly convergent Fourier series in terms of
eigenfunctions of the spectral problem. Using the properties of the Green’s
function and the eigenfunctions of the spectral problem, we proved a lemma
on the uniform convergence of some bilinear series. Lemmas on the order of
the Fourier coefficients of a given function were also proved. The solution to
the problem under study has been written as the sum of a Fourier series with
respect to the system of eigenfunctions of the spectral problem. The uniform
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convergence of this series and the series obtained from it by term-by-term
differentiation were proved using the lemmas listed above. At the end of the
article, two estimates are obtained for solution of the formulated problem,
one of which is in the space of square summable functions with weight, and
the other is in the space of continuous functions. These inequalities imply
the stability of the solution in the corresponding spaces.
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separation of variables.
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Аннотация

Разработанная авторами ранее численная методика решения трех-
мерных задач динамического взаимодействия деформируемых тел и сред
в эйлеровых переменных на базе схемы Годунова повышенной точности
применяется для решения задач взаимодействия деформируемого газо-
проницаемого фрагмента гранулированного слоя с ударными волнами.
Моделирование основано на базе единого модифицированного разност-
ного метода Годунова как для расчета движения газа, так и для расчета
динамического деформирования упругопластических элементов прони-
цаемого гранулированного слоя. Повышение точности достигается пу-
тем сближения областей влияния разностной и дифференциальной за-
дач. Предполагается, что песчаный гранулированный слой состоит из
совокупности одинаковых шаровых деформируемых кварцевых частиц,
представляющей собой кубическую упаковку. Пространство между ча-
стицами заполнено сжимаемой газовой средой (воздухом). Выделяет-
ся симметричный элемент упаковки в виде последовательности шаро-
вых частиц. Для демонстрации численной методики предполагается,
что многослойная гранулированная среда в направлении распростра-
нения плоской ударной волны состоит из трех слоев частиц в канале
квадратного сечения с жесткими стенками. Исследование проводится
по методике с явным выделением подвижных лагранжевых контактных
поверхностей с использованием многосеточных алгоритмов. Приводятся

Механика деформируемого твердого тела
Научная статья
© Коллектив авторов, 2023
© СамГТУ, 2023 (составление, дизайн, макет)

cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0
International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)
Образец для цитирования
Гл а з о в а Е. Г., К о ч е т к о в А. В., Ли с и цы н А. А., М оди н И. А. Численное модели-
рование взаимодействия деформируемого газопроницаемого фрагмента гранулированного
слоя с ударной волной в трехмерной постановке // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер.
Физ.-мат. науки, 2023. Т. 27, № 4. С. 645–658. EDN: CFAYCE. DOI: 10.14498/vsgtu2007.
Сведения об авторах
Елена Геннадьевна Глазова https://orcid.org/0000-0003-4351-889X
кандидат физико-математических наук; ученый секретарь; лаб. динамики многокомпо-
нентных сред; e-mail: glazova@mech.unn.ru
Анатолий Васильевич Кочетков https://orcid.org/0000-0001-7939-8207
доктор физико-математических наук; заведующий лабораторией; лаб. динамики многоком-
понентных сред; e-mail: kochetkov@mech.unn.ru

645

https://doi.org/10.14498/vsgtu2007
https://elibrary.ru/CFAYCE
https://doi.org/10.14498/vsgtu2007
http://www.mathnet.ru/rus/org4032
http://www.mathnet.ru/rus/org4032
http://www.mathnet.ru/rus/org4032
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://elibrary.ru/CFAYCE
https://doi.org/10.14498/vsgtu2007
http://www.mathnet.ru/rus/person163935
https://orcid.org/0000-0003-4351-889X
https://orcid.org/0000-0003-4351-889X
mailto:glazova@mech.unn.ru
http://www.mathnet.ru/rus/person32889
https://orcid.org/0000-0001-7939-8207
https://orcid.org/0000-0001-7939-8207
mailto:kochetkov@mech.unn.ru


Гл а з о в а Е. Г., К о ч е т к о в А. В., Ли с и ц ын А. А., Модин И. А.

результаты численных исследований процесса распространения ударной
волны в гранулированном слое с учетом движения его деформируемых
элементов. Показано, что для заданных параметров задачи влияние де-
формационных процессов незначительно. Проходящая через слой удар-
ная волна формирует за преградой газодинамическое течение, близкое
к одномерному. Соответствие результатов численного решения извест-
ным экспериментальным результатам по параметрам проходящей через
слой ударной волны свидетельствует об адекватности применяемых ма-
тематических и численных моделей.

Ключевые слова: численное моделирование, схема Годунова, повы-
шенная точность, многосеточный подход, трехмерная задача, ударные
волны, газопроницаемость, упругопластическая преграда, взаимодейст-
вие.

Получение: 16 марта 2023 г. / Исправление: 17 ноября 2023 г. /
Принятие: 13 декабря 2023 г. / Публикация онлайн: 25 декабря 2023 г.

Введение. Гранулированные слои являются перспективным элементом
для защиты ответственных конструкций от действия ударных волн. Защит-
ные свойства слоев из различных материалов достаточно хорошо изучены для
действия акустических и слабых ударных волн [1–5]. Исследования проводи-
лись экспериментальными, аналитическими и численными методами. Взаи-
модействия гранулированных слоев с интенсивными ударными волнами в удар-
ных трубах рассматривались в основном экспериментальными методами в цик-
лах работ [6–12] и численно в [13]. В этих работах исследовались песчаные
гранулированные слои, в результате воздействия ударных волн на которые
происходило разрушение и разлет частиц. В силу ограниченности возможно-
стей экспериментальных подходов в части измерений и наблюдений многие
особенности протекающих процессов остались невыясненными. Современные
численные методы имеют значительный исследовательский потенциал и поз-
воляют решать сложные нелинейные задачи, включающие распространение
ударных волн в твердых телах, в газах и в гранулированных средах. В дан-
ной работе для моделирования трехмерных быстропротекающих процессов
и в газе, и в деформируемом теле используется единый численный метод —
модифицированный метод Годунова [14–23], основанный на интегрировании
законов сохранения с использованием решения задачи «распада разрыва»
в газе, деформируемом теле и на границе «газ – деформируемое тело», имею-
щий второй порядок аппроксимации на гладких решениях и монотонный на
разрывных. Повышение точности достигается только за счет модификации
решения задачи распада разрыва на шаге «предиктор» схемы путем сближе-
ния областей влияния разностной и дифференциальной задач [14].
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Численное моделирование взаимодействия деформируемого газопроницаемого фрагмента . . .

1. Постановка задачи. Постановка задачи соответствует условиям про-
ведения экспериментальных исследований [12]. В квадратной стальной трубе
(рис. 1) в левой ударной секции находится воздух под высоким давлением.
В правой секции находится воздух низкого давления и песчаный гранули-
рованный слой, расположенный поперек трубы. Его свободные поверхности
с двух сторон закрыты бумажными экранами. Формирование ударной волны
производится на границе двух камер путем разрыва диафрагмы. В расчетах
использовались параметры ударной волны, близкие по давлению, плотности
и скорости к экспериментальным. Требуется описать в связанной постановке
процессы формирования, распространения ударной волны по длине трубы
и ее взаимодействия с гранулированным деформируемым слоем.

Рис. 1. Экспериментальная установка
[Figure 1. Schematic front view of the shock tube]

Для численного моделирования используются уравнения динамики сплош-
ных сред в векторном виде [14]:
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(𝑒+ 𝑝− 𝑠𝑧𝑧)𝑤 − 𝑠𝑦𝑧𝑣 − 𝑠𝑥𝑧𝑢

𝑤(𝑠𝑥𝑥 +
2
3𝜇)

𝑤(𝑠𝑦𝑦 +
2
3𝜇)

𝑤(𝑠𝑧𝑧 − 4
3𝜇)

𝑤𝑠𝑥𝑦

𝑢𝑠𝑥𝑧 − 𝜇𝑢

𝑢𝑠𝑦𝑧 − 𝜇𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

,

k =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

0

0

0

0

0

𝑠𝑥𝑥(
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑤
𝜕𝑧

) + 𝑠𝑥𝑦(
𝜕𝑢
𝜕𝑦

− 𝜕𝑣
𝜕𝑥

) + 𝑠𝑥𝑧(
𝜕𝑢
𝜕𝑧

− 𝜕𝑤
𝜕𝑥

)− 𝜆𝑠𝑥𝑥

𝑠𝑥𝑦(
𝜕𝑣
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢
𝜕𝑦

) + 𝑠𝑦𝑦(
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑤
𝜕𝑧

) + 𝑠𝑥𝑧(
𝜕𝑣
𝜕𝑧

− 𝜕𝑤
𝜕𝑦

)− 𝜆𝑠𝑦𝑦

𝑠𝑥𝑧(
𝜕𝑤
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢
𝜕𝑧

) + 𝑠𝑦𝑧(
𝜕𝑤
𝜕𝑦

− 𝜕𝑣
𝜕𝑧

) + 𝑠𝑥𝑧(
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑤
𝜕𝑧

)− 𝜆𝑠𝑧𝑧

𝑠𝑥𝑦(
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑤
𝜕𝑧

)− 1
2
(𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)(

𝜕𝑢
𝜕𝑦

− 𝜕𝑤
𝜕𝑥

) + 1
2
𝑠𝑥𝑧(

𝜕𝑣
𝜕𝑧

− 𝜕𝑤
𝜕𝑦

) + 1
2
𝑠𝑦𝑧(

𝜕𝑣
𝜕𝑧

− 𝜕𝑤
𝜕𝑦

)− 𝜆𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑦(
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑤
𝜕𝑧

)− 1
2
(𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑧𝑧)(

𝜕𝑢
𝜕𝑦

− 𝜕𝑤
𝜕𝑥

) + 1
2
𝑠𝑥𝑦(

𝜕𝑤
𝜕𝑦

− 𝜕𝑣
𝜕𝑧

) + 1
2
𝑠𝑦𝑧(

𝜕𝑢
𝜕𝑧

− 𝜕𝑤
𝜕𝑥

)− 𝜆𝑠𝑥𝑧

𝑠𝑥𝑦(
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑤
𝜕𝑧

)− 1
2
(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑧𝑧)(

𝜕𝑢
𝜕𝑦

− 𝜕𝑤
𝜕𝑥

) + 1
2
𝑠𝑥𝑧(

𝜕𝑣
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢
𝜕𝑦

) + 1
2
𝑠𝑥𝑦(

𝜕𝑤
𝜕𝑥

− 𝜕𝑢
𝜕𝑧

)− 𝜆𝑠𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

.

Здесь 𝑒 = 𝜌
(︀
𝜀+ 1

2(𝑢
2+𝑣2+𝑤2)

)︀
. Система (1) замыкается уравнением состояния

(УРС) для шаровых компонент в форме

𝜀 = 𝜀(𝑝, 𝜌). (2)

В соотношениях (1), (2) используются следующие обозначения: 𝑝— давле-
ние; 𝜌— плотность; 𝑢, 𝑣, 𝑤— компоненты скоростей по 𝑥, 𝑦 и 𝑧; 𝜀— внутренняя
энергия единицы массы, 𝑒— полная механическая энергия единицы объема
сплошной среды; 𝑠𝑥𝑥, 𝑠𝑦𝑦, 𝑠𝑧𝑧, 𝑠𝑥𝑦, 𝑠𝑥𝑧, 𝑠𝑦𝑧 – компоненты девиатора тензора
истинных напряжений Эйлера; 𝜇— модуль сдвига.

Первые пять уравнений системы (1) представляют собой законы сохране-
ния массы, импульса и энергии. Следующие шесть уравнений — физические
соотношения упругости и пластичности с учетом поворота тензора напряже-
ний в эйлеровых переменных (производная Яумана), записанные в диффе-
ренциальной форме. К системе (1), (2) добавляются начальные и краевые
условия. В случае отсутствия сдвиговых напряжений система (1) переходит
в уравнения Эйлера для движения сжимаемого газа [14].

Для описания процессов в плотных сжимаемых средах применяется баро-
тропное УРС вида 𝑝 = 𝑝(𝜌), позволяющее избежать интегрирования уравне-
ния сохранения энергии. Для песчаных частиц плотностью 𝜌0 это будет УРС
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идеального упругопластического тела 𝑝 = 𝐾𝜀𝑣, где 𝐾 — модуль объемного
сжатия, 𝜀𝑣 = 1− 𝜌0/𝜌— объемная деформация.

Критерием перехода из упругого напряженно-деформированного состоя-
ния в пластическое является условие текучести Мизеса:

𝐽2 =
1

2
𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗 6 𝜎

2
𝑇 ,

где 𝐽2 — второй инвариант девиатора тензора напряжений 𝑠𝑖𝑗 , 𝜎𝑇 — предел
текучести. В соответствии с [20] в этом случае происходит коррекция ком-
понент девиатора напряжений умножением на 𝜆 = 𝜎𝑇 /

√
3𝐽2. Для воздуха

принимается 𝑠𝑥𝑥 = 𝑠𝑦𝑦 = 𝑠𝑧𝑧 = 𝑠𝑥𝑦 = 𝑠𝑦𝑧 = 𝑠𝑥𝑧 = 0, 𝜀 = 𝑝/[𝜌(𝛾 − 1)], где 𝛾 —
показатель адиабаты.

Интегральная форма (1), на базе которой строится разностная схема, име-
ет вид∫︁∫︁∫︁

𝜔

(︀
u 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + f 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑡+ g 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑡+ h 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡

)︀
=

∫︁∫︁∫︁∫︁
Ω
k 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑡, (3)

где Ω— любой замкнутый объем, поверхность 𝜔 которого гомеоморфна сфере
в четырехмерном пространстве (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

На границах контакта газа с деформируемыми телами ставится условие
непроникания без трения [14]. В начальный момент времени все среды поко-
ятся, напряжения и деформации в гранулированном слое отсутствуют.

2. Многосеточный метод численного решения. Решение уравнений
(1)–(3) производится методом Годунова повышенной точности [14,17], единым
как для газодинамических, так и для упругопластических течений.

Данная модификация позволяет повысить порядок аппроксимации схемы
до второго на гладких решениях, сохранив монотонность на разрывных, без
изменения разностного шаблона явной двухшаговой схемы, изменив только
шаг «предиктор» [14].

Повышение точности в области гладких решений модифицированной схе-
мы достигается выбором соответствующих точек интерполяции параметров
для решения задачи распада разрыва в предположении линейного распреде-
ления этих параметров между центрами ячеек. Этот же принцип использу-
ется для повышения точности при реализации граничных условий.

Этап «корректор» численного интегрирования уравнений (3) остается неиз-
менным и совпадает с классической схемой.

Эйлерово-лагранжевые подходы, описывающие взаимодействие сред и кон-
струкций, основанные на использовании подвижных криволинейных сеток,
отслеживающих движение лагранжевых контактных границ с соответствую-
щими перестройками эйлеровых сеток внутри однородной области, широко
используемые в решении двумерных задач, оказались практически непригод-
ными для решения трехмерных задач этого класса. Поэтому в данной работе
применяется многосеточный эйлерово-лагранжевый подход, который исполь-
зует три типа расчетных сеток [14].

Первый тип сеток — лагранжевые сетки в виде STL-файлов, задающие
и сопровождающие деформирующиеся поверхности тел. Внутри однородных
областей — второй тип с неподвижными регулярными эйлеровыми сетками
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с кубическими ячейками. Третий тип сеток — вспомогательные локальные по-
движные эйлерово-лагранжевые сетки, связанные с поверхностями тел.

3. Исследование взаимодействия ударной волны с гранулирован-
ным слоем. Математическая постановка задачи основывается на следующих
предположениях.

1. Гранулированный слой состоит из совокупности одинаковых шаровых
деформируемых кварцевых частиц, представляющей собой кубическую
упаковку (рис. 2).

2. Пространство между частицами заполнено сжимаемой газовой средой
(воздухом).

3. Кубическая упаковка предполагает симметрию расположения частиц
вдоль осей координат.

4. Воздействующая ударная волна распространятся вдоль оси 𝑋.
Выделяется симметричный элемент упаковки в виде последовательности

шаровых частиц диаметром 1 мм.
Для демонстрации работоспособности численной методики предполагает-

ся, что многослойная гранулированная среда в направлении оси 𝑋 состоит из
трех слоев частиц, ограниченных в канале квадратного сечения с жесткими
стенками. Фрагмент расчетной области представлен на рис. 3. Фактически
рассматривается взаимодействие шаровых тел и газа в канале квадратного
сечения с жесткими стенками. На рис. 3, b сетка внутри окружности — сетка
по шаровой песчинке.

Коэффициент газопроницаемости поперечного сечения, то есть отноше-
ние минимальной площади, занимаемой газом, к площади бокового сечения
составляет 0.215, объемное содержание воздуха — 0.476. На боковых стенках

Рис. 2. Вид гранулированного слоя
[Figure 2. View of a granular layer]

Рис. 3. Расчетная область (a) и сетка в поперечном сечении (b)
[Figure 3. Computational domain (a) and mesh in cross section (b)]
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канала общей длиной 21 мм по оси 𝑋 реализуются условия жесткой стенки,
а на граничных плоскостях𝑋 = −1.5 мм и𝑋 = 19.5 мм выполняются условия
«свободного вытока» [16]. Для кварца, из которого состоят тела, принимаем,
что модуль объемного сжатия 𝐾 = 109 ГПа, модуль сдвига 𝜇 = 43 ГПа,
предел текучести 𝜎𝑇 = 0.17 ГПа, плотность 𝜌 = 2650 кг/м3. Для воздуха
принимаем, что показатель адиабаты 𝛾 = 1.4, плотность 𝜌0 = 1.23 кг/м3.

Тела шаровой формы взаимодействуют между собой, воздухом и плоско-
стями симметрии. Начало координат расположено в центре крайнего левого
шарика.

В начальный момент времени все среды предполагаются невозмущенны-
ми, кроме области газа. Перед первым шариком длиной 1.5 мм по оси 𝑋
в начальный момент задаются параметры, как за фронтом отраженной удар-
ной волны: давление 1.6 МПа, плотность 13.2 кг/м3 и нулевая скорость.

Размер расчетной области по оси 𝑋 составляет 21 мм, по оси 𝑌 — 1 мм,
по оси 𝑍 — 1 мм, размер ячеек в основной сетке второго типа 0.03 мм, всего
использовалось около 900 тыс. ячеек, в том числе порядка 100 тыс. ячеек по
кварцевым телам.

Расчеты проводились на 4-ядерных компьютерах с процессором Intel I7.
Время расчета составило порядка 100 ч.

На рис. 4 показаны поля давления в газе в диагональном сечении расчет-
ного канала в моменты времени 0.2, 2.5, 10 мкс. В поровом газе наблюдаются
сложные многомерные сверхзвуковые течения, возникающие в процессе рас-
пространения ударной волны. На выходе в свободное пространство формиру-
ется течение, близкое к одномерному, на расстоянии порядка трех диаметров
шарика.

На рис. 5 показано распределение давлений в диагональном сечении вдоль
двух линий, параллельных оси 𝑋, в момент времени 10.4 мкс: кривая 1 про-
ходит через центры шариков, кривая 2 проходит через всю расчетную об-
ласть газа в диагональном сечении. Разрывы в кривых связаны с тем, что
линии проходят и через газ, и через твердые частицы. Амплитуда на фронте

Рис. 4. Поля давлений (Па) в газе в диагональном сечении в различные моменты времени:
a — 0.2 мкс, b — 2.5 мкс, c — 10 мкс

[Figure 4. Pressure fields (Pa) in gas in a diagonal section at different times:
a — 0.2 µs, b — 2.5 µs, c — 10 µs]
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выходящей квазиодномерной ударной волны составляет около 0.4 МПа, что
примерно на 10 % превышает аналогичные экспериментальные значения [12].
Несмотря на используемый в расчетах на порядок более тонкий гранулиро-
ванный слой (3 мм), чем в экспериментах (20 мм), наблюдается соответствие
численных и экспериментальных данных.

На рис. 6 показано распределение давления в кварцевых шариках в мо-
менты времени 0.2, 2.5, 10 мкс. Наблюдается сложная картина взаимодей-
ствия деформационных волн при контактном взаимодействии шариков меж-
ду собой, окружающим газом и жесткими границами. Уже на ранних этапах
взаимодействия возникают кратковременные отрывы шариков друг от друга.

Рис. 5. Давление в поровом газе в диагональном сечении в момент времени 10.4 мкс
[Figure 5. Pressure in the pore gas in the diagonal section at a time of 10.4 µs along lines

parallel to the 𝑋 axis: curve 1 passes through the centers of the balls, curve 2 passes
through the entire computational domain of the gas]

Рис. 6. Поля давлений (Па) в кварцевых шариках в различные моменты времени:
a — 0.2 мкс, b — 2.5 мкс, c — 10 мкс

[Figure 6. Pressure fields (Pa) in quartz balls at different times:
a — 0.2 µs, b — 2.5 µs, c — 10 µs]
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Первый отрыв формируется к моменту времени 10 мкс. В результате схожде-
ния упругих волн с оси симметрии шариков образуются локальные области
высокого давления до 2 ГПа, но время их существования незначительно, по-
рядка сотых долей микросекунды, не оказывающих заметного влияния на
контактное взаимодействие шариков, их формоизменение и газодинамиче-
ские процессы.

Заключение. Полученные численные результаты свидетельствует об
адекватности применяемых математических и численных моделей для ре-
шения задач взаимодействия ударных волн с деформируемыми газопроница-
емыми гранулированными слоями.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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Numerical simulation of the interaction of a deformable gas
permeable fragment of a granular layer with a shock wave
in a three-dimensional formation
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Abstract

The numerical method developed by the authors earlier for solving three-
dimensional problems of dynamic interaction of deformable bodies and media
in Eulerian variables based on the high-precision Godunov scheme is applied
to solve problems of interaction of a deformable gas-permeable fragment of a
granular layer with shock waves. The modeling is based on a unified modified
Godunov’s numerical method both for calculating gas motion and for cal-
culating the dynamic deformation of elastic-plastic elements of a permeable
granular layer. The increase in accuracy is achieved by merging the domains
of influence of the numerical and differential problems. It is assumed that
the sandy granular layer consists of a set of identical spherical deformable
quartz particles representing a cubic packing. The space between the parti-
cles is filled with compressible gas medium (air). A symmetrical packaging
element is highlighted in the form of a sequence of spherical particles. To
demonstrate the numerical methodology, it is assumed that a multilayer
granular medium in the direction of propagation of a planar shock wave
consists of three layers of particles in a square-section channel with rigid
walls. The study is conducted following the methodology with explicit iden-
tification of moving Lagrangian contact surfaces using multigrid algorithms.
The results of numerical studies of the shock wave propagation process in a
granular layer taking into account the movement of its deformable elements
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are presented. It is shown that for the given task parameters, the influence of
deformation processes is insignificant. The shock wave passing through the
layer forms a gas dynamic flow close to one-dimensional behind the barrier.
The agreement of the results of the numerical solution with known experi-
mental results regarding the parameters of the shock wave passing through
the layer indicates the adequacy of the applied mathematical and numerical
models.

Keywords: numerical simulation, Godunov scheme, increased accuracy,
multigrid approach, three-dimensional problem, shock waves, gas perme-
ability, elastoplastic barrier, interaction.
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Термомеханические состояния
гиротропных микрополярных тел

Е. В. Мурашкин, Ю. Н. Радаев
Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН,
Россия, 119526, Москва, просп. Вернадского, 101, корп. 1.

Аннотация
Статья посвящена вопросам моделирования процессов теплопровод-

ности в микрополярных телах, термомеханические состояния которых
реагируют на зеркальные отражения трехмерного пространства. По-
строен новый вариант теории теплопроводности, в рамках которого теп-
ловой поток оказывается псевдовектором алгебраического веса +1, по-
добным псевдовектору спинорных перемещений. С этим вариантом тео-
рии связаны определяющие псевдоинварианты нечетного отрицатель-
ного веса (например, коэффициент теплопроводности и теплоемкость).
Этой цели удалось достичь, выбрав естественные элементы объема и пло-
щади в виде псевдоинвариантов веса −1. Для представления трансляци-
онных перемещений использовался абсолютный контравариантный век-
тор, а для спинорных перемещений фиксировался контравариантный
псевдовектор веса +1. В результате тепловой поток, тензор силовых
напряжений, плотность массы и теплоемкость оказываются псевдотен-
зорными величинами нечетного веса. В качестве термодинамического
потенциала используется свободная энергия Гельмгольца, отнесенная
к единице естественного элемента объема, а функциональными аргумен-
тами выступают: температура, симметричные части и сопутствующие
векторы линейного асимметричного тензора деформаций и псевдотен-
зора изгиба–кручения. Обсуждается принцип абсолютной инвариантно-
сти абсолютной термодинамической температуры. Получено нелинейное
уравнение теплопроводности и выполнена его линеаризация.

Ключевые слова: теплопроводность, микрополярность, тензорный эле-
мент объема, псевдовектор потока тепла, псевдотензор, зеркальное от-
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ражение, полуизотропное тело, гиротропное тело, абсолютная термоди-
намическая температура, правило баланса весов.

Получение: 9 сентября 2023 г. / Исправление: 10 ноября 2023 г. /
Принятие: 13 декабря 2023 г. / Публикация онлайн: 26 декабря 2023 г.

1. Введение и предварительные сведения. Конструкционные мета-
материалы и биокомпозиты обладают сложной микроструктурой [1–3]. Зача-
стую микро- и наноструктурные состояния таких материалов оказываются
чувствительными к преобразованиям трехмерного пространства, меняющим
его ориентацию на противоположную (с левой на правую и, наоборот, с пра-
вой на левую). Моделирование термомеханического отклика указанных мате-
риалов следует выполнять средствами теорий микрополярной термомехани-
ки. Фундаментальным определяющим параметром, характеризующим мик-
роструктурные особенности материала, в таких теориях является характер-
ная микродлина 𝐿1 [4–6], связанная с характерным размером микрострук-
туры (гранулы, волокна, соты, диполи жидких кристаллов, полимерные мо-
лекулы и т.д.). При этом в стандартных длинах: для макромеханики следу-
ет положить 𝐿 ∼ 1, для микромеханики —𝐿 ∼ 10−6, а для наномеханики —
𝐿 ∼ 10−9. Важно отметить, что характерная микродлина микрополярной тео-
рии 𝐿— важнейший из модулей, которому может быть естественным образом
приписан алгебраический вес, т.е. ее можно трактовать как определяющий
псевдоскаляр, реагирующий на изменение ориентации координатного базиса.

В работах [7–11] было показано, что характерная микродлина 𝐿 является
ковариантно постоянным псевдоскаляром веса −1, чувствительным к преоб-
разованиям зеркального отражения, что в свою очередь можно вывести из
условия ковариантного постоянства:

∇𝑠

[−1]

𝐿 = 0,

откуда немедленно следует
[−1]

𝐿 =
[−1]

1 𝐿.

Определение псевдоскалярной единицы
[−1]

1 будет дано в следующем разделе
настоящей статьи.

Несмотря на то, что аппарат алгебры и анализа псевдотензоров достаточ-
но хорошо развит [12–19], подавляющее большинство математических теорий
разрабатывается в терминах абсолютных тензоров [20–24] и лишь сравни-
тельно малое число публикаций посвящено описанию в рамках псевдотен-
зорного формализма [7–11].

Построение теорий микрополярной термоупругости следует начинать
с выбора тензорных измерений элементарных объемов и площадей. Такой
выбор существенным образом влияет на алгебраический вес, приписываемый
основным характеристикам микро-, нано- термомеханических состояний мик-
рополярного континуума. Например, при выборе дублетного элемента объема

1В работах Нейбера [5, 6] характерная микродлина обозначалась 𝑙.
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и соответствующего элемента площади тензор силовых напряжений оказы-
вается псевдотензором отрицательного веса −1, тензор моментных напряже-
ний — псевдотензором отрицательного веса −2, тепловой поток — псевдовек-
тором алгебраического веса −1, массовая плотность — псевдоскаляром алгеб-
раического веса −1, что было продемонстрировано в работе [25]. В настоящей
работе для измерения элементарных объемов и площадей использованы есте-
ственные элементы объема и площади. Как было показано ранее [13, 26, 27],
в этом случае тензор силовых напряжений оказывается псевдотензором поло-
жительного алгебраического веса +1. Отметим, что использование естествен-
ных элементов объема характерно для вариационных функционалов физиче-
ских теорий поля [28, 29]. Несмотря на то, что тензорные элементы объема
и площади в 𝑁 -мерном пространстве наиболее просто задаются в терминах
псевдотензоров [30, 31], описание обычно проводится с использованием фор-
мализма кососимметричных дифференциальных форм [32–34], существенно
искажающих очевидные свойства указанных объектов и их псевдотензорную
природу.

Другим фундаментальным аспектом разрабатываемой теории, на кото-
рый следует обратить внимание, является задание кинематики микрополяр-
ного тела, базирующейся на одной из трех знаменитых теорем Шаля [35]. Из
трех теорем Шаля, по существу, только вторая применялась в формулиров-
ках основных положений линейной микрополярной теории упругости [20–24].
Литературный поиск показывает скудность информации об использовании
при математическом моделировании микрополярного континуума винтовой
(третьей) теоремы Шаля, в которой кинематика микрополярного тела пред-
ставляется как скользящий поворот. В конвенциональных микрополярных
теориях упругости и термоупругости [20–24] обычно оперируют двумя неза-
висимыми полями трансляционных и спинорных перемещений (микропово-
ротов), последнее из которых наиболее просто задается псевдовектором. Воз-
можны различные способы задания псевдовектора спинорных перемещений.
В частности, представлению с помощью контравариантного псевдовектора
[+1]

𝜑 𝑘 положительного веса +1 посвящены работы [7–10], а моделям микро-

полярных тел, в которых использовался ковариантный псевдовектор
[−1]

𝜑 𝑘 от-
рицательного веса −1, посвящены работы [11,36]. Указанные псевдовекторы
легко преобразуются к абсолютным векторам спинорных перемещений 𝜑𝑘

(или 𝜑𝑘).
В настоящей статье обсуждаются вопросы моделирования процессов теп-

лопроводности в микро- и наноструктурных телах, термомеханические со-
стояния которых могут быть сенсибилизированы к зеркальным отражениям
трехмерного пространства. Построен новый вариант теории теплопроводно-
сти, в рамках которого тепловой поток оказывается псевдовектором алгебра-
ического веса +1, подобным псевдовектору спинорных перемещений. Сфор-
мулирован принцип абсолютной инвариантности абсолютной температуры,
следующий из определения и строгой положительности, что демонстрирует
свойство неизменности поля температуры при зеркальных отражениях трех-
мерного пространства и невозможность приписать этому фундаментальному
физическому полю ненулевой алгебраический вес.

Во втором разделе статьи приводятся минимально необходимые для по-

661



Мурашк ин Е. В., Р а д а е в Ю. Н.

нимания статьи сведения и понятия из алгебры псевдотензоров и многомер-
ной геометрии. Вводятся псевдоскалярные единицы. Обсуждается правило
баланса весов (the weights balance rule).

В третьем разделе обсуждаются понятия элементарных псевдотензорных
объемов в 𝑁 -пространстве. Приводятся определения естественного и дублет-
ного элементов объема. Устанавливаются соотношения, связывающие контра-
и ковариантные тензорные элементы объема.

В четвертом разделе результаты, полученные в предыдущем разделе ста-
тьи, проецируются на трехмерный случай. Подробно обсуждаются двумер-
ные элементы площади и их пространственные ориентации. Приводятся со-
отношения, связывающие псевдовекторные и псевдоскалярные элементы пло-
щади.

В пятом разделе статьи обсуждаются вопросы распространения тепла в
микро- и наноструктурных телах, чувствительных к преобразованиям, меня-
ющим ориентацию пространства. Обсуждается процедура, позволяющая при-
писать вектору теплового потока нечетный алгебраический вес. После этого
вычисляются алгебраические веса массовой плотности, тензоров силовых и
моментных напряжений, а также сопутствующих им векторов.

В шестом разделе сформулирован фундаментальный принцип абсолют-
ной инвариантности абсолютной температуры.

Седьмой, заключительный раздел статьи, посвящен выводу уравнения
теплопроводности и определяющих уравнений для микро- и наноструктур-
ных тел, чувствительных к преобразованиям, меняющим ориентацию трех-
мерного пространства. Продемонстрировано, что для гиротропных упругих
микрополярных тел тензор теплопроводности и теплоемкость сводятся к псев-
доскалярам нечетного веса, реагирующим на изменение ориентации простран-
ства на противоположную.

2. Псевдотензоры в 𝑁-мерном пространстве. Здесь и далее будем
использовать терминологию и понятия современной геометрии и тензорного
анализа [15, 38]. В дальнейшем изложении, где это не очевидно, сверху кор-
невого символа псевдотензора в квадратных скобках будем отмечать его вес,
а снизу в круглых скобках его ранг. Нулевой вес абсолютных тензоров и веса
некоторых фундаментальных псевдотензоров в обозначениях отражаться не
будут. Рассмотрим 𝑁 -мерное евклидово пространство.

Фундаментальными объектами многомерной геометрии ориентируемых
пространств, связанными с ориентацией локальных базисов, являются сим-
волы перестановок:

[−1]
𝜖 ℎ1ℎ2...ℎ𝑁

=
[+1]
𝜖 𝑘1𝑘2...𝑘𝑁 . (1)

Отметим, что равенство (1) нарушает принятые в псевдотензорной алгеб-
ре соглашения о балансе индексов и весов псевдотензоров. Кроме того, для
символов перестановок требуются специальные правила жонглирования ин-
дексами:

𝜖ℎ1ℎ2...ℎ𝑁
= 𝑒−2𝑔ℎ1𝑘1𝑔ℎ2𝑘2 · · · 𝑔ℎ𝑁𝑘𝑁 𝜖

𝑘1𝑘2...𝑘𝑁 . (2)
Введем в 𝑁 -мерном пространстве ковариантный базис 𝚤

1
, 𝚤
2

. . . , 𝚤
𝑁

. Косое

произведение векторов базиса [38]

⌈𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑁
⌋ = 𝑒 (3)
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позволяет ввести понятие фундаментального ориентирующего псевдоскаляра
𝑒 и тем самым разделить локальные базисные системы на право- и лево-
ориентированные.

В трехмерном пространстве фундаментальный ориентирующий псевдо-
скаляр веса +1 (3) и две псевдоскалярные единицы определим согласно [36]:

𝑒 = 𝚤
1
· (𝚤

2
× 𝚤

3
),

[+1]

1 = 𝑒,
[−1]

1 = 𝑒−1. (4)

Отметим, что знак псевдоскалярной единицы в (4) определяет ориента-

цию координатных систем, т.е. для правоориентированных —
[+1]

1 > 0, для

левоориентированных —
[+1]

1 < 0.
Кроме того, целые степени псевдоскалярных единиц ковариантно посто-

янны, т.е.

∇𝑘

[±g]

1 =
[±g]

0 ,

где ∇𝑘 — оператор ковариантного дифференцирования в метрике 𝑔𝑗𝑠.
В дальнейшем изложении припишем функции w.g.t значение веса псевдо-

тензора, на который действует эта функция. Например,

w.g.t
(︀[g]
1
)︀
= g. (5)

Псевдотензор
[g]
𝑇
(𝑛)

ℎ1ℎ2...ℎ𝑠··...·
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟 алгебраического веса g ранга 𝑛 = 𝑠+ 𝑟 с помо-

щью степеней псевдоскалярной единицы можно преобразовать к абсолютно-
му тензору того же ранга согласно

𝑇
(𝑛)

ℎ1ℎ2...ℎ𝑠··...·
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟 =

[−g]
1

[g]
𝑇
(𝑛)

ℎ1ℎ2...ℎ𝑠··...·
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟 .

В последнем равенстве выполняется правило баланса весов (the weights
balance rule) [37,39,40]. Действительно, учитывая (5), имеем

w.g.t
(︁
𝑇
(𝑛)

ℎ1ℎ2...ℎ𝑠··...·
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟

)︁
= w.g.t

(︁[−g]
1

[g]
𝑇
(𝑛)

ℎ1ℎ2...ℎ𝑠··...·
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟

)︁
= −g + g = 0.

3. Псевдоинвариантные элементы площади и объема в 𝑁 -мерном
пространстве. В 𝑁 -мерном евклидовом пространстве выберем криволиней-
ную систему координат 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁). Рассмотрим погруженное в него
многообразие (поверхность) Σ размерности 𝑀 (𝑀 6 𝑁). Пусть многообразие
Σ задано его гауссовой параметризацией 𝑢𝛼 (𝛼 = 1, 2, . . . ,𝑀):

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑀 ). (6)

В формуле (6) 𝑥𝑘 являются внешними координатами для Σ, а 𝑢𝛼 — внутрен-
ними.
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Тензорный элемент объема, следуя концепциям А. Пуанкаре [41, 42], за-
дается согласно правилу

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =𝑀 !𝑑
1
𝑥[𝑖1𝑑

2
𝑥𝑖2 · · · 𝑑

𝑀
𝑥𝑖𝑀 ]. (7)

Здесь в квадратные скобки заключены индексы, по которым выполняется
альтернирование.

Нетрудно заметить, что формулу (7) можно представить в следующем
виде [15, см. c. 256–257]:

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝜖𝛼1𝛼2...𝛼𝑀𝜕𝛼1𝑥
𝑖1𝜕𝛼2𝑥

𝑖2 · · · 𝜕𝛼𝑀𝑥
𝑖𝑀det(𝑑

b
𝑢𝛾). (8)

Для случая 𝑀 = 𝑁 с учетом формулы (8) получим псевдотензорный
элемент объема:

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 =
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 [+1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 , (9)

где
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 — естественный элемент объема, представляющий собой псевдо-
скаляр веса −1, который определяется согласно

[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 = det(𝜕𝛼𝑥
𝑘)𝑑𝑢1𝑑𝑢2 · · · 𝑑𝑢𝑁 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · · 𝑑𝑥𝑁 .

Опустив в формуле (9) индексы, т.е. применив правило жонглирования
индексами для символов перестановок (2), определим ковариантный тензор-
ный элемент объема в виде

𝑑𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 = 𝑒2
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 [−1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 =

[+1]

𝑑𝜏12...𝑁
[−1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 , (10)

где
[+1]

𝑑𝜏12...𝑁 — дублетный элемент объема, представляющий собой псевдоска-
ляр веса +1.

С помощью псевдоскаляров
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 ,
[+1]

𝑑𝜏12...𝑁 и псевдоскалярных единиц
[∓1]

1 можно образовать абсолютный скаляр 𝑑𝜏 , являющийся инвариантным
элементом объема:

𝑑𝜏 =
[+1]

1
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 =
[−1]

1
[+1]

𝑑𝜏12...𝑁 .

4. Проекция на трехмерный случай (𝑁 = 3). Рассмотрим случай
трехмерного пространства. В качестве многообразия выберем двумерную по-
верхность, заданную естественной (гауссовой) параметризацией 𝑢1, 𝑢2. Для
этого случая в формуле (8) примем 𝑁 = 3, 𝑀 = 2, откуда получим контра-
вариантный тензорный элемент площади поверхности [30,31]:

𝑑𝜏 𝑖𝑗 = 𝜖𝛼1𝛼2𝜕𝛼1𝑥
𝑖𝜕𝛼2𝑥

𝑗𝑑𝑢1𝑑𝑢2 = 2𝜕1𝑥
[𝑖𝜕2𝑥

𝑗]𝑑𝑢1𝑑𝑢2. (11)

Ковариантный тензорный элемент площади 𝑑𝜏𝑖𝑗 можно получить, опустив
индексы у 𝑑𝜏 𝑖𝑗 в (11) в соответствии с правилом жонглирования индексами
(10).
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Антисимметричным абсолютным тензорам 𝑑𝜏 𝑖𝑗 и 𝑑𝜏𝑖𝑗 сопутствуют кова-
риантный и контравариантный псевдовекторы

[−1]

𝑑𝐴𝑘 =
1

2
𝜖𝑘𝑖𝑗𝑑𝜏

𝑖𝑗 ,
[+1]

𝑑𝐴𝑘 =
1

2
𝜖𝑘𝑖𝑗𝑑𝜏𝑖𝑗 . (12)

Абсолютные векторные элементы площади поверхности можно опреде-
лить, домножив псевдовекторные элементы площади (12) на соответствую-
щую степень псевдоскалярной единицы:

𝑑𝐴𝑘 =
[+1]

1
[−1]

𝑑𝐴𝑘, 𝑑𝐴𝑘 =
[−1]

1
[+1]

𝑑𝐴𝑘. (13)

Пседоскалярные элементы площади поверхности задаются следующими
формулами:

[−1]

𝑑𝐴 = (sgn 𝑒)

√︂
𝑔𝑠𝑘

[−1]

𝑑𝐴𝑠

[−1]

𝑑𝐴𝑘,
[+1]

𝑑𝐴 = (sgn 𝑒)

√︂
𝑔𝑠𝑘

[+1]

𝑑𝐴𝑠
[+1]

𝑑𝐴𝑘. (14)

И тот и другой элемент площади (14) чувствительны к изменению ориентации
координатной системы, что обусловлено знаком фундаментального ориенти-
рующего псевдоскаляра.

Инвариантный элемент площади поверхности определяется через абсо-
лютные векторные элементы площади (13) согласно

𝑑𝐴 =
√︀
𝑑𝐴𝑘𝑑𝐴𝑘 > 0. (15)

Использовав введенные выше определения для элементов площади (14)
и (15), можно показать, что

(︀[±1]

𝑑𝐴
)︀2

=
1

2

[±2]

1 𝑑𝜏 𝑖𝑠𝑑𝜏𝑖𝑠,
(︀
𝑑𝐴

)︀2
=

1

2
𝑑𝜏 𝑖𝑠𝑑𝜏𝑖𝑠.

5. Распространение тепла в микрополярных средах. Рассмотрим
распространение тепла в средах, термомеханические характеристики кото-
рых проявляют чувствительность к зеркальным отражениям и инверсиям
трехмерного евклидова пространства. Как отмечалось ранее, выбор тензор-
ных элементов объема и площади существенным образом влияет на алгебраи-
ческий вес, приписываемый основным характеристикам микро- и нанострук-
турных термомеханических состояний микрополярного континуума. Основы-
ваясь на результатах предыдущих разделов настоящей статьи, следует отме-
тить, что существует три варианта развития микрополярной термоупругости,

различающихся элементарными объемами: 𝑑𝜏,
[+1]

𝑑𝜏 ,
[−1]

𝑑𝜏 . Их можно определить
следующей диаграммой весов элементарных объемов, элементарных площа-
дей, тепловых потоков, коэффициентов теплопроводности и теплоемкостей:

(1) 𝑑𝜏 𝑑𝐴 ℎ𝑘 𝜆 𝑐

(2)
[+1]

𝑑𝜏
[+1]

𝑑𝐴
[−1]

ℎ 𝑘
[−1]

𝜆
[−1]
𝑐

(3)
[−1]

𝑑𝜏
[−1]

𝑑𝐴
[+1]

ℎ 𝑘
[+1]

𝜆
[+1]
𝑐
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Эта диаграмма отражает возможную чувствительность теплоемкости к пре-
образованиям, меняющим ориентацию пространства, в теориях, развиваемых
в терминах псевдоинвариантных элементов объема и площади.

Здесь и далее примем для измерения элементарных площадей и объемов
псевдоинвариантные (естественные) элементы:

[−1]

𝑑𝐴,
[−1]

𝑑𝐴𝑘,
[−1]

𝑑𝜏 . (16)

Количество тепла 𝑄, поступающее через фиксированную замкнутую по-
верхность 𝜕 в единицу времени, с учетом (16) будет определяться соотноше-
нием

𝑄 =

∮︁
𝜕

[+1]

ℎ 𝑘𝑛𝑘
[−1]

𝑑𝐴 =

∮︁
𝜕

[+1]

ℎ 𝑘
[−1]

𝑑𝐴𝑘, (17)

где
[+1]

ℎ 𝑘 — псевдовектор потока тепла, 𝑛𝑘 — единичный вектор внешней нор-
мали к поверхности 𝜕 (абсолютный вектор [26,43]).

Баланс весов в (17) базируется на фундаментальном утверждении

w.g.t (𝑄) = 0,

означающем невозможность приписать какой бы то ни было целый алгебра-
ический вес количеству тепла 𝑄. Отсюда немедленно следует, что

w.g.t
(︀[+1]

ℎ 𝑘
[−1]

𝑑𝐴𝑘

)︀
= 0.

Важно отметить, что в этом случае вектор потока тепла оказывается псевдо-
вектором положительного веса +1.

Правило баланса весов позволяет заключить, что для алгебраических ве-
сов плотности 𝜌, псевдотензора силовых 𝑡𝑖𝑘 и тензора моментных 𝜇𝑖··𝑘 напря-
жений справедливы равенства

w.g.t (𝜌) = +1, w.g.t (𝑡𝑖𝑘) = +1, w.g.t (𝜇𝑖··𝑘) = 1− 1 = 0. (18)

Для ассоциированных (сопутствующих) векторов силовых напряжений 𝜏𝑖
и псевдовектора моментных напряжений

[+1]
𝜇 𝑖, учитывая (18), имеем

2𝜏𝑖 = −𝜖𝑖𝑗𝑘
[+1]
𝑡 [𝑗𝑘], 2

[+1]
𝜇 𝑖 = 𝜖𝑖𝑘𝑠𝜇[𝑘𝑠],

что подтверждается выполнением равенств

w.g.t (𝜏𝑖) = w.g.t (𝜖𝑖𝑗𝑘
[+1]
𝑡 [𝑗𝑘]) = −1 + 1 = 0,

w.g.t (
[+1]
𝜇 𝑖) = w.g.t (𝜖𝑖𝑘𝑠𝜇[𝑘𝑠]) = 1 + 0 = +1.
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6. Принцип абсолютной инвариантности абсолютной температу-
ры в термомеханике. В этом разделе работы рассматривается абсолютная
термодинамическая температура с целью решения вопроса о возможности
приписать ей целый алгебраический вес, т.е. рассматривать ее как псевдоин-
вариант.2 В качестве термодинамического потенциала сначала выберем внут-
реннюю энергию 𝑢 как функцию термодинамических переменных состояния:

𝑢 = 𝑢(𝜖(𝑘𝑙),
[+1]
𝜅 (𝑘𝑙),

[+1]
𝜙 𝑖, 𝜅𝑖, 𝑠).

Чертой сверху будем в дальнейшем обозначать потенциалы состояния. Здесь
в качестве термодинамических переменных, кроме энтропии, выбраны сим-
метричные части асимметричного тензора деформаций и тензора изгиба-кру-
чения:

𝜖(𝑘𝑙) = ∇(𝑘𝑢𝑙) =
1

2
(∇𝑘𝑢𝑙+∇𝑙𝑢𝑘),

[+1]
𝜅 (𝑘𝑙) = ∇(𝑘

[+1]

𝜑 𝑙) =
1

2
(∇𝑘

[+1]

𝜑 𝑙+∇𝑙

[+1]

𝜑 𝑘), (19)

а также сопутствующие псевдовектор и вектор:

[+1]
𝜙 𝑖 = −1

2
𝜖𝑖𝑘𝑙𝜖[𝑘𝑙], 𝜅𝑖 =

1

2
𝜖𝑖𝑘𝑙

[+1]
𝜅 [𝑘𝑙]. (20)

Абсолютная температура 𝜃 в термомеханике сплошных сред определяет-
ся как функция параметров термодинамического состояния и вычисляется
как частная производная потенциальной функции (внутренней энергии 𝑢) по
энтропии 𝑠:

𝜃 =
𝜕𝑢(𝜖(𝑘𝑙),

[+1]
𝜅 (𝑘𝑙),

[+1]
𝜙 𝑖, 𝜅𝑖, 𝑠)

𝜕𝑠
. (21)

Для наших целей удобно использовать плотности в расчете на единицу
объема:

𝑆 = 𝜌𝑠, 𝑈 = 𝜌𝑢.

Тогда формула (21) преобразуется к виду

𝜃 =
𝜕𝑈(𝜖(𝑘𝑙),

[+1]
𝜅 (𝑘𝑙),

[+1]
𝜙 𝑖, 𝜅𝑖, 𝑆)

𝜕𝑆
.

Кроме того, следует принимать во внимание фундаментальное термодинами-
ческое неравенство

inf 𝜃 > 0,

постулирующее как положительность абсолютной температуры,3 так и невоз-
можность достичь абсолютного нуля ни при каком допустимом термодина-
мическом процессе.

2В классической термомеханике континуума абсолютная термодинамическая темпера-
тура 𝜃 — всегда абсолютный инвариант, не зависящий ни от поворотов ни от зеркальных
отражений пространства.

3Положительность абсолютной температуры может быть доказана исходя из канониче-
ского распределения Гиббса для ансамбля элементарных термодинамических систем.
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Из определения (21) видно, что независимо от выбора веса элементарного
объема, веса плотности внутренней энергии и веса плотности энтропии4

w.g.t (𝜃) = w.g.t (𝑈)− w.g.t (𝑆) = 0.

Отсюда немедленно следует фундаментальное утверждение, что абсолютная
температура является абсолютным инвариантом, сохраняющим неизменным
свое значение при поворотах и отражениях пространства, что показывает
принципиальную нереализуемость приписывания какого бы то ни было ал-
гебраического веса абсолютной термодинамической температуре. Последнее
обстоятельство обусловлено различной природой внутренней энергии (адди-
тивность) и температуры (неаддитивность).

7. Уравнение теплопроводности и определяющие уравнения для
гиротропных микрополярных тел. Учитывая (18) и правило баланса ве-
сов, псевдоскалярное уравнение баланса энтропии в рамках развиваемой схе-
мы исследования можно записать в виде

[+1]
𝜌 �̇� = −∇𝑗

[+1]

𝐽 𝑗 +
[+1]
𝜌 𝜎 +

[+1]
𝜌 𝜉, (22)

где
[+1]

𝐽 𝑗 — псевдовектор потока энтропии, 𝜉 — неконтролируемое производ-
ство энтропии (в единицу времени в расчете на единицу массы), 𝜎— контро-
лируемое производство энтропии (в единицу времени в расчете на единицу
массы). Отметим, что 𝑠, 𝜉 и 𝜎 являются абсолютными скалярами, т.е. не ме-
няются при любых преобразованиях пространства. В дальнейшем изложении
будем полагать отсутствие лучистого тепла, т.е. 𝜎 = 0.

При этом для энтропии справедливо следующее соотношение:

𝑠 = −𝜕𝜓
𝜕𝜃
.

Здесь в качестве термодинамического потенциала выбрана свободная энергия
Гельмгольца 𝜓 в расчете на единицу массы как функция термодинамических
переменных состояния:

𝜓 = 𝜓(𝜖(𝑘𝑙),
[+1]
𝜅 (𝑘𝑙),

[+1]
𝜙 𝑖, 𝜅𝑖, 𝜃). (23)

В дальнейшем удобно ввести следующие обозначения:

[+1]

𝑆 =
[+1]
𝜌 𝑠,

[+1]

Ψ =
[+1]
𝜌 𝜓,

[+1]

Ξ =
[+1]
𝜌 𝜉. (24)

Тогда приведенное уравнение баланса энергии с учетом (19), (20), (23) в обо-
значениях (24) примет вид

− (𝜕·
[+1]

Ψ +
[+1]

𝑆 𝜕·𝜃) +
[+1]
𝑡 (𝑖𝑗)𝜕·𝜖(𝑖𝑗) + 𝜇(𝑖𝑘)𝜕·

[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)

+ 𝜏𝑖𝜕·
[+1]
𝜙 𝑖 +

[+1]
𝜇 𝑖𝜕·𝜅𝑖 − 𝜃−1

[+1]

ℎ 𝑖∇𝑖𝜃 =
[+1]

Ξ 𝜃.

4В данном контексте подразумевается, что плотности берутся в расчете на единицу
объема.
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Здесь 𝜕· — производная по времени при фиксированных координатах 𝑥𝑘.
В приближении малых деформаций мы считаем �̇� = 𝜕·𝑎.

Следствием второго закона термодинамики для гиротропных микропо-
лярных тел, чувствительных к зеркальным отражениям трехмерного про-
странства, являются определяющие псевдотензорные уравнения:

[+1]
𝑡 (𝑖𝑗) =

𝜕
[+1]

Ψ

𝜕𝜖(𝑖𝑗)
, 𝜇(𝑖𝑘) =

𝜕
[+1]

Ψ

𝜕
[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)

,

𝜏𝑖 =
𝜕
[+1]

Ψ

𝜕
[+1]
𝜙 𝑖

,
[+1]
𝜇 𝑖 =

𝜕
[+1]

Ψ

𝜕𝜅𝑖
,

[+1]

𝑆 = −𝜕
[+1]

Ψ

𝜕𝜃
,

[+1]

𝐽 𝑗 =
[+1]

𝐽 𝑗(∇𝑘 ln 𝜃).

(25)

Для неконтролируемого производства энтропии справедлива следующая
цепочка равенств:

[+1]

Ξ = −𝜃−2
[+1]

ℎ 𝑗∇𝑗𝜃 = −𝜃−1
[+1]

𝐽 𝑗∇𝑗𝜃 = −
[+1]

𝐽 𝑗(∇𝑘 ln 𝜃)∇𝑗 ln 𝜃.

Нелинейное уравнение теплопроводности получим подстановкой опреде-
ляющих уравнений (25) в уравнение баланса энтропии (22), учитывая

𝜃
[+1]

𝐽 𝑗 =
[+1]

ℎ 𝑗 .

В силу абсолютной инвариантности температуры веса потока тепла и энтро-
пии совпадают.

В итоге получим

𝜕
[+1]

𝑆

𝜕𝜖(𝑖𝑗)
𝜕·𝜖(𝑖𝑗) +

𝜕
[+1]

𝑆

𝜕
[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)

𝜕·
[+1]
𝜅 (𝑖𝑘) +

𝜕
[+1]

𝑆

𝜕
[+1]
𝜙 𝑖

𝜕·
[+1]
𝜙 𝑖 +

+
𝜕
[+1]

𝑆

𝜕𝜅𝑖
𝜕·𝜅𝑖 +

𝜕
[+1]

𝑆

𝜕𝜃
𝜕·𝜃 = −𝜃−1∇𝑗

[+1]

ℎ 𝑗 . (26)

Примем линеаризованную по функциональным аргументам свободную
энергию Гельмгольца для анизотропного микрополярного термоупругого кон-
тинуума в виде

[+1]

Ψ =
[+1]

𝐸
I

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)𝜖(𝑖𝑘)𝜖(𝑙𝑚) +
[−1]

𝐸
II

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +

+ 𝐸
III

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)𝜖(𝑖𝑘)
[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 𝐸

IV

(𝑖𝑘)·
·𝑙 𝜖(𝑖𝑘)

[+1]
𝜙 𝑙 +

[−1]

𝐸
V

(𝑖𝑘)·
·𝑙

[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)

[+1]
𝜙 𝑙 +
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+
[+1]

𝐸
VI

(𝑖𝑘)𝑙𝜖(𝑖𝑘)𝜅𝑙 + 𝐸
VII

(𝑖𝑘)𝑙[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)𝜅𝑙 +

[−1]

𝐸
VIII

(𝑖𝑙)

[+1]
𝜙 𝑖[+1]

𝜙 𝑙 +
[+1]

𝐸
IX

(𝑖𝑙)𝜅𝑖𝜅𝑙 +

+ 𝐸
X

·𝑙
𝑖·
[+1]
𝜙 𝑖𝜅𝑙 +

[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑘)𝜖(𝑖𝑘)𝜃 + 𝐸
XII

(𝑖𝑘)[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)𝜃 +

+ 𝐸
XIII

𝑖
[+1]
𝜙 𝑖𝜃 +

[+1]

𝐸
XIV

𝑖𝜅𝑖𝜃 +
[+1]

𝐸
XV
𝜃2, (27)

где
[+1]

𝐸
I

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚),
[−1]

𝐸
II

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚), 𝐸
III

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚), 𝐸
IV

(𝑖𝑘)·
·𝑙 ,

[−1]

𝐸
V

(𝑖𝑘)·
·𝑙 ,

[+1]

𝐸
VI

(𝑖𝑘)𝑙, 𝐸
VII

(𝑖𝑘)𝑙,
[−1]

𝐸
VIII

(𝑖𝑙),
[+1]

𝐸
IX

(𝑖𝑙),

𝐸
X

·𝑙
𝑖·,

[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑘), 𝐸
XII

(𝑖𝑘), 𝐸
XIII

𝑖,
[+1]

𝐸
XIV

𝑖,
[+1]

𝐸
XV

— определяющие тензоры и псевдотензоры
анизотропного микрополярного термоупругого континуума, 𝜃 → 𝜃− 𝜃0 — ма-
лый температурный инкремент (считается малой первого порядка), 𝜃0 — ре-
ференциальная температура.

Определяющие уравнения (25), соответствующие квадратичной форме
свободной энергии Гельмгольца (27), принимают вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[+1]
𝑡 (𝑖𝑘) = 2

[+1]

𝐸
I

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)𝜖(𝑙𝑚) + 𝐸
III

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 𝐸

IV

(𝑖𝑘)·
·𝑙

[+1]
𝜙 𝑖 +

[+1]

𝐸
VI

(𝑖𝑘)𝑙𝜅𝑙 +
[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑘)𝜃,

𝜇(𝑖𝑘) = 2
[−1]

𝐸
II

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 𝐸

III

(𝑙𝑚)(𝑖𝑘)𝜖(𝑙𝑚) +
[−1]

𝐸
V

(𝑖𝑘)𝑙[+1]
𝜙 𝑙 + 𝐸

VII

(𝑖𝑘)𝑙𝜅𝑙 + 𝐸
XII

(𝑖𝑘)𝜃,

𝜏𝑖 = 2
[−1]

𝐸
VIII

(𝑖𝑙)

[+1]
𝜙 𝑙 + 𝐸

X

·𝑙
𝑖·𝜅𝑙 + 𝐸

IV

(𝑙𝑚)·
· · 𝑖 𝜖(𝑙𝑚) + 𝐸

V

(𝑙𝑚)·
· · 𝑖 𝜅(𝑙𝑚) + 𝐸

XIII
𝑖 𝜃,

[+1]
𝜇 𝑖 = 2

[+1]

𝐸
IX

(𝑖𝑙)𝜅𝑙 + 𝐸
X

·𝑖
𝑙·
[+1]
𝜙 𝑙 +

[+1]

𝐸
VI

(𝑙𝑚)𝑖𝜖(𝑙𝑚) + 𝐸
VII

(𝑙𝑚)𝑖[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +

[+1]

𝐸
XIII

𝑖 𝜃,

[+1]

𝑆 = −
[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑘)𝜖(𝑖𝑘) − 𝐸
XII

(𝑖𝑘)[+1]
𝜅 (𝑖𝑘) − 𝐸

XIII
𝑖
[+1]
𝜙 𝑖 −

[+1]

𝐸
XIV

𝑖𝜅𝑖 −
[+1]

𝐸
XV
𝜃.

(28)

В качестве закона теплопроводности примем линейный закон Фурье

[+1]

ℎ 𝑘 = −
[+1]

𝐸
XVI

𝑘𝑖∇𝑖𝜃, (29)

где
[+1]

𝐸
XVI

𝑘𝑖 — псевдотензор коэффициентов теплопроводности. Отметим, что

в (29) компоненты псевдотензора коэффициентов теплопроводности
[+1]

𝐸
XVI

𝑘𝑖, во-
обще говоря, проявляют чувствительность к зеркальным отражениям и ин-
версиям трехмерного пространства.

После линеаризации уравнения теплопроводности (26) с учетом (28) и (29)
окончательно получим

[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑗)𝜕·𝜖(𝑖𝑗) + 𝐸
XII

(𝑖𝑗)𝜕·
[+1]
𝜅 (𝑖𝑗) + 𝐸

XIII
𝑖𝜕·

[+1]
𝜙 𝑖 +

+
[+1]

𝐸
XIV

𝑖𝜕·𝜅𝑖 + 𝜃−1
0

[+1]

𝐶 𝜕·𝜃 = 𝜃−1
0

[+1]

𝐸
XVI

𝑗𝑠∇𝑗∇𝑠𝜃,
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где
[+1]

𝐶 =
[+1]
𝜌 𝑐, 𝑐— теплоемкость в расчете на единицу массы (specific heat).

Для гиротропного микрополярного термоупругого тела определяющие
тензоры и псевдотензоры четвертого ранга примут вид [44]:

[+1]

𝐸
I

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚) =
[+1]

𝐴
I
𝑔𝑖𝑘𝑔𝑙𝑚 +

[+1]

𝐶
I
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑘𝑚,

[−1]

𝐸
II

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚) =
[−1]

𝐴
II
𝑔𝑖𝑘𝑔𝑙𝑚 +

[−1]

𝐶
II
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑘𝑚,

𝐸
III

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚) = 𝐴
III
𝑔𝑖𝑘𝑔𝑙𝑚 + 𝐶

III
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑘𝑚;

(30)

определяющие тензоры и псевдотензоры третьего и первого ранга равны ну-
лю:

𝐸
IV

(𝑖𝑘)·
·𝑙 =

[−1]

𝐸
V

(𝑖𝑘)·
·𝑙 =

[+1]

𝐸
VI

(𝑖𝑘)𝑙 = 𝐸
VII

(𝑖𝑘)𝑙 = 𝐸
XIII

𝑖 =
[+1]

𝐸
XIV

𝑖 = 0;

определяющие тензоры и псевдотензоры второго ранга оказываются шаро-
выми:

[−1]

𝐸
VIII

(𝑖𝑙) =
[−1]

𝐵
VIII

𝑔𝑖𝑙,
[+1]

𝐸
IX

(𝑖𝑙) =
[+1]

𝐵
IX
𝑔𝑖𝑙, 𝐸

X

·𝑙
𝑖· = 𝐵

X
𝑔 ·𝑙
𝑖·,

[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑘) =
[+1]

𝐵
XI
𝑔𝑖𝑘, 𝐸

XII

(𝑖𝑘) = 𝐵
XII
𝑔𝑖𝑘.

(31)

Кроме того, для полуизотропного тела шаровым оказывается псевдотен-
зор коэффициентов теплопроводности:

[+1]

𝐸
XVI

𝑗𝑠 =
[+1]

𝜆 𝑔𝑗𝑠.

Псевдоскаляры нечетного алгебраического веса в (30) и (31), как и коэф-

фициент теплопроводности
[+1]

𝜆 , реагируют на преобразования трехмерного
пространства, меняющие его ориентацию на противоположную. То же самое

касается и теплоемкости
[+1]

𝐶 .

Заключение. В настоящей статье рассмотрены вопросы моделирования
процессов теплопроводности в микро- и наноструктурных телах, термомеха-
нические состояния которых реагируют на преобразования трехмерного про-
странства, меняющие его ориентацию на противоположную. Построен новый
вариант теории теплопроводности, в рамках которого тепловой поток ока-
зывается псевдовектором алгебраического веса +1, подобным псевдовектору
спинорных перемещений.

1. Предложены элементарные тензорные площади и объемы, позволяю-
щие представить вектор теплового потока в форме псевдовектора по-
ложительного веса +1, что делает его алгебраически подобным псевдо-
вектору спинорных перемещений в точности того же алгебраического
веса. Точно такие же тензорные элементы площади и объема исполь-
зуются в стандартных физических теориях поля.
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2. Сформулирован фундаментальный принцип абсолютной инвариантно-
сти абсолютной термодинамической температуры, обусловленный ба-
лансом алгебраических весов плотности внутренней энергии и плотно-
сти энтропии.

3. Предложена квадратичная форма для свободной энергии Гельмгольца,
включающая XV определяющих псевдотензоров.

4. Получено нелинейное уравнение теплопроводности. Выполнена его ли-
неаризация с учетом линейного закона теплопроводности Фурье. По-
казано, что коэффициент теплопроводности и теплоемкость являются
псевдоскалярами веса +1, реагирующими на преобразования, изменя-
ющие ориентацию трехмерного пространства на противоположную.

5. Разработанный подход в перспективе может быть обобщен на дробные
алгебраические веса.

6. Установлена принципиальная нереализуемость приписывания какого
бы то ни было алгебраического веса абсолютной термодинамической
температуре, обусловленная различной природой внутренней энергии
(аддитивность) и температуры (неаддитивность).

7. Показано, что псевдовектор потока энтропии имеет тот же вес, что
и псевдовектор потока тепла в силу абсолютной инвариантности абсо-
лютной термодинамической температуры.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
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Abstract
The paper is devoted to problems of modeling heat conduction processes

in micropolar elastic solids, all thermomechanical states of which may be
sensible to mirror reflections of three-dimensional space. A new variant of
the heat conduction theory is developed in terms of the heat fluxes treated as
pseudovectors of algebraic weight +1 making their similar to the pseudovec-
tor of spinor displacements known from previous discussions. Constitutive
pseudoinvariants (at least some of them) have odd negative weights (for
example, thermal conductivity coefficient and specific heat). Having choos-
ing elements of volume and area as natural known from the classical field
theory formulations and considered as pseudoinvariants of weight −1, the
variant of theory is proposed. An absolute contravariant vector represents
translational displacements and a contravariant pseudovector of weight +1
does spinor displacements. As a result, heat flux, force stress tensor, mass
density and specific heat can be treated as pseudotensor quantities of odd
weights. The Helmholtz free energy per unit natural volume element is used
as the thermodynamic potential with the functional arguments: tempera-
ture, symmetrical parts and accompanying vectors of the linear asymmetric
strain tensor and wryness pseudotensor. The principle of absolute invariance
of absolute thermodynamic temperature is proposed and discussed. A non-
linear heat conduction equation is obtained and linearized.

Keywords: heat conductivity, micropolarity, tensor volume element, pseu-
dovector of heat flux, pseudotensor, mirror reflection, semiisotropic solid,
gyrotropic solid, absolute thermodynamic temperature, weights balance rule.
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Аннотация

Представлен способ определения величины электрического потенци-
ала, генерирующегося на электродированной поверхности пьезоэлемен-
та, который является частью кусочно-однородной электровязкоупругой
конструкции, необходимого для формирования управляющего воздей-
ствия при активном управлении ее динамическим поведением в режиме
вынужденных установившихся колебаний с целью минимизации ампли-
туды колебаний на выбранной резонансной частоте. Путем математиче-
ских преобразований уравнений, описывающих собственные и вынуж-
денные колебания таких электровязкоупругих тел, выведены соотноше-
ния, выражающие связь между величинами смещения узлов и электри-
ческого потенциала на электродированной поверхности пьезоэлемента.
Данные формулы позволяют определить величину потенциала, который
необходимо подать на пьезоэлемент для того, чтобы наилучшим обра-
зом демпфировать заданную моду колебаний конструкции. В резуль-
тате численных экспериментов c использованием пакета прикладных
программ конечно-элементного анализа ANSYS подтверждена возмож-
ность использования результатов решения задачи о собственных колеба-
ниях для поиска оптимальной величины потенциала, характеризующего
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управляющее электрическое воздействие, направленное на демпфирова-
ние заданных мод в режиме вынужденных установившихся колебаний.
Эффективность применения полученных аналитических зависимостей
продемонстрирована на примере консольно защемленной вязкоупругой
пластинки с расположенным на ее поверхности пьезоэлементом. Предло-
женный подход позволяет существенно сократить временные и ресурс-
ные затраты при математическом моделировании активного управле-
ния вынужденными установившимися колебаниями электровязкоупру-
гих тел, определить требования к аппаратной реализации актуаторов
и контроллеров блока управления такого рода smart-систем.

Ключевые слова: электровязкоупругость, пьезоэлемент, вынужден-
ные установившиеся колебания, собственные колебания, управление ко-
лебаниями, смещения, электрический потенциал.

Получение: 25 мая 2023 г. / Исправление: 17 ноября 2023 г. /
Принятие: 13 декабря 2023 г. / Публикация онлайн: 27 декабря 2023 г.

1. Введение. В связи с развитием материальной базы и программного
обеспечения в последнее время технология интеллектуальных (smart) кон-
струкций становится все более привлекательной в приложениях, связанных
с управлением механическим поведением различных объектов в режиме ре-
ального времени и без участия операторов. Как правило, доступ к таким объ-
ектам в процессе эксплуатации либо невозможен (элементы космических кон-
струкций [1–4]), либо затруднен (подводные установки, высокогорные, нахо-
дящиеся в агрессивной для человека среде и т.д.). Для обеспечения необходи-
мых эксплуатационных требований (например, неизменность формы парабо-
лической антенны, отсутствие колебаний в отдельных элементах конструкций
и т.п.) smart-конструкции могут автоматически адаптировать свою реакцию
в форме перемещений, напряжений, амплитуды колебаний, резонансных ча-
стот и т.п. в зависимости от внешнего воздействия. Кроме этого, в последнее
время наблюдается тенденция уменьшения размеров беспроводной электро-
ники и увеличения жизнеспособности беспроводных электронных устройств.
В условиях возрастания потребляемой мощности такого рода устройств при-
влекательным становится использование в качестве источника питания энер-
гии колебаний, вызываемых внешним воздействием, что также делает про-
блему управления динамическим поведением конструкции актуальной [5].

На основе применения smart-технологий выделяются следующие страте-
гии управления механическим поведением объектов: пассивная, активная,
адаптивная, полуактивная, активно-пассивная и т.д. Для изготовления ак-
тивных управляемых или реагирующих smart-конструкций необходимы ак-
туаторы, или исполнительные механизмы. При соединении с конструкцией
(путем встраивания внутрь или закрепления на поверхности) актуаторы со-
здают локальные деформации и напрямую воздействуют на механический
отклик всей конструкции.

В настоящее время в качестве актуаторов применяют: сплавы с памя-
тью формы, пьезоэлектрические материалы, электрострикционные и магни-
тострикционные материалы, электрореологические жидкости. Обзор функ-
циональных материалов, используемых в интеллектуальных структурах, при-
веден в работах [6,7]. Широкое использование пьезоматералов, особенно для
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управления механическим поведением конструкций, обусловлено двумя глав-
ными причинами. Наличие у пьезоматериалов прямого и обратного пьезо-
электрического эффекта позволяет использовать пьезоэлементы как в каче-
стве датчиков, так и в качестве актуаторов [8, 9]. Вторая причина состоит
в том, что технологически реализуемая для пьезоматериалов возможность
создания электропроводящей поверхности позволяет подключить к smart-
конструкции различные варианты электрических цепей [10, 11].

Существуют два принципиально различных подхода к активному гаше-
нию отклонений: c обратной связью и с упреждающей адаптивной фильтра-
цией [12].

В работе [13] приводится основательный обзор существующих активных
методов управления колебаниями и проблем, связанных с их применением.
Обзор различных активных и полуактивных систем управления, использу-
емых в основном в гражданских сооружениях, представлен в [14]. Теории
активного управления колебаниями посвящены монографии [15,16].

При решении проблем, связанных с активным управлением механическим
поведением конструкций, имеющих в своем составе элементы, способные вы-
полнять роль актуаторов, основной проблемой является определение величи-
ны управляющего воздействия, передаваемого от актуатора на конструкцию,
который вызывает ее требуемый отклик. Поэтому одной из основных задач
является определение характеристик управляющего сигнала, подаваемого на
актуатор.

Реализация активной стратегии управления колебаниями помимо исполь-
зования сенсоров и актуаторов подразумевает применение блоков управле-
ния, которые обеспечивают прием сигнала с сенсора, его преобразование,
усиление и подачу на актуатор. В основном внимание исследователей со-
средоточено на разработке как алгоритмов управления, так и аппаратуры
контроллера, позволяющего реализовать закон управления [17, 18]. Наибо-
лее часто используемыми методами управления являются классические ал-
горитмы управления, такие как положительная позиционная обратная связь
(PPF), LQR и PID-регулирование [19–21].

Обзор различных стратегий активного управления, включая линейный
квадратичный, линейный квадратичный гауссовский, нейронные сети и т.д.
в применении к гражданскому строительству представлены в [22]. Авторы
работы [23] успешно использовали и сравнили с экспериментом адаптивные
стратегии управления линейными квадратичными гауссовыми и нейронными
сетями для управления колебаниями балки.

Однако определению величины управляющего сигнала, который должен
быть сформирован в блоке управления, что могло бы способствовать реали-
зации аппаратной части блока управления требуемой величины, исследова-
телями практически не уделяется внимания.

При многообразии вариантов управления динамическими характеристи-
ками smart-конструкций с пьезоэлементами (электровязкоупругих конструк-
ций) поиск необходимых по величине управляющих параметров практиче-
ски невозможен без математического моделирования. Из динамических ха-
рактеристик наиболее важными являются резонансные частоты и парамет-
ры, определяющие демпфирующие свойства моделируемой системы, которые
оцениваются по величине амплитуды при резонансном режиме или по скоро-
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сти переходных процессов. В первом случае решается задача о вынужденных
установившихся колебаниях, во втором — динамическая задача с начальными
условиями. Эти задачи малоэффективны при поиске значений параметров,
обеспечивающих требуемый отклик электровязкоупругой конструкции в си-
лу следующих причин. Для получения амплитуд при резонансных режимах
на основе решения задачи о вынужденных установившихся колебаниях тре-
буется многократное решение задачи при различных частотах внешних воз-
действий, при этом найденные решения зависят от моделируемого варианта
нагружения исследуемой системы.

Задача о собственных колебаниях в такой ситуации становится привле-
кательной для исследователей, позволяя существенно сократить требуемые
затраты времени и вычислительных ресурсов. Это побудило использовать ее
и при определении величины управляющего сигнала, подаваемого на актуа-
тор, для получения требуемого механического отклика конструкции.

В настоящей работе предложен способ, позволяющий на основе реше-
ния задачи о собственных колебаниях исследуемой электровязкоупругой кон-
струкции получить аналитические выражения для определения величины
электрического потенциала, генерируемого на электродированной поверхно-
сти пьезоэлемента при его деформировании на рассматриваемой моде при
вынужденных установившихся колебаниях в момент резонанса. При реализа-
ции активной стратегии управления динамическим поведением конструкции
он является основой для формирования управляющего сигнала, подаваемого
на актуатор для получения требуемого отклика конструкции, совершающей
вынужденные установившиеся колебания.

2. Математическая постановка задач о собственных и вынужден-
ных колебаниях электровязкоупругих тел. В настоящем разделе приво-
дится краткая математическая формулировка задач о собственных и вынуж-
денных колебаниях. Более подробное описание содержится в работах [24,25].

Вариационное уравнение равновесия в случае квазистатического дефор-
мирования кусочно-однородного электровязкоупругого тела имеет вид∫︁

𝑉1

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 −𝐷𝑖𝛿𝐸𝑖 + 𝜌1�̈�𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉 +

∫︁
𝑉2

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 + 𝜌2�̈�𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉 =

=

∫︁
𝑆𝑞

𝑞𝑒𝛿𝜙𝑑𝑆 +

∫︁
𝑆𝜎

𝑝𝑖𝛿𝑢𝑖𝑑𝑆. (1)

При отсутствии внешних усилий уравнение (1) будет описывать собственные
колебания электровязкоупругого тела:∫︁

𝑉1

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 −𝐷𝑖𝛿𝐸𝑖 + 𝜌1�̈�𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉 +

∫︁
𝑉2

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 + 𝜌2�̈�𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉 = 0. (2)

Здесь приняты следующие обозначения: 𝜎𝑖𝑗 , 𝜀𝑖𝑗 и 𝑢𝑖 — компоненты симмет-
ричного тензора напряжений Коши, тензора линейных деформаций и век-
тора перемещений соответственно; 𝜌1 и 𝜌2 — удельные плотности электро-
упругого материала тела объема 𝑉1 и вязкоупругого материала тела объе-
ма 𝑉2; 𝐷𝑖, 𝐸𝑖 — компоненты векторов электрической индукции и напряжен-
ности электрического поля; 𝜙— электрический потенциал; 𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2, при
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этом 𝑉1 относится к его электроупругой, а 𝑉2 — к вязкоупругой частям; 𝑆 =
= 𝑆𝑢 + 𝑆𝜎 + 𝑆𝑞 + 𝑆𝜙 + 𝑆𝑝0 — полная поверхность кусочно-однородного тела,
ограничивающая объем 𝑉 . При этом на частях поверхности, ограничиваю-
щей объем 𝑉2, заданы перемещения 𝑢0𝑖 (на 𝑆𝑢) и поверхностные усилия 𝑝𝑖 (на
𝑆𝜎); на частях поверхности, ограничивающей объем 𝑉1, заданы поверхност-
ная плотность зарядов 𝑞𝑠 (на 𝑆𝑞) и электрический потенциал 𝜙0 (на 𝑆𝜙).

Электрический потенциал может быть подведен только к электродиро-
ванной поверхности, для чего 𝑆𝜙 покрывается тонким электропроводящим
слоем, толщиной и массой которого пренебрегаем; 𝑆𝑝0 — часть поверхности
тела, ограничивающая объем 𝑉1, не покрытая электродами или неэлектроди-
рованная поверхность. Считаем, что все составляющие кусочно-однородного
тела идеально скреплены между собой.

Покрытие токопроводящим слоем части поверхности пьезоэлектрического
тела делает ее эквипотенциальной, т.е. на всей электродированной поверхно-
сти выполняется условие потенциальности и значение электрического потен-
циала одинаково:

𝜙,𝑗 = −𝐸𝑗 .

Связь между компонентами вектора перемещений и компонентами тензо-
ра деформаций описывается дифференциальными соотношениями Коши:

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖).

Для изотермических процессов в линейных электровязкоупругих средах
справедливы следующие физические соотношения [26]:

– для вязкоупругой части объема 𝑉2:

𝑠𝑖𝑗 = 2�̃�𝑒𝑖𝑗 , 𝜎 = �̃�𝜗,

�̃� = 𝐺Re + 𝑖𝐺Im = 𝐺Re

(︁
1 + 𝑖

𝐺Im

𝐺Re

)︁
= 𝐺Re(1 + 𝑖𝜂𝑔),

�̃� = 𝐵Re + 𝑖𝐵Im = 𝐵Re

(︁
1 + 𝑖

𝐵Im

𝐵Re

)︁
= 𝐵Re(1 + 𝑖𝜂𝑏),

где 𝜎 = 𝜎𝑗𝑗/3— среднее напряжение; 𝜗— объемная деформация; �̃�, �̃� —
комплексные динамические модули сдвига и объемного сжатия, в общем
случае являющиеся функциями частоты колебаний Ω; 𝜂𝑔, 𝜂𝑏 — соответ-
ствующие тангенсы углов механических потерь; значения действитель-
ных 𝐺Re, 𝐵Re и мнимых частей 𝐺Im, 𝐵Im комплексных модулей опреде-
ляются следующим образом:

𝐺Re=𝐺0

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝜏) cos(Ω𝜏)𝑑𝑡

)︂
, 𝐺Im=𝐺0

∫︁ 𝑡

−∞
𝐻(𝜏) sin(Ω𝜏)𝑑𝑡, (3)

𝐵Re=𝐵0

(︂
1−

∫︁ 𝑡

−∞
𝑅(𝜏) cos(Ω𝜏)𝑑𝑡

)︂
, 𝐵Im = 𝐵0

∫︁ 𝑡

−∞
𝑅(𝜏) sin(Ω𝜏)𝑑𝑡; (4)

𝐺0, 𝐵0 — мгновенные сдвиговые и объемные модули; 𝐻, 𝑅— ядра ре-
лаксации;
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– для электроупругой части объемом 𝑉1:

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑝
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 − 𝛽𝑖𝑗𝑘𝐸𝑘, 𝐷𝑘 = 𝛽𝑖𝑗𝑘𝜀𝑖𝑗 + 𝑒𝑘𝑙𝐸𝑙,

где 𝐶𝑝
𝑖𝑗𝑘𝑙 — тензор упругих констант электроупругого элемента; 𝛽𝑖𝑗𝑘 и

𝑒𝑘𝑙 — тензоры пьезоэлектрических и диэлектрических коэффициентов.
Механические граничные условия имеют вид

𝑢𝑖 = 𝑢0𝑖 на 𝑆𝑢, 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑝𝑖 на 𝑆𝜎,

а электрические —

𝑛𝑖𝐷𝑖 = −𝑞𝑠 на 𝑆𝑞, 𝜙 = 𝜙0 на 𝑆𝜙.

Потенциал 𝜙 определяется с точностью до аддитивной постоянной, поэто-
му принимается, что на участке поверхности 𝑆𝜙 задан нулевой потенциал,
тогда 𝜙0 будет иметь смысл разности потенциалов.

Решение задачи о вынужденных установившихся колебаниях электровяз-
коупругого тела ищется в виде

�̄�(𝑥, 𝑡) = �̄�0(𝑥)𝑒
−𝑖Ω𝑡, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

а решение задачи о собственных колебаниях —

�̄�(𝑥, 𝑡) = �̄�0(𝑥)𝑒
−𝑖𝜔𝑡, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Здесь �̄�0(𝑥) =
{︀
𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), 𝑢3(𝑥), 𝜙(𝑥)

}︀
— обобщенный вектор состояния, со-

держащий как компоненты механических перемещений 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, так и ком-
поненту электрического потенциала 𝜙; 𝜔— круговая комплексная собствен-
ная частота колебаний, 𝜔 = 𝜔Re+𝑖 𝜔Im, при этом 𝜔Re имеет смысл собственной
частоты колебаний, а 𝜔Im характеризует скорость их затухания; Ω— круговая
частота внешнего возбуждения.

Принимая, что собственные колебания вязкоупругого тела происходят с
медленно меняющимися амплитудами и начальные возмущения не влияют
на поведение системы в дальнейшем, можно определить компоненты ком-
плексных динамических модулей 𝐺Re, 𝐺Im, 𝐵Re, 𝐵Im из соотношений (3), (4)
заменой частоты Ω на 𝜔Re.

В рамках данной работы принято, что составляющие комплексных ди-
намических модулей вязкоупругого материала тела не зависят от частоты
колебаний в пределах некоторого диапазона частот, ограниченного окрестно-
стью рассматриваемой собственной или резонансной частоты.

2.1. Собственные колебания электровязкоупругого тела. Рассмот-
рим собственные колебания вязкоупругого тела, к поверхности которого при-
соединен пьезоэлемент, электрические граничные условия на котором соот-
ветствуют режиму холостого хода, т.е. одна электродированная поверхность
пьезоэлемента заземлена (потенциал равен 0), а вторая электродированная
поверхность свободна от электрических нагрузок. Такой объект представля-
ет собой электровязкоупругое тело. При численной реализации задачи о соб-
ственных колебаниях электровязкоупругих тел методом конечных элементов

684



Способ определения параметров электрического сигнала . . .

уравнение (2), описывающее собственные колебания, в матричной форме при-
нимает вид (︀

−𝜔2[𝑀 ] + [𝐾Re] + 𝑖[𝐾Im] + [𝐾𝑝]
)︀
{𝛿} = {0}.

Здесь [𝑀 ]— матрица масс электровязкоупругого тела; [𝐾𝑝]— матрица жест-
кости упругого пьезоэлемента;

[𝐾Re] + 𝑖[𝐾Im] =
(︀
𝐺Re(1 + 𝑖𝜂𝑔)[𝐾𝐺] +𝐵Re(1 + 𝑖𝜂𝑏)[𝐾𝐵]

)︀
— матрица жесткости вязкоупругой части тела [27]; [𝐾𝐺], [𝐾𝐵]— объемная
и сдвиговая компоненты матрицы жесткости; {𝛿} = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝜙}⊤ — вектор
узловых переменных.

Пусть тангенсы углов механических потерь сдвиговой и объемной частей
комплексных динамических модулей равны между собой: 𝜂𝑔 = 𝜂𝑏 = 𝜂. Тогда
выражение для матрицы жесткости вязкоупругой части тела можно записать
в виде

[𝐾Re] + 𝑖[𝐾Im] = (1 + 𝑖𝜂)
(︀
𝐺Re[𝐾𝐺] +𝐵Re[𝐾𝐵]

)︀
= (1 + 𝑖𝜂)[𝐾𝜈 ],

где [𝐾𝜈 ]— матрица жесткости вязкоупругого тела без учета вязкоупругих
свойств (и только при вычислении элементов матрицы [𝐾𝜈 ] для того, чтобы
получить уравнение собственных колебаний в виде, соответствующем приня-
тому в пакете прикладных программ ANSYS, считаем, что 𝜂𝑔 = 𝜂𝑏 = 0).

Тогда окончательно уравнение собственных колебаний (2) в матричной
форме может быть записано следующим образом:(︀

−𝜔2[𝑀 ] + [𝐾𝑝] + (1 + 𝑖𝜂)[𝐾𝜈 ]
)︀
{𝛿} = {0}. (5)

В программном комплексе ANSYS уравнение собственных колебаний элек-
тровязкоупругого тела имеет вид(︀

−𝜔2[𝑀 ] + [𝐾] + 𝑖𝜔[𝐶]
)︀
{𝛿} = {0}.

Здесь [𝐾] = [𝐾𝑝] + [𝐾𝜈 ]— матрица жесткости составной конструкции, состо-
ящей из основной конструкции, выполненной из вязкоупругого материала
и упругого пьезоэлемента; [𝐾𝑝]— матрица жесткости упругого пьезоэлемен-
та; [𝐾𝜈 ]— матрица жесткости вязкоупругого материала основной конструк-
ции без учета вязкоупругих свойств. Вязкоупругие свойства материала кон-
струкции в ANSYS [28] учитываются в матрице демпфирования [𝐶].

Принимая во внимание допущения о независимости компонент комплекс-
ных модулей от частоты, а также о равенстве тангенсов углов механических
потерь для объемного и сдвигового модулей, выберем реализованный в ANSYS
вариант, при котором [𝐶] = 2𝑖𝛽[𝐾𝜈 ], 𝛽 = 𝜂𝑔/2 = 𝜂𝑏/2, как наиболее близкий
к рассматриваемому в работе варианту учета вязкоупругих свойств в задаче
о собственных колебаниях.

Окончательно уравнение собственных колебаний рассматриваемого объ-
екта в матричной форме в ANSYS имеет вид, аналогичный (5):(︀

−𝜔2[𝑀 ] + [𝐾𝑝] + (1 + 2𝑖𝛽)[𝐾𝜈 ]
)︀
{𝛿} = {0}. (6)
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Решением уравнения (6) будут комплексные собственные частоты коле-
баний 𝜔

𝑜/𝑐
𝑖 (собственные частоты колебаний в режиме холостого хода) и со-

ответствующие им комплексные собственные векторы (собственные формы)
колебаний {𝛿}𝑖 = {𝛿𝑜/𝑐}𝑖, где 𝑖— их количество, определяемое степенью дис-
кретизации рассматриваемой системы.

Вектор собственной формы {𝛿𝑜/𝑐} определяется с точностью до некоторой
постоянной, следовательно, все компоненты вектора (включая потенциал на
электродированной поверхности пьезоэлемента 𝑉𝑜/𝑐) являются относительны-
ми величинами.

Домножим уравнение (6) слева на вектор, комплексно сопряженный c соб-
ственным вектором, соответствующим 𝑗-той форме колебаний (𝑖 ̸= 𝑗):

−(𝜔
𝑜/𝑐
𝑖 )2{𝛿𝑜/𝑐}⊤𝑗 [𝑀 ]{𝛿𝑜/𝑐}𝑖 + {𝛿𝑜/𝑐}⊤𝑗

{︀
[𝐾𝑝] + (1 + 2𝑖𝛽)[𝐾𝜈 ]

}︀
{𝛿𝑜/𝑐}𝑖 = {0}.

С учетом ортогональности собственных форм колебаний и нормировки отно-
сительно матрицы масс [𝑀 ] имеем

{𝛿𝑜/𝑐}⊤𝑗 [𝑀 ]{𝛿𝑜/𝑐}𝑖 = 𝛿𝑖𝑗 =⇒

{𝛿𝑜/𝑐}⊤𝑖 [𝑀 ]{𝛿𝑜/𝑐}𝑖 = 1. (7)

Отсюда следует, что

{𝛿𝑜/𝑐}⊤𝑗
{︀
[𝐾𝑝] + (1 + 2𝑖𝛽)[𝐾𝜈 ]

}︀
{𝛿𝑜/𝑐}𝑖 = 𝛿𝑖𝑗(𝜔

𝑜/𝑐
𝑖 )2,

или
{𝛿𝑜/𝑐}⊤𝑖

{︀
[𝐾𝑝] + (1 + 2𝑖𝛽)[𝐾𝜈 ]

}︀
{𝛿𝑜/𝑐}𝑖 = (𝜔

𝑜/𝑐
𝑖 )2. (8)

Представим получаемый в результате решения задачи о собственных коле-
баниях вектор искомых неизвестных {𝛿𝑜/𝑐}, содержащий компоненты вектора
перемещений и электрический потенциал, следующим образом:

{𝛿𝑜/𝑐}𝑖 = {𝛿0}𝑖 + 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}𝑖, (9)

где {𝛿1}𝑖 — вектор, содержащий 1 на позиции, соответствующей значению по-
тенциала на верхнем электроде пьезоэлемента, при этом все остальные ком-
поненты вектора равны нулю; {𝛿𝑜/𝑐}𝑖 — вектор собственной формы колебаний
конструкции с нулевым значением на позиции, соответствующей потенциалу
на верхнем электроде пьезоэлемента. В дальнейшем индекс 𝑖 при написании
опустим, но будем иметь в виду, что рассматривается исследуемая 𝑖-тая фор-
ма колебаний.

Запишем уравнение (7) с учетом (9):

(︀
{𝛿0}+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}

⊤)︀
[𝑀 ]

(︀
{𝛿0}𝑖 + 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}

)︀
=

= {𝛿0}⊤[𝑀 ]{𝛿0}+ {𝛿0}⊤𝑉𝑜/𝑐[𝑀 ]{𝛿1}+
+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}⊤[𝑀 ]{𝛿0}+ (𝑉𝑜/𝑐)

2{𝛿1}⊤[𝑀 ]{𝛿1} = 1. (10)
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Заметим, что [𝑀 ]{𝛿1} = {0}, {𝛿1}𝑇 [𝑀 ]{𝛿0} = 0. Следовательно, уравнение
(10) сводится к уравнению

{𝛿0}⊤𝑖 [𝑀 ]{𝛿0}𝑖 = 1.

Перепишем левую часть уравнения (8) в следующем виде:

{𝛿𝑜/𝑐}⊤
{︀
[𝐾𝑝] + (1 + 2𝑖𝛽)[𝐾𝜈 ]

}︀
{𝛿𝑜/𝑐}𝑖 =

=
(︀
{𝛿0}+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}

)︀⊤
[𝐾𝑝]

(︀
{𝛿0}+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}

)︀
+

+
(︀
{𝛿0}+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}

)︀⊤
(1 + 2𝑖𝛽)𝐾𝜈 ]

(︀
{𝛿0}+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}

)︀
=

= {𝛿0}⊤[𝐾𝑝]{𝛿0}+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿0}⊤[𝐾𝑝]{𝛿1}+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}⊤[𝐾𝑝]{𝛿0}+
+ (𝑉𝑜/𝑐)

2{𝛿1}⊤[𝐾𝑝]{𝛿1}+ (1 + 2𝑖𝛽){𝛿0}⊤
⟨︀
[𝐾𝜈 ]{𝛿0}+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿0}⊤[𝐾𝜈 ]{𝛿1}+

+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}⊤[𝐾𝜈 ]{𝛿0}+ (𝑉𝑜/𝑐)
2{𝛿1}⊤[𝐾𝜈 ]{𝛿1}

⟩︀
и введем обозначения:

𝐴𝜈 = {𝛿1}⊤[𝐾𝜈 ]{𝛿1}, 𝐴𝑝 = {𝛿1}⊤[𝐾𝑝]{𝛿1},
𝐶𝜈 = {𝛿0}⊤[𝐾𝜈 ]{𝛿0}, 𝐶𝑝 = {𝛿0}⊤[𝐾𝑝]{𝛿0},
𝐵𝜈 = {𝛿0}⊤[𝐾𝜈 ]{𝛿1}+ {𝛿1}⊤[𝐾𝜈 ]{𝛿0}, 𝐵𝑝 = {𝛿0}⊤[𝐾𝑝]{𝛿1}+ {𝛿1}⊤[𝐾𝑝]{𝛿0}.

(11)
Проанализировав полученные выражения, имеем 𝐴𝜈 = 𝐵𝜈 = 0, так как

в матрице [𝐾𝜈 ], содержащей только компоненты, соответствующие узловым
неизвестным, относящимся к конструкции без пьезоэлемента, строки, отно-
сящиеся к ненулевым значениям вектора {𝛿1}— нулевые, а также в силу сим-
метрии матриц имеем

{𝛿0}⊤[𝐾𝑝]{𝛿1} = {𝛿1}⊤[𝐾𝑝]{𝛿0} =⇒ 2{𝛿1}⊤[𝐾𝑝]{𝛿0} = 𝐵𝑝.

С учетом введенных обозначений окончательно получим

𝐴𝑝(𝑉𝑜/𝑐)
2 +𝐵𝑝𝑉𝑜/𝑐 + 𝐶𝑝 + (1 + 2𝑖𝛽)𝐶𝜈 − (𝜔

𝑜/𝑐
𝑖 )2 = 0. (12)

2.2. Вынужденные установившиеся колебания электровязкоупру-
гих тел. В матричной форме разрешающая система уравнений для задачи
о вынужденных установившихся колебаниях имеет вид(︀

−Ω2[𝑀 ] + [𝐾𝑝] + (1 + 2𝑖𝛽)[𝐾𝜈 ]
)︀
{𝛿}𝑑𝑓 = {𝐹}, (13)

где {𝛿}𝑑𝑓 — вектор искомого решения, форма колебаний; {𝐹}— вектор внеш-
ней силовой нагрузки. Все матрицы, входящие в уравнение (13), такие же,
как и в уравнении (6), но величины Ω и 𝜔𝑜/𝑐 — разные, поскольку Ω— дей-
ствительное число, а 𝜔𝑜/𝑐 — комплексное.

Поскольку на каждой частоте вынужденных колебаний реализуется своя
форма колебаний {𝛿}𝑑𝑓 , а резонанс появляется в том случае, когда часто-
ты вынужденных и собственных колебаний совпадают (или близки), умест-
но предположение о том, что в режиме вынужденных колебаний в момент
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резонанса форма колебаний конструкции совпадает с формой собственных
колебаний конструкции или близка к ней. При этом решая задачу о свобод-
ных колебаниях, можно определить все возможные формы деформирования
конструкции, которые будут наблюдаться при резонансах на различных ча-
стотах.

Таким образом, предположим, что искомый вектор неизвестных {𝛿}𝑑𝑓 име-
ет вид {𝛿}𝑑𝑓 = 𝛼𝑑𝑓

(︀
{𝛿0}+ 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}

)︀
, т.е. пропорционален вектору собственных

колебаний (9) с коэффициентом пропорциональности 𝛼𝑑𝑓 .
Домножая уравнение (13) слева на собственный комплексно сопряженный

вектор
(︀
{𝛿}0 + 𝑉𝑜/𝑐{𝛿1}

)︀⊤ и вводя обозначения (11), получим

𝐴𝑝(𝑉𝑜/𝑐)
2 +𝐵𝑝𝑉𝑜/𝑐 +

[︀
𝐶𝑝 + (1 + 2𝑖𝛽)𝐶𝜈 − (Ω)2

]︀
− 𝑄

𝛼𝑑𝑓
= 0, (14)

где 𝑄 = {𝛿0}⊤{𝐹}. Отметим, что {𝛿0}⊤{𝐹} = 0. Параметр 𝑄 обозначает про-
изведение величины узловых сил на величину смещения точек приложения
этих усилий в направлении их действия, выбранных из собственного вектора.
Например, если заданы три силы в узлах 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 в направлениях 𝑥, 𝑦, 𝑧 —
𝐹𝑥, 𝐹𝑦, 𝐹𝑧, то параметр 𝑄 определяется как 𝑄 = 𝐹𝑥 · (𝑈0𝑥)𝐵1 + 𝐹𝑦 · (𝑈0𝑦)𝐵2 +
+ 𝐹𝑧 · (𝑈0𝑧)𝐵3 , где 𝑈0𝑥, 𝑈0𝑦, 𝑈0𝑧 — смещения узлов 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 в направлении
осей 𝑥, 𝑦, 𝑧, выбранные из собственного вектора, соответствующего рассмат-
риваемой моде колебаний.

Согласно (14), коэффициент пропорциональности 𝛼𝑑𝑓 определяется по
формуле

𝛼𝑑𝑓 =
𝑄

𝐴𝑝(𝑉𝑜/𝑐)2 +𝐵𝑝𝑉𝑜/𝑐 + [𝐶𝑝 + (1 + 2𝑖𝛽)𝐶𝜈 − Ω2]
.

С учетом (12) получим

𝛼𝑑𝑓 =
𝑄

(𝜔𝑜/𝑐)2 − Ω2
.

Поскольку параметр 𝛼𝑑𝑓 является в рассматриваемой задаче коэффици-
ентом пропорциональности между вектором собственной формы колебаний
и искомым вектором неизвестных, при 𝑖-том резонансе потенциал на электро-
дированной поверхности пьезоэлемента 𝑉 * и смещение (𝑈)𝐴 некоторой точки
слежения 𝐴 определяются по следующим формулам:

𝑉 * = 𝛼𝑑𝑓𝑉𝑜/𝑐 = 𝑉𝑜/𝑐
𝑄

(𝜔𝑜/𝑐)2 − Ω2
, (15)

(𝑈)𝐴 = 𝛼𝑑𝑓 (𝑈0)𝐴 = (𝑈0)𝐴
𝑄

(𝜔𝑜/𝑐)2 − Ω2
, (16)

где 𝑉𝑜/𝑐, (𝑈0)𝐴 — потенциал на электродированной поверхности пьезоэлемента
и смещение некоторой точки 𝐴, за которой идет наблюдение, определенные
из вектора собственной формы колебаний для рассматриваемой собственной
частоты колебаний, близкой к исследуемому резонансу.

Частоту внешнего возбуждения, при которой отыскивается параметр 𝛼𝑑𝑓 ,
определяем с учетом того, что при резонансе смещения точек тела макси-
мальны, т.е. выполняется условие равенства нулю производной от смещения
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по резонансной частоте вынужденных установившихся колебаний:

𝜕(𝑈)𝐴
𝜕Ω

= (𝑈0)𝐴
𝜕𝛼𝑑𝑓

𝜕Ω
=⇒ Ω ≈

√︁
(𝜔

𝑜/𝑐
Re)

2 − (𝜔
𝑜/𝑐
Im)

2. (17)

Анализируя полученные результаты, можно сделать вывод о том, что, ис-
пользуя полученные выражения (15) и (17), можно определить значение элек-
трического потенциала, при котором достигается такая же величина смеще-
ния точек конструкции, как при приложении соответствующего механическо-
го усилия.

При этом не требуется решать задачу о вынужденных установившихся ко-
лебаниях для диапазона частот в окрестности некоторого резонанса. Доста-
точно решить задачу о собственных колебаниях исследуемой системы (кон-
струкция с пьезоэлементом), определить спектр собственных частот колеба-
ний и соответствующие им собственные векторы. Затем для рассматриваемой
моды колебаний выбрать из соответствующего собственного вектора узловые
неизвестные, соответствующие потенциалу на электродированной поверхно-
сти пьезоэлемента, смещению узла приложения вынуждающего усилия (да-
лее этот узел будет обозначаться «точка 𝐵») и узла, за которым ведется
наблюдение (далее — «точка 𝐴»).

Следует отметить, что предложенный способ справедлив для резонанс-
ных частот колебаний, для которых формы в режиме вынужденных устано-
вившихся колебаний близки к собственным формам колебаний конструкции,
реализующихся на собственных частотах, ближайших к резонансным.

3. Тестирование предложенного способа. Проверкой правильности
предложенного подхода и полученных выражений (15) и (17) для определе-
ния величин смещения точки слежения и потенциала на электродированной
поверхности пьезоэлемента, требуемого для достижения этого смещения, ос-
нованного на решении задачи о собственных колебаниях, может являться
сравнение с аналогичными величинами в момент резонанса, снятыми с ам-
плитудно-частотных характеристик (АЧХ) смещения и потенциала, получен-
ными при решении задачи о вынужденных установившихся колебаниях си-
стемы.

В качестве объекта исследования рассмотрим консольно защемленную
прямоугольную пластину со следующими размерами: длина 𝑙1 = 500 мм,
ширина 𝑏1 = 60 мм, толщина ℎ1 = 2 мм (рис. 1). К поверхности пласти-
ны присоединен прямоугольный пьезоэлемент длиной 𝑙𝑝 = 50 мм, шириной
𝑏𝑝 = 20 мм и толщиной ℎ𝑝 = 0.3 мм. Верхняя и нижняя поверхности пьезо-
элемента электродированы. Центр масс пьезоэлемента смещен на 55 мм от
заделки и расположен на продольной оси симметрии пластины.

Материал пластины обладает вязкоупругими свойствами, которые опи-
сываются частотно-независимыми комплексными динамическими модулями
сдвига и объемного сжатия, действительные и мнимые компоненты которых
следующие: 𝐺Re = 6.71 · 108 Па, 𝐵Re = 3.33 · 1010 Па, 𝐺Im = 6.71 · 107 Па,
𝐵Im = 3.33 · 109 Па. Удельная плотность материала 𝜌𝑒𝑙 = 1190 кг/м3. Пьезо-
элемент выполнен из пьезокерамики ЦТС-19, поляризованной в направлении
оси 𝑧, с физико-механическими характеристиками в соответствии с приведен-
ными в работе [25].
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Рис. 1. Схема консольно защемленной пластинки с прикрепленным к ее поверхности пьезо-
элементом

[Figure 1. A schematic diagram of a cantilever-clamped plate with a piezoelement attached to
its surface]

Решим задачу о собственных колебаниях рассматриваемой системы и огра-
ничимся первыми двумя собственными частотами колебаний:

𝜔
𝑜/𝑐
1 = 𝜔Re1 + 𝑖𝜔Im1 = 1.96 + 𝑖 0.19,

𝜔
𝑜/𝑐
2 = 𝜔Re2 + 𝑖𝜔Im2 = 12.01 + 𝑖 1.15,

входящими в диапазон частот от 0 до 20 Гц, в котором реализуются две
изгибные моды колебаний, определяемые двумя собственными векторами.
Будем считать этот частотный диапазон заданным.

Далее для пластинки с пьезоэлементом рассмотрим задачу о вынужден-
ных установившихся колебаниях, возбуждаемых с частотой Ω действием осе-
вой гармонической силы 𝐹 = {0, 0, 𝐹𝑧}, приложенной к точке 𝐵 (рис. 1). При
значениях Ω в диапазоне от 1.9 до 2 Гц (окрестность первой собственной ча-
стоты) и от 12.0 до 12.2 Гц (окрестность второй собственной частоты) на АЧХ
модуля смещения точки слежения 𝐴 и АЧХ модуля потенциала 𝑉 на элек-
тродированной поверхности пьезоэлемента реализуются два резонанса. При
этом при колебаниях системы с частотой Ω, соответствующей окрестности
первой собственной частоты колебаний, возбуждающая сила принималась
𝐹𝑧 = −0.02 Н, а второй 𝐹𝑧 = −0.735 Н. Различные значения возбуждающе-
го усилия приняты для обеспечения сопоставимого уровня смещений точки
слежения 𝐴 на разных резонансных частотах.

На рис. 2 приведены АЧХ смещения (𝑈𝑧)𝐴 точки 𝐴, а на рис. 3 — потен-
циала 𝑉 в диапазоне частот первого и второго резонансов.

Далее определим все параметры, входящие в формулы (15) и (16). От-
метим, что при задании нагрузки только в осевом направлении 𝐹𝑧 параметр
𝑄 определяется по формуле 𝑄 = {𝛿0}⊤{𝐹} = 𝐹𝑧{𝛿0}⊤{𝛿𝐹 }. Отметим, что
{𝛿𝐹 }— вектор, в котором отличны от нуля только те компоненты, которые
соответствуют приложенной силе 𝐹𝑧. Произведение {𝛿0}⊤{𝛿𝐹 } представляет
собой величину смещения (𝑈0)𝐵 в направлении действия приложенной силы
𝐹𝑧, выбранного из вектора собственной формы колебаний. Таким образом,
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Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики смещения (𝑈𝑧)𝐴 точки 𝐴 в диапазоне ча-
стот первого (a) и второго (b) резонансов

[Figure 2. Frequency response of the displacement (𝑈𝑧)𝐴 of the point 𝐴 in the frequency range
of the first (a) and second (b) resonances]

Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристики потенциала 𝑉 в диапазоне частот первого
(a) и второго (b) резонансов

[Figure 3. Frequency response of the potential 𝑉 in the frequency range of the first (a) and
second (b) resonances]

𝑄 = {𝛿0}⊤𝐹𝑧{𝛿𝐹 } = 𝐹𝑧(𝑈0)𝐵. В соответствии с этим выражения (15), (16)
примут следующий вид:

𝑉 * = 𝛼𝑑𝑓𝑉𝑜/𝑐 =
𝑄

(𝜔𝑜/𝑐)2 − Ω2
𝑉𝑜/𝑐 = 𝐹𝑧

(𝑈0)𝐵
(𝜔𝑜/𝑐)2 − Ω2

𝑉𝑜/𝑐 = 𝐹𝑧
(𝑈0)𝐵

2𝜔Re𝜔Im
𝑉𝑜/𝑐, (18)

(𝑈𝑧)𝐴 = 𝛼𝑑𝑓 (𝑈𝑧0)𝐴 =
𝑄

(𝜔𝑜/𝑐)2 − Ω2
(𝑈𝑧0)𝐴 =

= 𝐹𝑧
(𝑈0)𝐵

(𝜔𝑜/𝑐)2 − Ω2
(𝑈𝑧0)𝐴 = 𝐹𝑧

(𝑈0)𝐵
2𝜔Re𝜔Im

(𝑈𝑧0)𝐴. (19)

В табл. 1 для рассматриваемых мод колебаний системы приведены все ис-
ходные данные (параметры, полученные на основе собственных векторов), ре-
зультаты решения задачи о вынужденных установившихся колебаниях и со-
ответствующие значения величин, полученных с использованием формул (18),
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(19). Отметим, что данные, полученные из собственных векторов колебания,
не имеют размерности, так как являются относительными величинами, име-
ющими смысл коэффициента пропорциональности между приложенным воз-
действием и откликом системы. Различие в значениях оцениваемых пара-
метров при сравнении величин определялось по их модулям и не превыша-
ло 3.5 %.

Таблица 1
Сравнение результатов, полученных численным решением задач о собственных ко-
лебаниях и о вынужденных установившихся колебаниях, c полученными по форму-
лам (15), (16) [Comparison of the results obtained by numerical solution of natural and

forced steady-state vibration problems with those obtained by Eqs. (15), (16)]

Data for calculations 1st mode 2nd mode

Natural vibration
Displacement (𝑈0)𝐴 (dimensionless quantity) 7.756 −7.6598
Displacement (𝑈0)𝐵 (dimensionless quantity) 7.756 −7.6617
Potential 𝑉𝑜/𝑐 (dimensionless quantity) 2855.42 18144.32

Forced steady-state vibration
Exciting force 𝐹𝑧, N −0.02 −0.74
Displacement (𝑈𝑧)𝐴 by Eq. (16), m 0.0413 −0.0395
Displacement (𝑈𝑧)𝐴 by ANSYS, m 0.0413 −0.0409
Difference, % 0.0 3.42
Potential 𝑉 * by Eq. (15), V 15.21 93.615
Potential 𝑉 * by ANSYS, V 15.44 93.517
Difference, % 1.29 0.10

Полученные результаты демонстрируют, что на основе соотношений (15),
(16) можно подобрать величины механической и электрической нагрузок, при
которых изгибная деформация конструкции при вынужденных установив-
шихся колебаниях будет иметь заданную величину. Другими словами, зада-
вая величину коэффициента пропорциональности 𝛼𝑑𝑓 как 𝛼𝑑𝑓 = 𝑈𝐴/𝑈0 (𝑈𝐴 —
требуемая величина смещения точки слежения 𝐴; 𝑈0 — величина смещения
этой точки, определяемого собственным вектором, получаемым при решении
задачи о собственных колебаниях), можно найти значение силы или электри-
ческого потенциала, которые нужно приложить, чтобы получить требуемое
смещение 𝑈𝐴.

4. Алгоритм определения величины потенциала, обеспечиваю-
щего демпфирование заданной моды колебаний. Применение пьезо-
элемента в составе системы позволяет реализовать управление ее механи-
ческим поведением, основанное на использовании обратного пьезоэффекта,
суть которого состоит в том, что если на электродированную поверхность пье-
зоэлемента подать электрический потенциал (электрическое нагружение), то
пьезоэлемент деформируется, изменяя при этом полную деформацию всей
системы.

Определим оптимальные величины потенциалов, которые необходимо по-
дать на свободную электродированную поверхность пьезоэлемента для того,
чтобы демпфировать первые две изгибные моды колебаний пластинки с пье-
зоэлементом, 𝑉 𝑜𝑝𝑡, на основе решения задачи о вынужденных установивших-
ся колебаниях.
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Для этого понадобятся резонансные величины смещения точки 𝐴 при дей-
ствии силы 𝐹 = {0, 0, 𝐹𝑧}, изменяющейся по гармоническому закону с ча-
стотой Ω при отсутствии потенциала на пьезоэлементе, которые приведены
в табл. 1.

Решить поставленную задачу можно двумя способами.
Первый способ состоит в следующем. Необходимо получить решения се-

рии задач о вынужденных установившихся колебаниях системы, находящейся
под действием заданного силового возбуждения, дополнительно приклады-
вая к электродированной поверхности пьезоэлемента различный по величине
потенциал из заранее неизвестного диапазона его изменения, фиксируя на
АЧХ величину смещения точки слежения 𝐴 в моменты резонанса (𝑈𝑧)𝐴.

Минимальное по величине смещение этой серии расчетов будет опреде-
лять искомую величину оптимального потенциала 𝑉 𝑜𝑝𝑡. В данных расчетах
необходимо учитывать в математическом представлении потенциала его знак
«+» или «−».

На рис. 4 приведено изменение величины смещения точки 𝐴 в момент
резонанса в зависимости от величины потенциала 𝑉 *, подаваемого на пьезо-
элемент, с учетом его знака. Так, для демпфирования первой моды колебаний
знак оптимального потенциала должен быть «−», a для демпфирования вто-
рой моды — «+».

Второй способ определения величины оптимального потенциала основан
на результатах, представленных в работе [29], которые показали, что мини-
мальная величина механического отклика системы при одновременном дей-
ствии двух нагружающих факторов (механического — усилие и электрическо-
го — потенциал) наблюдается в случае, когда величина механического откли-
ка системы при действии только механической нагрузки совпадает с вели-
чиной механического отклика при действии только электрической нагрузки,
и эти нагрузки действуют в противофазе. Это условие можно записать в виде

(𝑈𝑧)𝐴
⃒⃒
𝐹=𝐹𝑧

= −(𝑈𝑧)𝐴
⃒⃒
𝑉=𝑉 𝑜𝑝𝑡 . (20)

Чтобы удовлетворить данному условию, при поиске величины оптимального
потенциала необходимо помимо решения задачи о вынужденных колебаниях
системы под действием только заданного усилия (первая задача) также ре-
шить серию задач о вынужденных установившихся колебаниях системы под
действием только приложенного к электродированной поверхности потенци-
ала, изменяющегося в некотором заранее неизвестном диапазоне с учетом
изменения знака (вторая задача), а затем определить то значение потенциа-
ла, при котором отклик в первой задаче равен отклику во второй задаче, но
имеет противоположный знак.

Для поиска величины оптимального потенциала воспользуемся услови-
ем (20). Запишем смещение, которое в задаче о вынужденных установивших-
ся колебаниях определяется по формуле (19) в виде

(𝑈𝑧)𝐴 = 𝛼𝑑𝑓 (𝑈0)𝐴 =
𝑄

2𝜔Re𝜔Im
(𝑈0)𝐴. (21)

Задача о колебаниях системы под действием потенциала, подаваемого на
электродированную поверхность пьезоэлемента и изменяющегося по гармо-
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Рис. 4. Влияние потенциала 𝑉 *, подаваемого на электродированную поверхность пьезо-
элемента, на смещение |(𝑈𝑧)𝐴| при первом (a) и втором (b) резонансах при вынужденных

установившихся колебаниях системы
[Figure 4. The influence of the potential 𝑉 * supplied to the electrodated surface of a piezoelectric
element on the displacement |(𝑈𝑧)𝐴| at the first (a) and second (b) resonances during forced

steady-state vibrations of the system]

ническому закону, относится к параметрическим колебаниям, поскольку из-
менение потенциала — это изменение внутреннего параметра системы. Обо-
значим его 𝜉.

Так как рассматривается линейная постановка задачи, выражение для
смещения точки слежения 𝐴 системы, совершающей параметрические коле-
бания под действием заданного потенциала 𝑉𝑧, можно записать в виде

(𝑈𝑧(𝜉))𝐴
⃒⃒
𝑉 *=𝑉𝑧

= 𝑉𝑧𝛾𝑢(𝜉). (22)

Здесь 𝛾𝑢(𝜉) = (𝑈𝑧(𝜉))𝐴
⃒⃒
𝑉 *=1

— коэффициент пропорциональности, который
имеет смысл резонансного смещения точки слежения при подаче на пьезоэле-
мент единичного потенциала в задаче параметрических колебаний системы.

В отличие от задачи о вынужденных установившихся колебаниях, в ко-
торой значения смещений точек системы определяются не только величиной
возбуждающих усилий, но и местом их приложения и направлением дей-
ствия, при параметрических колебаниях, вызванных действием потенциала,
подаваемого на пьезоэлемент, параметр, определяющий смещения точек си-
стемы, только один — величина потенциала с учетом его знака.
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Запишем уравнение (20) с учетом (21) и (22). Здесь величина потенциала
на электродированной поверхности пьезоэлемента будет иметь смысл опти-
мальной величины 𝑉 𝑜𝑝𝑡 для демпфирования рассматриваемой моды колеба-
ний:

𝑉 𝑜𝑝𝑡 = − 𝑄

2𝜔Re𝜔Im

(𝑈0)𝐴
𝛾𝑢(𝜉)

. (23)

Таким образом, алгоритм для получения величины потенциала, который
необходимо подать на пьезоэлемент для демпфирования заданной моды ко-
лебаний, следующий.

1. Получить решение задачи модального анализа — собственную частоту
и соответствующий ей вектор собственной формы колебаний, реализу-
ющиеся в заданном частотном диапазоне. Частотный диапазон задается
из условия близости собственной частоты колебаний к резонансной ча-
стоте Ω исследуемой моды колебаний. Из этого вектора определяются
(𝑈0)𝐴, 𝑉𝑜/𝑐, а также параметр 𝑄.

2. Решить задачу параметрических колебаний, вызываемых приложением
единичного потенциала к пьезоэлементу 𝑉 * = 1, затем на АЧХ точки
слежения найти величину ее смещения 𝛾𝑢(𝜉) = (𝑈𝑧(𝜉))𝐴

⃒⃒
𝑉 *=1

в момент
исследуемого резонанса. Величины 𝛾𝑢(𝜉) можно определять сразу для
нескольких резонансных пиков (аналогично тому, что при решении мо-
дальной задачи можно сразу определить несколько собственных частот
колебаний).

3. По формуле (23) рассчитать оптимальное значение подаваемого на пье-
зоэлемент потенциала 𝑉 𝑜𝑝𝑡, позволяющего демпфировать колебания рас-
сматриваемой моды от действия возбуждающих усилий, реализующей-
ся на резонансной частоте, близкой к собственной частоте колебаний.

Отметим, что если рассматриваются вынужденные установившиеся коле-
бания конструкции в некотором диапазоне частот внешнего воздействия и
при этом положение возбуждающей силы не меняется, то для определения
оптимальных величин потенциала, который должен быть подан на пьезоэле-
мент для демпфирования различных возникающих в данном случае мод ко-
лебаний, никаких других задач, кроме задачи модального анализа для опре-
деления всех собственных частот и собственных векторов колебаний, вхо-
дящих в заданный диапазон частот внешнего воздействия, а также задачи
параметрических колебаний от действия единичного потенциала в заданном
диапазоне частот внешнего воздействия, решать не требуется.

Для подтверждения предлагаемого алгоритма проведем сравнение полу-
ченных на его основе величин оптимального потенциала с результатами ре-
шения серии задач о вынужденных установившихся колебаниях рассматри-
ваемой пластинки с пьезоэлементом, полученными по первому способу.

Поскольку в данном случае возбуждение колебаний осуществляется един-
ственной силой 𝐹 = {0, 0, 𝐹𝑧}, выражение (23) запишется в виде

𝑉𝑧 = −𝐹𝑧
(𝑈0)𝐵

2𝜔Re𝜔Im

(𝑈0)𝐴
𝛾𝑢(𝜉)

. (24)

Результаты решения задачи параметрических колебаний и полученные
при решении серии задач о вынужденных установившихся колебаниях и при
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помощи формулы (23) данные для первых двух изгибных мод колебаний пла-
стинки с пьезоэлементом приведены в табл. 2. Также в табл. 2 приведены ре-
зультаты сравнения смещений точки 𝐴, полученные решением задачи о вы-
нужденных установившихся колебаниях системы под действием указанных
сил при подаче на пьезоэлемент потенциала, найденного при решении серии
задач по первому способу, и потенциала, найденного по предлагаемому алго-
ритму по формуле (24).

При погрешности определения величины оптимального потенциала, необ-
ходимого для демпфирования второго резонанса, не более 4 %, погрешность
определения величины смещения составляет не более 1.5 %.

Заключение. При решении задач, связанных с поиском резонансных зна-
чений физических величин при вынужденных установившихся колебаниях,
приходится многократно повторять вычислительные процедуры, затраты на
которые существенно возрастают при решении связанных задач электровяз-
коупругости, с целью реализации активного управления динамическим пове-
дением такого рода конструкций.

В рамках данной работы предложен способ, основанный на математиче-
ском преобразовании конечно-элементных матричных уравнений собствен-
ных и вынужденных колебаний электровязкоупругих тел и позволивший по-
лучить аналитические выражения, которые связывают величины, являющи-
еся решением задачи о вынужденных колебаниях, с аналогичными величи-
нами в собственных векторах, являющихся решением задачи о собственных
колебаниях. К таким величинам относятся смещения узлов и потенциал на
электродированной поверхности пьезоэлемента.

Использование найденных зависимостей позволило определить величину
электрического потенциала на электродированной поверхности пьезоэлемен-
та, генерируемого при деформировании его на рассматриваемой моде при
вынужденных установившихся колебаниях. При этом не требуется решать
задачу о вынужденных установившихся колебаниях для диапазона частот
в окрестности исследуемой резонансной частоты. Достаточно решить задачу
о собственных колебаниях исследуемой системы (конструкция с пьезоэлемен-
том), определить спектр собственных частот колебаний и соответствующие
им собственные векторы.

Данные соотношения подтверждены численно с использованием пакета
прикладных программ конечно-элементного анализа ANSYS на примере коле-
баний консольно защемленной вязкоупругой пластинки с прикрепленным к ее
поверхности пьезоэлементом. Продемонстрирована эффективность примене-
ния полученных аналитических выражений, которые могут являться основой
для разработки алгоритмов решения задач активного управления динамиче-
ским поведением электровязкоупругих конструкций.
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Method for determining the parameters of an electrical
signal for controlling forced steady-state vibrations
of electroviscoelastic bodies. Mathematical relations
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1, Academician Korolev str., Perm, 614013, Russian Federation.

Abstract

This paper presents a method for determining the magnitude of the elec-
tric potential generated on the electrodated surface of a piezoelectric ele-
ment, which is part of a piece-wise homogeneous electroviscoelastic structure,
necessary for the formation of a control action when actively controlling its
dynamic behavior in the mode of forced steady-state vibrations in order to
minimize the amplitude of vibrations at the selected resonant frequency. By
mathematical transformations of the equations describing the intrinsic and
forced vibrations of such electroviscoelastic bodies, the relations expressing
the relationship between the values of the displacement of the nodes and the
electric potential on the electroded surface of the piezoelectric element are
derived. These formulas allow us to determine the magnitude of the potential
that must be applied to the piezoelectric element in order to best dampen a
given vibration mode of the structure. As a result of numerical experiments
obtained by using the ANSYS finite element analysis software package, and
the usability of the results of solving the problem of natural vibrations to
find the optimal value of the potential characterizing the control electrical
action aimed at damping the specified modes in the mode of forced steady-
state vibrations is confirmed. The effectiveness of the obtained analytical
dependencies is demonstrated by the example of a cantilevered viscoelas-
tic plate with a piezoelectric element located on its surface. The proposed
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approach makes it possible to significantly reduce time and resource costs
of the mathematical modeling of active control of forced steady-state oscil-
lations of electroviscoelastic bodies, to determine the requirements for the
hardware implementation of actuators and controllers of the control unit of
such smart-systems.

Keywords: electroviscoelasticity, piezoelectric element, forced steady-state
vibrations, natural vibrations, vibration control, displacements, electric po-
tential.
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Аннотация

Разработана нелинейная математическая модель нестационарных
крутильных колебаний усеченного конического стержня из упругого ма-
териала с учетом нелинейной связи между напряжениями и деформа-
циями. Выведено нелинейное уравнение для крутильных колебаний усе-
ченного конического стержня относительно главной части крутильного
перемещения оси симметрии стержня. Показано, что полученное урав-
нение нелинейных крутильных колебаний усеченного конического упру-
гого стрежня в частных случаях совпадает с известными уравнениями,
полученными другими авторами. С помощью полученного уравнения
можно однозначно определить напряженно-деформированное состояние
произвольного сечения конического стержня по пространственной коор-
динате и времени. На основе построенной модели численно решена за-
дача о нестационарных крутильных колебаниях усеченного конического
стержня при действии торцевой и поверхностной динамических нагру-
зок в условиях, когда широкий конец стержня жестко заделан, а узкий
является свободным.
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Моделирование нелинейных крутильных колебаний усеченного конического стержня

Введение. Конические элементы, совершающие нестационарные коле-
бания, встречаются в рамках крепления двигателей, в колоннах строитель-
ных сооружений, поддерживающих перекрытиях, на которых установлены
неуравновешенные агрегаты, при устройстве подвесов и т.д. [1]. Они так-
же являются важными конструктивными элементами аэрокосмических ап-
паратов и находят широкое применение в различных приложениях, начи-
ная от лучевых куполов и заканчивая космическими ракетами-носителями
с большими топливными баками [2]. Можно указать ещe целый ряд обла-
стей техники и строительства, где широко применяются конические оболо-
чечные конструкции, которые обусловливают исследование их вибрацион-
ных характеристик из соображения обеспечения безопасности и устойчиво-
сти этих систем [4]. В частности конические участки встречаются на деталях
гребных валов и валах мощных приводов, подверженных крутильным коле-
баниям. Обычно расчет крутильных колебаний вала с переменным сечением
осуществляют приближенно, при этом вал заменяется системой элементов
с конечным числом степеней свободы [3], что приводит к сложным и гро-
моздким вычислениям.

В связи с этим разработка математических моделей, позволяющих более
точно осуществлять расчеты крутильных колебаний усеченных конических
оболочек и стержней, в частности валов конической формы, является акту-
альной задачей.

Отметим, что в случае малости деформаций оболочек и стержней расчет
и анализ их напряженно-деформированного состояния проводится на основе
линейной теории оболочек и стержней [5,6]. В некоторых случаях практиче-
ского приложения колеблющихся систем для достижения большей точности
возникает необходимость использования нелинейной теории колебания.

В научной литературе геометрически и физически нелинейным колеба-
ниям конических элементов уделено намного меньше внимания, нежели ци-
линдрическим оболочкам, пластинкам и стержням [7,8]. В этом плане в ста-
тье [9] исследовано распределение напряжений в тонкой пластинке при ее
нелинейных колебаниях. Учитывались два типа нелинейности — геометриче-
ская и физическая. Физическая нелинейность предполагалась малой, соответ-
ствующее уравнение для деформаций решалось методом малого параметра.
Перемещения при нелинейных колебаниях раскладывались по собственным
формам линейных колебаний. Следует подчеркнуть, что вращающиеся обо-
лочки или стержни в форме усеченного конуса — важные конструкции, кото-
рые широко применяются во многих областях техники [10].

При решении нелинейных задач важную роль играют разрешающие урав-
нения состояния [11]. В работе [12] С. В. Бакушевым рассматривается постро-
ение разрешающих уравнений в перемещениях в цилиндрической системе ко-
ординат для плоской деформации сплошных сред, механическое поведение
которых описывается математическими моделями, в которых физические со-
отношения имеют форму произвольных перекрестных зависимостей между
первыми инвариантами тензоров и вторыми инвариантами девиаторов напря-
жений и деформаций. В качестве примеров рассмотрены две модели: дефор-
мационная теория пластичности сыпучей среды и деформационная теория
пластичности бетона. Полученные уравнения могут быть использованы при

705



Худ о й н а з а р о в Х. Х.

определении напряженно-деформированного состояния физически нелиней-
ных массивных тел со сложной геометрией.

В статьях [13, 14] разработаны математические модели нестационарных
крутильных колебаний круговых цилиндрических [13] и усеченных кониче-
ских [14] упругих оболочек с учетом нелинейных соотношений между на-
пряжениями и деформациями. Выведены уточненные физически нелинейные
уравнения крутильных колебаний таких оболочек из однородного и изотроп-
ного материала, из которых в частном случае, можно получить некоторые
известные уравнения колебания классического типа. Предложены алгорит-
мы, позволяющие по полю искомых функций однозначно определить напря-
женно-деформированное состояние произвольного сечения рассматриваемых
систем по пространственной координате и времени. Проанализированы неко-
торые предельные и частные случаи, следующие из полученных результатов.

Отметим также, что выбор уравнений колебаний на основе конкретных
физико-механических свойств материала является одной из основных про-
блем в исследовании динамического поведения оболочек и стержней. Поэто-
му во многих случаях исследователям приходится разработать надлежащие
уравнения колебания. Естественно, при этом используются различные мето-
ды вывода уравнений колебания [5]. К одному из таких методов относится ме-
тод использования общих решений в преобразованиях трехмерных задач тео-
рии упругости [6]. В частности, этот метод в линейной постановке был успеш-
но применен к задачам динамики пластин [15] и круговых цилиндрических
оболочек и стержней в работах [16,17]. Сущность метода сводится к изучению
построенных решений при различных типах внешних воздействий и выявле-
нию условий, при выполнении которых смещения или их «главные части»
удовлетворяют несложным уравнениям колебания, и нахождению алгорит-
ма, позволяющего по полю этих «главных частей» вычислять приближенные
значения полей смещений и напряжений в любом сечении для произвольного
момента времени [18].

В настоящей работе на базе методов статей [13, 14] получены физически
нелинейные уравнения для крутильных колебаний оболочек и стержней, раз-
работан алгоритм определения их напряженно-деформированных состояний,
а также проведен анализ предельных и частных случаев полученных резуль-
татов.

1. Математическая постановка задачи и линеаризация уравне-
ния движения. Рассмотрим задачу о физически нелинейных крутильных
колебаниях усеченного конического стержня с углом наклона 𝜙 образующей
конуса к оси симметрии (угол атаки) конуса (рис. 1). Материал стержня по-
лагается упругим, однородным и изотропным, а его длина — неограниченной.
Стержень отнесен к цилиндрической системе координат (𝑟, 𝜃, 𝑧), начало кото-
рой помещено на левом конце стержня, а ось 𝑂𝑧 направлена по оси симметрии
стержня. Радиус граничной поверхности стержня меняется по заданному за-
кону в зависимости от продольной координаты 𝑧, т.е. 𝑟 = 𝑟0+𝑘𝑧, где 𝑘 = tg𝜙,
𝑟0 = const— радиус левого торца стержня при 𝑧 = 0.

При выводе уравнений колебания считается, что стержень как кониче-
ское трехмерное тело строго подчиняется математической теории упругости
и описывается уравнениями ее движения. Известно, что при решении осесим-
метричных задач о нестационарных колебаниях круговых цилиндрических
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Рис. 1. Схема усеченного конического стержня

[Figure 1. Diagram of a truncated conical rod]

и конических тел их крутильные колебания можно рассматривать отдельно
от задачи об их продольно-радиальных колебаний. В случае крутильных ко-
лебаний усеченного конического стержня из-за симметричности задачи отно-
сительно оси симметрии отличными от нуля будут компоненты напряжения
𝜏𝑟𝜃, 𝜏𝑧𝜃 и соответствующие компоненты деформации 𝛾𝑟𝜃, 𝛾𝑧𝜃. Отсюда следу-
ет, что крутильные колебания усеченного конического стержня описываются
уравнением

𝜕𝜏𝑟𝜃
𝜕𝑟

+
𝜕𝜏𝑧𝜃
𝜕𝑧

+
2𝜏𝑟𝜃
𝑟

= 𝜌
𝜕2𝑉

𝜕𝑡2
, 0 6 𝑟 <∞, (1)

где 𝑉 — перемещения точек стержня.
Для задания граничных условий на конической поверхности стержня в

произвольной точке его поверхности введем ортогональную систему коорди-
нат (𝑛, 𝑠1, 𝑠2) (см. рис. 1). Здесь 𝑛— нормаль к поверхности оболочки; 𝑠1, 𝑠2 —
ортогональные к нормали координаты в плоскости образующей стержня,
проведенной к его поверхности в выбранной точке. При этом 𝑠1 направле-
на в окружном направлении, а 𝑠2 — в продольном. Касательные напряжения
𝜏𝑛𝑠1 и 𝜏𝑛𝑠2 в точках конической поверхности в ортогональной системе коорди-
нат (𝑛, 𝑠1, 𝑠2) выражаются через компоненты напряжений в цилиндрической
системе координат (𝑟, 𝜃, 𝑧). Cчитается [6,7], что крутильные колебания стерж-
ня возбуждаются внешним динамическим усилием 𝑓𝑛𝑠1(𝑧, 𝑡), действующим
на поверхности стержня, т.е. граничное условие задачи в системе координат
(𝑛, 𝑠1, 𝑠2) при 𝑟 = 𝑟0 + 𝑘𝑧 имеет вид

[︀
𝜏𝑟𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡)− 𝑘𝜏𝑧𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡)

]︀
𝑟=𝑟0+𝑘𝑧

= Δ0𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡), где Δ0 =
√︀
1 + 𝑘2 . (2)

При этом считается, что другая составляющая внешней нагрузки равна нулю,
т.е. 𝑓𝑧𝜃(𝑧, 𝑡) = 0. Начальные условия принимаются нулевыми.

Будем считать, что зависимости Коши между компонентами тензора де-
формации и вектора перемещения линейны, т.е. перемещения малы, а связь
между напряжениями и деформациями является нелинейной. Принимая нели-
нейную связь в виде нелинейного закона упругости, для случая крутильных
колебаний стержня можно записать [19]:

𝜏𝑟𝜃 = 𝜇𝜒(𝜓2
0)𝛾𝑟𝜃, 𝜏𝑧𝜃 = 𝜇𝜒(𝜓2

0)𝛾𝑧𝜃, (3)
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где 𝜇 и 𝜒(𝜓2
0)— коэффициент и функция сдвига соответственно; 𝜓0 — интен-

сивность деформации сдвига, которая в данном случае будет иметь вид

𝜓2
0 =

2

3
(𝛾2𝑟𝜃 + 𝛾2𝑧𝜃). (4)

Раскладывая функцию сдвига 𝜒(𝜓2
0) в степенной ряд по степеням 𝜓2

0 и огра-
ничиваясь первыми двумя членами разложения, получим, что

𝜒(𝜓2
0)

∼= 1 + 𝛾2𝜓
2
0. (5)

Коэффициент 𝛾2 при этом является величиной порядка [𝜓2
0]

−1, поэтому
𝛾2[𝜓

2
0]

−1 — величина порядка единицы [14]. Выражения (3) с учетом (4), (5)
принимают вид

𝜏𝑟𝜃 = 𝜇
[︁
𝛾𝑟𝜃 +

2

3
𝛾2(𝛾

3
𝑟𝜃 + 𝛾2𝑧𝜃𝛾𝑟𝜃)

]︁
, 𝜏𝑧𝜃 = 𝜇

[︁
𝛾𝑧𝜃 +

2

3
𝛾2(𝛾

2
𝑟𝜃𝛾𝑧𝜃 + 𝛾3𝑧𝜃)

]︁
. (6)

При этом соотношения Коши связи между компонентами деформаций и пе-
ремещения линейны:

𝛾𝑟𝜃 =
𝜕𝑉

𝜕𝑟
− 𝑉

𝑟
, 𝛾𝜃𝑧 =

𝜕𝑉

𝜕𝑧
. (7)

Таким образом, задача о нестационарных, физически нелинейных кру-
тильных колебаниях усеченного конического стержня приводится к интегри-
рованию уравнений движения (1) при нелинейном законе упругости (6) с ди-
намическими граничными (2) и нулевыми начальными условиями.

Подстановка выражений (6) и (7) в уравнение движения (1) дает следую-
щее дифференциальное уравнение:

Δ𝑉 + 𝛾2

[︁
𝜓2
0Δ𝑉 + 𝛾𝑟𝜃

𝜕𝜓2
0

𝜕𝑟
+ 𝛾𝑧𝜃

𝜕𝜓2
0

𝜕𝑧

]︁
=

1

𝑏2
𝜕2𝑉

𝜕𝑡2
,

где

Δ =
𝑑2

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
+

𝑑2

𝑑𝑧2
, 𝑏2 =

𝜇

𝜌
.

Преобразовывая выражение, заключенное в квадратные скобки в последнем
уравнении, с помощью формул (4) и (7) и пренебрегая при этом членами
порядка 𝑂(𝑉 4) и выше, получим нелинейное уравнение

Δ𝑉 +
2

3
𝛾2𝐹 (𝑉 ) =

1

𝑏2
𝜕2𝑉

𝜕𝑡2
, (8)

где

𝐹 (𝑉 ) =
3𝑉

𝑟2

(︁𝜕𝑉
𝜕𝑟

)︁2
− 3𝑉 2

𝑟3
𝜕𝑉

𝜕𝑟
+
𝑉 3

𝑟4
+
𝑉

𝑟2

(︁𝜕𝑉
𝜕𝑧

)︁2
−

− 1

𝑟

𝜕𝑉

𝜕𝑟

(︁𝜕𝑉
𝜕𝑧

)︁2
+
𝑉 2

𝑟2
𝜕2𝑉

𝜕𝑟2
+
𝜕2𝑉

𝜕𝑧2

(︁𝜕𝑉
𝜕𝑧

)︁2
.
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Для решения полученного уравнения применим метод малого параметра.
Разложение перемещения в степенные ряды по степеням малого парамет-
ра 𝛼 (0 < 𝛼 ≪ 1) и пренебрежение членами, содержащими квадрат малого
параметра и выше (с учетом малости перемещения и деформаций), дает воз-
можность представить его в виде

𝑉 (𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑉 (0)(𝑟, 𝑧, 𝑡) + 𝛼𝑉 (1)(𝑟, 𝑧, 𝑡). (9)

Подстановка (9) в (8) с последующим пренебрежением членами, содержа-
щими малый параметр 𝛼 во второй и более степенях, приводит к линейным
уравнениям

Δ𝑉 (0) =
1

𝑏2
𝜕2𝑉 (0)

𝜕𝑡2
, (10)

Δ𝑉 (1) +
2

3
𝛾2𝐹 (𝑉

(0)) =
1

𝑏2
𝜕2𝑉 (1)

𝜕𝑡2
. (11)

При этом неоднородная часть уравнения (11) зависит только от функции
𝑉 (0), которая определяется как решение однородного уравнения (10).

2. Вывод уравнения крутильных колебаний. Для решения уравне-
ний (10), (11) функцию внешнего воздействия 𝑓𝑛𝑠1(𝑧, 𝑡) в граничных условиях
(2) будем считать принадлежащими к классу функций, представимых в ви-
де [20]

𝑓𝑛𝑠1(𝑧, 𝑡) =

∫︁ ∞

0

sin 𝑞𝑧
− cos 𝑞𝑧

}︁
𝑑𝑞

∫︁
(𝑙)
𝑓𝑛𝑠1 (𝑘, 𝑝) 𝑒

𝑝𝑡𝑑𝑝, (12)

где (𝑙)— разомкнутый контур в плоскости 𝑝, прилегающий справа к участку
(−𝑖𝜔0, 𝑖𝜔0) мнимой оси. Кроме того, функции 𝑓𝑛𝑠1(𝑘, 𝑝) пренебрежимо малы
вне области 𝑞 6 𝑞0, | Im 𝑝| 6 𝜔0, где 𝑞0, 𝜔0 — некоторые числа.

Представляя перемещение 𝑉 (0) в виде, аналогичном (12) (обозначим при
этом его изображение через 𝑉 (0)), и подставляя полученное в уравнение (10),
получим обыкновенное дифференциальное уравнение Бесселя

Δ𝛽𝑉
(0) = 0, Δ𝛽 =

𝑑2

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
−
(︁
𝛽2 +

1

𝑟2

)︁
, 𝛽2 =

𝑝2

𝑏2
+ 𝑞2, 𝑏2 =

𝜇

𝜌
, (13)

общее решение которого c учетом ограниченности решений при 𝑟 = 0 имеет
вид

𝑉 (0) = 𝐶𝐼1(𝛽𝑟), (14)

где 𝐶 — постоянная интегрирования; 𝐼1(·)— модифицированная функция Бес-
селя.

Воспользуемся стандартным разложением в степенной ряд функции Бес-
селя в общем решении (14). Ограничимся нулевым приближением в разло-
жении и введем новую искомую функцию по формуле [17]

𝑉
(0)
0 (𝑞, 𝑝) = 𝐶𝛽/2.
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При этом преобразованное перемещение 𝑉 (0) легко выражается через введен-
ную новую функцию 𝑉

(0)
0 (𝑞, 𝑝):

𝑉 (0)(𝑟, 𝑞, 𝑝) = 2

∞∑︁
𝑛=0

𝛽2𝑛𝑉
(0)
0 (𝑞, 𝑝)

(𝑟/2)2𝑛+1

𝑛!(𝑛+ 1)!
. (15)

Вводя оператор [17]

𝜆𝑛(𝜁) =

∫︁ ∞

0

sin 𝑞𝑧
− cos 𝑞𝑧

}︁
𝑑𝑞

∫︁
(𝑙)
𝛽2𝑛𝜁(𝑞, 𝑝)𝑒𝑝𝑡𝑑𝑝, (16)

из выражения (15) для оригинала 𝑉 (0) получаем решение уравнения (10):

𝑉 (0)(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
(︁
𝑟 +

𝑟3

8
𝜆
)︁
𝑉

(0)
0 (𝑧, 𝑡) +

𝑟5

96
𝜆2𝑉

(0)
0 (𝑧, 𝑡) + . . . , (17)

где 𝑉 (0)
0 (𝑧, 𝑡)— оригинал функции 𝑉 (0)

0 (𝑞, 𝑝).
Для решения неоднородного уравнения (11) выразим функцию 𝐹 (𝑉 (0)),

где 𝑉 (0) определяется по (17). Для этого ограничимся первыми двумя члена-
ми в разложении (17) и подставим их в выражение (8) для 𝐹 (𝑉 (0)). Далее,
пренебрегая членами выше третьего порядка малости и подставляя получен-
ное выражение в (11), будем иметь

Δ𝑉 (1) +
2

3
𝛾2
[︀
𝑟𝑓1(𝑉

(0)
0 ) + 𝑟3𝑓2(𝑉

(0)
0 )

]︀
= 0, (18)

где 𝑓1, 𝑓2 — функции главной части перемещения 𝑉 (0)
0 (𝑧, 𝑡).

Представляя функции 𝑉 (1)(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑓1(𝑧, 𝑡) и 𝑓2(𝑧, 𝑡) в виде, аналогичном
(12), и подставляя их в уравнение (18), будем иметь следующее преобразо-
ванное уравнение:

Δ𝛽𝑉
(1) +

2

3
𝛾2
[︀
𝑟𝑓1(𝑞, 𝑝) + 𝑟3𝑓2(𝑞, 𝑝)

]︀
= 0, (19)

где 𝑉 (1)(𝑟, 𝑞, 𝑝), 𝑓1(𝑞, 𝑝), 𝑓2(𝑞, 𝑝)— изображения функций 𝑉 (1)(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑓1(𝑧, 𝑡)
и 𝑓2(𝑧, 𝑡) соответственно.

Для нахождения решения неоднородного уравнения (19) применим ме-
тод Лагранжа (метод вариации произвольных постоянных). Общее решение
соответствующего однородного уравнения Δ𝛽𝑉

(1) = 0 имеет вид

𝑉 (1) = 𝐷1𝐼1(𝛽𝑟) +𝐷2𝐾1(𝛽𝑟).

Определяя методом Лагранжа выражения для𝐷1 и𝐷2 и ограничиваясь в них
первыми членами степенных рядов Бесселя, получим приближенное частное
решение неоднородного уравнения (19) в виде

𝑉 (1)(𝑟, 𝑞, 𝑝) = − 𝑟
3

12
𝛾2

[︁
𝑓1(𝑞, 𝑝) +

𝑟2

3
𝑓2(𝑞, 𝑝)

]︁
. (20)
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Применяя к обеим частям решения (20) преобразования вида (12) для
функций 𝑉 (1)(𝑟, 𝑞, 𝑝), 𝑓1(𝑞, 𝑝) и 𝑓2(𝑞, 𝑝), получим решение уравнения (18) в ви-
де

𝑉 (1) = − 𝑟
3

12
𝛾2

{︁9

4
𝑉 (0)𝜆𝑉

(0)
0 +

𝑟2

3

[︁𝜕2𝑉 (0)
0

𝜕𝑡2
− 3

4
𝜆𝑉

(0)
0

]︁(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁2}︁
. (21)

Подставляя (21) и (17) в (9), получим

𝑉 =
(︁
𝑟 +

𝑟3

8
𝜆
)︁
𝑉

(0)
0 +

𝑟5

96
𝜆2𝑉

(0)
0 −

− 𝛼𝛾2

{︁3𝑟3

16
𝑉0𝜆𝑉

(0)
0 +

𝑟5

36

[︁𝜕2𝑉 (0)
0

𝜕𝑧2
− 3

4
𝜆𝑉

(0)
0

]︁(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁2}︁
. (22)

Удовлетворяя (22) граничному условию (2) и пренебрегая членами с про-
изводными выше четвертого порядка, получим следующее уравнение:

− 4𝑘

𝑟

𝜕𝑉
(0)
0

𝜕𝑧
+ 𝜆𝑉

(0)
0 − 𝑘𝑟

2
𝜆
𝜕𝑉

(0)
0

𝜕𝑧
+
𝑟2

6
𝜆2𝑉

(0)
0 −

− 𝛼𝛾2

[︁
3𝑉

(0)
0 𝜆𝑉

(0)
0 − 3𝑟

4
𝑘
(︁𝜕𝑉 (0)

0

𝜕𝑧
𝜆𝑉

(0)
0 + 𝑉

(0)
0 𝜆

𝜕𝑉
(0)
0

𝜕𝑧

)︁
+

+
8𝑟2

9

(︁𝜕2𝑉 (0)
0

𝜕𝑧2
− 3

4
𝜆𝑉

(0)
0

)︁(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁2]︁
+

8𝑘𝑟

3
𝛾2

(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁3
+

+
2𝑟2

3
𝛾2

(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁2
𝜆𝑉

(0)
0 =

4(1 + 𝑘2)

𝜇𝑟2
𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡), (23)

где 𝑟 = 𝑟0 + 𝑘𝑧.
Из представления (13) для 𝛽2 следует, что введенные выше операторы 𝜆𝑛

(см. формулу (16)) в переменных (𝑧, 𝑡) принимают вид [21]

𝜆𝑛 =
[︁ 1

𝑏2
𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝜕2

𝜕𝑧2

]︁𝑛
, 𝑏 =

√︀
𝜇/𝜌, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (24)

Отсюда следует, что 𝜆, 𝜆2, . . . — дифференциальные операторы, а 𝜆0 ≡ 1.
Уравнение (23) в соответствии с выражением (24) для операторов 𝜆𝑛 явля-

ется дифференциальным уравнением относительно главной части 𝑉
(0)
0 кру-

тильного перемещения усеченного конического стержня 𝑉 (0). Оно представ-
ляет собой общее уравнение физически нелинейных крутильных колебаний
усеченного конического упругого стержня, которое зависит от операторов 𝜆𝑛
и главной части крутильного перемещения точек оси симметрии стержня.
Это уравнение в своей правой части правильно учитывает силы, действую-
щие на поверхность стержня.

Наряду с уравнением колебания аналогично выводятся формулы для нену-
левых напряжений, выражающие их через искомую функцию 𝑉

(0)
0 :

𝜎𝑛𝑠1(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
1

Δ0

[︀
𝜏𝑟𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡)− 𝑘𝜏𝑧𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡)

]︀
,

𝜎𝑠1𝑠2(𝑟, 𝑧, 𝑡) =
1

Δ0

[︀
𝜏𝑧𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡)− 𝑘𝜏𝑟𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡)

]︀
,

(25)
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где

𝜏𝑟𝜃 = 𝜇𝐿
{︁𝑟2
4
𝜆𝑉

(0)
0 +

𝑟4

24
𝜆2𝑉

(0)
0 −

− 𝑟2

4
𝛼𝛾2

[︁3
2
𝑉0𝜆𝑉

(0)
0 +

4𝑟4

9

(︁𝜕2𝑉 (0)
0

𝜕𝑧2
− 3

4
𝜆𝑉

(0)
0

)︁(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁2]︁}︁
,

𝜏𝑧𝜃 = 𝜇𝐿
[︁(︁
𝑟 +

𝑟3

8
𝜆
)︁𝜕𝑉 (0)

0

𝜕𝑧
− 3𝑟3

16
𝛼𝛾2

(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧
𝜆𝑉

(0)
0 + 𝑉0𝜆

𝜕𝑉
(0)
0

𝜕𝑧

)︁]︁
,

𝐿 = 1 +
2

3
𝛾2𝑟

2
(︁𝜕𝑉0
𝜕𝑧

)︁2
+

1

6
𝛾2𝑟

4𝜆
(︁𝜕𝑉0
𝜕𝑧

)︁2
.

(26)

При этом крутильное перемещение вычисляется по формуле (22).
Формулы для перемещения (22) и напряжений (25) дают возможность

определить напряженно-деформированное состояние усеченного коническо-
го стержня в ее произвольном сечении по пространственным координатам
и времени.

3. Частные случаи уравнения колебаний. Полученные результаты
допускают некоторые предельные и частные случаи, следующие из выве-
денных уравнений физически нелинейных колебаний усеченного конического
стержня и соответствующих формул для определения напряженно-деформи-
рованного состояния его произвольной точки.

Пренебрегая в уравнении (23) слагаемыми, заключенными в квадратные
скобки, как малыми величинами1 более высокого порядка по сравнению с
остальными членами уравнения, и учитывая, что 𝑟 = 𝑟0 + 𝑘𝑧, получим

𝜆𝑉
(0)
0 +

(𝑟0 + 𝑘𝑧)2

6
𝜆2𝑉

(0)
0 − 𝑘

(︁ 4

𝑟0 + 𝑘𝑧

𝜕𝑉
(0)
0

𝜕𝑧
+

1

2
𝜆
𝜕𝑉

(0)
0

𝜕𝑧

)︁
+

+
8𝑘(𝑟0 + 𝑘𝑧)2

3
𝛾2

(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁3
+

2(𝑟0 + 𝑘𝑧)2

3
𝛾2

(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁2
𝜆𝑉

(0)
0 =

=
4Δ0

𝜇(𝑟0 + 𝑘𝑧)2
𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡). (27)

В этом случае формулы для напряжений 𝜏𝑟𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝜏𝑧𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡) принимают вид

𝜏𝑟𝜃 = 𝜇𝐿
[︁(𝑟0 + 𝑘𝑧)2

4
𝜆𝑉

(0)
0 +

(𝑟0 + 𝑘𝑧)4

24
𝜆2𝑉

(0)
0

]︁
,

𝜏𝑧𝜃 = 𝜇𝐿
(︁
𝑟0 + 𝑘𝑧 +

(𝑟0 + 𝑘𝑧)3

8
𝜆
)︁𝜕𝑉 (0)

0

𝜕𝑧
,

а выражение дифференциального оператора 𝐿 будет по-прежнему опреде-
ляться формулой (26).

Рассмотрим некоторые частные случаи, следующие из уравнения физиче-
ски нелинейных крутильных колебаний усеченного конического стержня (27).

1За счет произведений малого параметра и главной части крутильного перемещения и
его производных.
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3.1. Допустим, что угол атаки конуса 𝜙 равен нулю, следовательно, и
𝑘 = 0. Тогда уравнение (27) принимает вид

𝜆𝑉
(0)
0 +

𝑟20
6
𝜆2𝑉

(0)
0 +

2𝑟20
3
𝛾2

(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁2
𝜆𝑉

(0)
0 =

4Δ0

𝜇𝑟20
𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡). (28)

В этом случае формулы для напряжений принимают вид

𝜎𝑛𝑠1(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝜏𝑟𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝜇𝐿
[︁𝑟20
4
𝜆𝑉

(0)
0 (𝑧, 𝑡) +

𝑟40
24
𝜆2𝑉

(0)
0 (𝑧, 𝑡)

]︁
,

𝜎𝑠1𝑠2(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝜏𝑧𝜃(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝜇𝐿
(︁
𝑟0 +

𝑟30
8
𝜆
)︁𝜕𝑉 (0)

0 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
.

Уравнение (28) является уравнением физически нелинейных крутильных
колебаний кругового цилиндрического стержня с радиусом поперечного се-
чения, равным 𝑟0. В соответствии с видом (24) операторов 𝜆𝑛 оно является
дифференциальным уравнением четвертого порядка в частных производных.
При этом легко показывается, что слагаемые с производными четвертого по-
рядка учитывают эффекты инерции вращения и деформации поперечного
сдвига [21]. Если в нем пренебречь членами с производными четвертого по-
рядка, то это уравнение в точности совпадет с уравнением, рассмотренным
в работе [13].

Для сравнения с другими известными уравнениями крутильных колеба-
ний стержней перепишем уравнение (28) в следующем виде:

1

𝑏2
𝜕2𝑉

(0)
0

𝜕𝑡2
− 𝜕2𝑉

(0)
0

𝜕𝑧2
+

2𝑟20
3𝑏2

𝛾2
𝜕2𝑉

(0)
0

𝜕𝑡2

(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁2
−

− 2𝑟20
3
𝛾2
𝜕2𝑉

(0)
0

𝜕𝑧2

(︁𝜕𝑉 (0)
0

𝜕𝑧

)︁2
=

4

𝜇𝑟20
𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡). (29)

Уравнение (29) переходит в уравнение крутильных колебаний кругового ци-
линдрического стержня, предложенное профессором И. Г. Филипповым [20],
если в нем пренебречь третьим членом, и переходит в классическое уравнение
Г. Каудерера [19], если в нем еще занулить правую часть.

3.2. Рассмотрим линейный случай, т.е. 𝛾2 = 0. Тогда уравнение (27) при-
нимает вид

𝜆𝑉
(0)
0 +

(𝑟0 + 𝑘𝑧)2

6
𝜆2𝑉

(0)
0 − 𝑘

(︁ 4

𝑟0 + 𝑘𝑧

𝜕𝑉
(0)
0

𝜕𝑧
+

1

2
𝜆
𝜕𝑉

(0)
0

𝜕𝑧

)︁
=

=
4Δ0

𝜇(𝑟0 + 𝑘𝑧)2
𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡). (30)

Уравнение (30) является уточненным уравнением нестационарных крутиль-
ных колебаний усеченного конического стержня с учетом инерции вращения
и деформации поперечного сдвига. Из выражения крутильного перемещения
(17) нетрудно заключить, что 𝑉 (0)

0 есть величина безразмерная и она может
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быть принята за угол поворота. С учетом этого обстоятельства и в част-
ном случае равенства нулю правой части и отсутствия второго и четвертого
слагаемых в левой части после некоторых несложных преобразований это
уравнение в точности переходит в уравнение С. П. Беридзе [3].

3.3. Пусть 𝑘 = 0 и 𝛾2 = 0 одновременно. Тогда из (27) следует уравнение
крутильных колебаний стержня кругового поперечного сечения:

1

𝑏2
𝜕2𝑉

(0)
0

𝜕𝑡2
− 𝜕2𝑉

(0)
0

𝜕𝑧2
+
𝑟20
6

[︁ 1

𝑏4
𝜕4𝑉

(0)
0

𝜕𝑡4
− 2

1

𝑏4
𝜕4𝑉

(0)
0

𝜕𝑡2𝜕𝑧2
+
𝜕4𝑉

(0)
0

𝜕𝑧4

]︁
=

4

𝜇𝑟20
𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡).

Это уравнение учитывает инерцию вращения и деформацию поперечного
сдвига [21].

4. Физически нелинейные крутильные колебания конического
стержня. В качестве примера рассмотрим задачу о нестационарных физи-
чески нелинейных крутильных колебаниях усеченного конического стерж-
ня с одним свободным и другим жестко заделанным концами. Колебания
стержня возбуждаются поверхностной нагрузкой постоянной интенсивности
𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡) = const и заданным перемещением 𝑔(𝑡) на свободном конце. В на-
чальный момент времени стержень находится в покое и начальная скорость
колебаний равна нулю. Требуется определить напряженно-деформированное
состояние поверхностных точек стержня в зависимости от продольной коор-
динаты и времени.

Для решения поставленной прикладной задачи применим уравнение (27)
без учета инерции вращения и поперечного сдвига, т.е. ограничиваясь про-
изводными не выше третьего порядка и пренебрегая пятым слагаемым как
малой величиной по сравнению с другими слагаемыми уравнения:

1

𝑏2
𝜕2𝑉0
𝜕𝑡2

− 𝜕2𝑉0
𝜕𝑧2

+
2𝛾2(𝑟0 + 𝑘𝑧)2

3

(︁𝜕𝑉0
𝜕𝑧

)︁2(︁ 1

𝑏2
𝜕2𝑉0
𝜕𝑡2

− 𝜕2𝑉0
𝜕𝑧2

)︁
−

− 4𝑘

(𝑟0 + 𝑘𝑧)

𝜕𝑉0
𝜕𝑧

=
4Δ0

𝜇(𝑟0 + 𝑘𝑧)2
𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡), (31)

где через 𝑉0 обозначена искомая в (27) функция 𝑉 (0)
0 . На основании (22) 𝑉0 яв-

ляется главной частью (углом поворота), поэтому крутильное перемещение 𝑉
в первом приближении выражается так:

𝑉 (𝑟, 𝑧, 𝑡) = (𝑟0 + 𝑘𝑧)𝑉0(𝑧, 𝑡).

Переходя в (31) к безразмерным переменным по формулам

𝑟*0 = 𝑟0/𝑙, 𝑡* = 𝑏𝑡/𝑙, 𝑧* = 𝑧/𝑙,

где 𝑙— длина стержня, и опуская звездочки для удобства записи, получим

(︁𝜕2𝑉0
𝜕𝑡2

− 𝜕2𝑉0
𝜕𝑧2

)︁{︁
1 +

2𝛾2(𝑟0 + 𝑘𝑧)2

3

(︁𝜕𝑉0
𝜕𝑧

)︁2}︁
−

− 4𝑘

(𝑟0 + 𝑘𝑧)

𝜕𝑉0
𝜕𝑧

=
4Δ0

𝜇(𝑟0 + 𝑘𝑧)2
𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡). (32)
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Функцию внешней поверхностной нагрузки согласно условию задачи примем
в виде 𝑓𝑟𝜃(𝑧, 𝑡) = 𝑃/𝑆𝑏, где 𝑃 — постоянная внешняя сила; 𝑆𝑏 = 𝜋𝑙(2𝑟0 + 𝑘𝑙)×
×

√
1 + 𝑘2 — площадь боковой поверхности конуса. Граничные и начальные

условия запишутся в виде

𝑉0(0, 𝑡) = 𝑟−1
0 𝑔(𝑡), 𝑉0(1, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 1; (33)

𝑉0(𝑧, 0) =
𝜕𝑉0(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0, 0 6 𝑧 6 1. (34)

Задача (32)–(34) решена численно методом конечных разностей с соблю-
дением условий устойчивости и сходимости. Для расчетов функция торцевой
нагрузки принималась в виде 𝑔(𝑡) = 𝐴 sin(𝜋𝑡), где 𝐴— заданная амплиту-
да перемещения, при этом 𝑇 = 𝑙/𝑏— время прохождения крутильной волной
длины стержня. Расчеты проводились для следующих значений параметров:
𝜙 = 1∘, 𝑘 = tg 3∘ = 0.052, 𝑙 = 1, 𝑟0 = 0.02, 𝑇 = 1, 𝑃 = 5 кН, 𝐴 ≈ 0.2 · 10−3. Фи-
зико-механические параметры модели соответствовали алюминиевому сплаву
Д16Т [22,23]: 𝜇 = 27.7 ГПа, 𝜌 = 2780 кг/м3, 𝛾2 = −0.3878 · 106.

На рис. 2 приведены расчетные зависимости крутильного перемещения
𝑉 от безразмерного времени в различных поперечных сечениях стержня. Из
представленных графиков видно, что колебания начинаются в тот момент,
когда волна достигает того или иного сечения. Самые большие изменения
претерпевают перемещения точек левого торца стержня, имея максималь-
ное отклонение, равное 0.00036 при 𝑡 = 0.5. При этом чем дальше сечение
от левого, подвергнутого кинематическому воздействию торца, тем меньше
максимальное значение перемещения. Например, максимальные значения пе-
ремещений точек сечений 𝑧 = 0 и 𝑧 = 0.3 отличаются друг от друга на 33.3%.
Зависимости перемещения носят синусоидальный характер и являются зату-
хающими при возрастании продольной координаты.

На рис. 3 приведены расчетные зависимости касательного напряжения
𝜎𝑛𝑠1 от безразмерного времени для поверхностных точек различных сечений

Рис. 2. Зависимость крутильного перемещения 𝑉 от безразмерного вре-
мени 𝑡 в различных поперечных сечениях усеченного конического стержня

[Figure 2. The torsional displacement 𝑉 vs. dimensionless time 𝑡 graph in various
cross-sections a truncated conical rod]
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усеченного конического стержня в системе координат (𝑛, 𝑠1, 𝑠2). Из представ-
ленных графиков следует, что касательное напряжение в любом сечении от-
рицательное и почти сразу достигает своего максимального значения, а потом
медленно затухает по времени. Кроме того, видно, что по мере удаления от
левого торца максимальные значения напряжения 𝜎𝑛𝑠1 убывают, сохраняя
при этом в каждом отдельном случае закономерности затухания по времени.

На рис. 4 приведены графики зависимости крутильного перемещения 𝑉
от продольной координаты 𝑧 усеченного конического стержня в различные
моменты безразмерного времени 𝑡. В сечении 𝑧 = 0 при значениях времени
𝑡 6 0.6 перемещения поверхностных точек достигают своего максимального
значения и тут же начинают затухать, а к концу конического стержня во всех
зафиксированных значениях времени (𝑡 = 0.2; 0.4; 0.6; 0.8) уже полностью
затухают.

Рис. 3. Зависимость касательного напряжения 𝜎𝑛𝑠1 от безразмерного вре-
мени 𝑡 в различных поперечных сечениях конического стержня

[Figure 3. The tangential stress 𝜎𝑛𝑠1 vs. dimensionless time 𝑡 graph in various
cross-sections of a truncated conical rod]

Рис. 4. Зависимость крутильного перемещения 𝑉 от продольной коорди-
наты 𝑧 в различные моменты безразмерного времени 𝑡 для усеченного ко-

нического стержня

[Figure 4. The torsional displacement 𝑉 vs. longitudinal coordinate 𝑧 graph at
various moments of dimensionless time 𝑡 for a truncated conical rod]

716



Моделирование нелинейных крутильных колебаний усеченного конического стержня

На рис. 5 приведены графики зависимости касательного напряжения 𝜎𝑛𝑠1
от продольной координаты 𝑧 усеченного конического стержня в различные
моменты безразмерного времени 𝑡. Из представленных графиков видно, что
в точках левого торца стержня напряжение достигает максимального значе-
ния (по модулю) и сразу начинает убывать. С течением времени максималь-
ное значение переходит с отрицательных значений при 𝑡 6 0.6 на положи-
тельные при 𝑡 > 0.7. С прохождением волны возмущения некоторого сечения
за фиксированное время (например, сечения 𝑧 = 0.23 при 𝑡 = 0.6) касательное
напряжение 𝜎𝑛𝑠1 можно считать равным нулю.

На рис. 6 приведены графики изменения крутильного перемещения то-
чек срединного сечения стержня по безразмерному времени 𝑡 при различных
значениях угла атаки 𝜙. Из графиков видно, что при значениях угла атаки
0 6 𝜙 < 2∘ перемещение 𝑉 точек срединного сечения стержня начинает расти

Рис. 5. Зависимость касательного напряжения 𝜎𝑛𝑠1 от продольной коор-
динаты 𝑧 в различные моменты безразмерного времени 𝑡 для усеченного

конического стержня

[Figure 5. The tangential stress 𝜎𝑛𝑠1 vs. longitudinal coordinate 𝑧 graph at
various moments of dimensionless time 𝑡 for a truncated conical rod]

Рис. 6. Зависимость крутильного перемещения 𝑉 точек срединного сечения
стержня от безразмерного времени 𝑡 при различных углах атаки 𝜙

[Figure 6. The torsional displacement 𝑉 of the rod middle section of the rod
vs. dimensionless time 𝑡 graph at different angles of attack 𝜙]
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с момента достижения возбуждением сечения 𝑧 = 0.5; полученные графики
можно считать относительно плавными. При этом малым значениям угла
атаки соответствуют большие значения перемещения, т.е. с ростом значения
угла атаки перемещения уменьшаются.

При значениях угла атаки 𝜙 > 2∘ наблюдается скачкообразное измене-
ние перемещений точек срединного сечения стержня с момента достижения
возмущением сечения 𝑧 = 0.5. При этом графики имеют синусоидальный ха-
рактер с относительными максимумами и минимумами. Расчеты показали,
что данный эффект имеет место при любых значениях угла атаки 𝜙 > 2∘, что
указывает на неправильность полученных результатов при 𝜙 > 2∘. Это объ-
ясняется тем, что в этих случаях усеченный конический стержень с ростом
продольной координаты быстро превращается в «трехмерное тело».

Заключение. В настоящей работе поставлена и решена задача о кру-
тильных колебаниях усеченного конического стержня с учетом физически
нелинейной связи между компонентами тензоров напряжений и деформаций.
Выведено нелинейное уравнение для крутильных колебаний усеченного ко-
нического стержня относительно главной части крутильного перемещения
оси симметрии стержня. Показано, что полученное уравнение нелинейных
крутильных колебаний усеченного конического упругого стрежня в частных
случаях совпадает с известными уравнениями, полученными другими авто-
рами.

Выполнен численный расчет для определения напряженно-деформиро-
ванного состояния усеченного конического стержня при действии торцевой
и поверхностной динамических нагрузок в условиях, когда правый (широ-
кий) конец стержня жестко заделан, а левый (узкий) является свободным.

Расчеты крутильного перемещения и касательных напряжений показа-
ли, что предложенная теория, учитывающая физическую нелинейность ма-
териала, хорошо описывает колебательный процесс в усеченном коническом
стержне при углах атаки 0 6 𝜙 < 2∘.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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Abstract

In the present study, a nonlinear mathematical model of non-stationary
torsional vibrations of a truncated conical rod made of elastic material taking
into account the nonlinear relationship between stresses and strains has been
developed. A nonlinear equation for torsional vibrations of the truncated
conical rod has been derived with respect to the main part of the torsional
displacement of the axis of symmetry of the rod. It has been demonstrated
that the obtained equation for nonlinear torsional vibrations of the truncated
conical elastic rod coincides with known equations obtained by other authors
in particular cases. Using the derived equation, the stress-strain state of an
arbitrary cross-section of the conical rod can be uniquely determined based
on spatial coordinates and time. The problem of non-stationary torsional
vibrations of the truncated conical rod under the action of axial and surface
dynamic loads has been numerically due to the constructed model, when the
wide end of the rod is rigidly fixed and the narrow end is free.
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Математическое моделирования зарождения
солнечных пятен на фотосферном уровне Солнца

Д. В. Романов1, К. В. Романов1, В. А. Романов2,
Е. А. Степанов2, А. А. Лебедев2

1 Красноярский государственный педагогический университет им. В. П. Астафьева,
Россия, 660049, Красноярск, ул. Ады Лебедевой, 89.

2 Саратовский национальный исследовательский государственный
университет им. Н. Г. Чернышевского,
Россия, 410012, Саратов, ул. Астраханская, 83.

Аннотация
Методом компьютерного моделирования исследуется начальная ста-

дия зарождения группы солнечных пятен на фотосферном уровне Солн-
ца. Численно моделируется процесс развития нелинейной фазы неустой-
чивости Паркера крупномасштабных колебаний магнитных полей в сред-
них слоях конвективной зоны. Исследуется процесс адиабатического
охлаждения тонкой магнитной трубки, всплывающей с глубин порядка
100 000 км к фотосферному уровню. Результаты расчетов позволяют
детально проанализировать изменение магнитогазодинамических пара-
метров трубки на различных глубинах конвективной зоны и получить
значения физических параметров зарождающихся солнечных пятен, до-
пускающих сопоставление с данными наблюдений.

Исследуется физический механизм временной задержки формирова-
ния головной части активной области по сравнению с формированием
распыленной хвостовой части. Также исследуется проблема устойчиво-
сти зарождающихся активных областей. Выделены физические пара-
метры, определяющие устойчивость сформированных активных обла-
стей на различных фазах цикла солнечной активности. Определен фи-
зический механизм генерации мощного волнового потока ударных волн
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в начальной стадии зарождения активной области, вносящий существен-
ный вклад в аномальный разогрев солнечной атмосферы, регистрируе-
мый в наблюдательных данных.
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Введение. Математическое моделирование нестационарных магнитога-
зодинамических процессов, протекающих в недрах и атмосфере Солнца, иг-
рает важную роль в изучении феномена циклической солнечной активности.
Одним из наиболее важных и практически значимых направлений анали-
за феномена солнечной активности является изучение временной эволюции
крупномасштабных активных областей в солнечной атмосфере, связанных
с зарождением и формированием групп пятен на фотосферном уровне. В сол-
нечных пятнах реализуется выход сильных магнитных полей из конвектив-
ной зоны в атмосферу Солнца (рис. 1). Структура расположения солнеч-
ных пятен на фотосферном уровне фактически определяет пространствен-
ную структуру всей активной области в пределах солнечной атмосферы [1–3].

Визуальная регистрация расположения солнечных пятен на фотосферном
уровне производится по эффекту резкого падения температуры газа в обла-
сти тени пятен (∼ 4 000 K) по сравнению с температурой окружающего газа
на фотосферном уровне (∼ 6 000 K, рис. 1). Феномен резкого понижения тем-
пературы газа в области тени пятен детально не изучен вплоть до настоящего
времени.

В монографии Паркера [4] сделано предположение о реализации охла-
ждения газа в пятнах за счет протекания нелинейных МГД-процессов при
всплывании сильных магнитных полей из конвективной зоны в атмосферу
Солнца. В настоящей работе исследуется процесс адиабатического охлажде-
ния тонкой магнитной трубки, всплывающей из средних слоев конвективной
зоны к фотосферному уровню.

Результаты расчетов позволяют детально проанализировать изменение
магнитогазодинамических параметров трубки на различных глубинах кон-
вективной зоны и получить значения физических параметров зарождающих-
ся солнечных пятен на фотосферном уровне, допускающие прямое сопостав-
ление с данными наблюдений (рис. 1) [5,6]. Помимо установления механизма
зарождения солнечных пятен представляется возможным объяснение раз-
личных закономерностей формирования активных областей в начальной ста-
дии, зарегистрированных по наблюдательным данным [2,5, 7].
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Математическое моделирования зарождения солнечных пятен на фотосферном уровне Солнца

Рис. 1. Формирование группы пятен в активной области NOAA 10488 по
изображениям в континууме SOHO MDI [7]

[Figure 1. Formation of a sunspot group in the active region of NOAA 10488
from images in the SOHO MDI continuum [7]]

Физические условия развития неустойчивости Паркера в кон-
вективной зоне Солнца. Современная разрешающая способность наблю-
дательных инструментов позволяет уверенно установить, что магнитные об-
разования в солнечной атмосфере представляют собой множество мелкомас-
штабных магнитных трубок с высокими значениями напряженности (поряд-
ка 1÷3 кГс на фотосферном уровне), расположенных в практически неза-
магниченной плазме (рис. 1). Динамика движения тонкой магнитной трубки
в пределах конвективной зоны описывается системой нелинейных дифферен-
циальных уравнений [8, 9]:

𝜌𝑖
d�⃗�

d𝑡
=
𝐻

4𝜋

𝜕(�⃗�)

𝜕ℓ
+ (𝜌𝑖 − 𝜌𝑒)�⃗�, (1)

𝜌𝛾𝑖
𝛾 − 1

d

d𝑡

(︁ 𝑝𝑖
𝜌𝛾𝑖

)︁
= div(𝑘∇⃗𝑇 ), (2)

𝑝𝑖 +
𝐻2

8𝜋
= 𝑝𝑒, (3)

𝐻𝜋𝑎2 = Φ0 = const, (4)

∇⃗𝑝𝑒 = 𝜌𝑒�⃗�, (5)

где (1) — уравнение движения с учетом силы натяжения магнитного поля
и силы Архимеда; (2) — уравнение энергии с учетом теплопроводности газа
внутри трубки; (3) — уравнение баланса давлений внутри и снаружи трубки;
(4) — условие сохранения магнитного потока внутри трубки; (5) — уравнение
гидростатики для внешнего газа в конвективной зоне и атмосфере Солнца.
Здесь введены следующие обозначения: 𝐻 — напряженность магнитного по-
ля, 𝜌— плотность газа, 𝑝— газодинамическое давление, �⃗�— ускорение свобод-
ного падения на Солнце, 𝑎— радиус магнитной трубки. Индексом 𝑖 обознача-
ем МГД-параметры внутри трубки, индексом 𝑒— снаружи. Необходимые для
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замыкания системы (1)–(5) зависимости 𝜌𝑒(𝑟), 𝑝𝑒(𝑟), �⃗�(𝑟) на различных глу-
бинах конвективной зоны определяются по данным модели внутреннего стро-
ения Солнца [10,11] и обладают сферической симметрией (зависят только от
радиуса 𝑟). Форма трубки задается однопараметрической кривой (рис. 2, a):

�⃗� = �⃗�(ℓ),

где ℓ— длина трубки (натуральный параметр).

Рис. 2. Начальная форма магнитной трубки для волнового числа 𝑚 = 5 (a); течение
плазмы в трубке для изгибной (быстрой) и продольной (медленной) мод колебаний (b)
[Figure 2. The initial shape of the magnetic tube for the wavenumber 𝑚 = 5 (a); plasma flow

in a tube for bending (fast) and longitudinal (slow) oscillation modes (b)]

В начальный момент времени трубка замкнута в кольцо и расположена
в экваториальной плоскости Солнца (рис. 2, a). Число стоячих волн, уклады-
вающихся по периметру трубки, называется волновым числом 𝑚. Для чис-
ленного решения системы уравнений (1)–(5) удобно ввести массовую лагран-
жеву переменную 𝑠, равную массе вещества, заключенного между фиксиро-
ванными начальным и текущим сегментами трубки. Масса жидкости трубки
длиной dℓ определяется выражением

d𝑠 = 𝜌𝑖𝜎dℓ,

где 𝜎 = 𝜋𝑎2 — поперечное сечение трубки.
Следовательно,

𝜕

𝜕ℓ
= 𝜌𝑖𝜎

𝜕

𝜕𝑠

и уравнение (1) приводится к виду

𝜌𝑖
d�⃗�

d𝑡
=
𝐻𝜎𝜌𝑖
4𝜋

𝜕(𝐻ℓ⃗)

𝜕𝑠
+ (𝜌𝑖 − 𝜌𝑒)�⃗�.

Начальные условия задачи. В положении равновесия выталкивающая
сила Архимеда уравновешивается натяжением силовых магнитных линий.
Условие равновесия магнитной трубки является начальным условием зада-
чи. Вблизи положения равновесия реализуются два типа линейных колеба-
ний магнитной трубки: «быстрые» (изгибные) альфвеновские волны и «мед-
ленные» (варикозные) колебания с течением газа вдоль трубки (рис. 2, b).
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В гравитационном поле Солнца наименее устойчивы «варикозные» (медлен-
ные) моды колебаний. При малых значениях напряженности магнитного поля
области сгущения газа проваливаются вниз — тонут (рис. 3, a). Легкие участ-
ки остаются наверху. Газ из этих участков стекает вниз под действием силы
тяжести. Легкие участки, теряя массу, под действием выталкивающей силы
Архимеда с ускорением всплывают к фотосферному уровню (рис. 3, b). Так
развивается неустойчивость Паркера для медленных мод колебаний магнит-
ного поля в конвективной зоне Солнца [8, 12].

Развитие неустойчивости Паркера в зависимости от глубины располо-
жения трубки в конвективной зоне реализуется в различных режимах. На
рис. 4, a представлены данные по распределению газодинамических парамет-

Рис. 3. Потеря устойчивости начального положения магнитной трубки (a); нелинейная
фаза развития неустойчивости Паркера (𝑚 = 5, b)

[Figure 3. Loss of stability of the initial position of the magnetic tube (a); nonlinear phase of
development of the Parker instability (𝑚 = 5, b)]

Рис. 4. Распределение газодинамических параметров в зависимости от глубины конвектив-
ной зоны [12] (a); распределение критических значений напряженности магнитного поля
развития неустойчивости Паркера в зависимости от глубины конвективной зоны и волно-

вого числа 𝑚 (b)
[Figure 4. Distribution of gas-dynamic parameters depending on the depth of the convective
zone [12] (a); distribution of critical values of the magnetic field strength for the development

of the Parker instability depending on the depth of the convective zone and the wave
number 𝑚 (b)]
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ров в пределах конвективной зоны, полученные в рамках проекта GONG [11].
На глубинах, меньших 105 км (средние слои конвективной зоны, радиус Солн-
ца равен 695 000 км на фотосферном уровне), значения газодинамических
параметров нелинейно понижаются: образуется зона высоких градиентов из-
менения газодинамических параметров по глубине. Равновесные положения
магнитной трубки с уменьшением глубины погружения в конвективную зо-
ну становятся менее устойчивыми. С ростом напряженности магнитного по-
ля устойчивость равновесных положений магнитной трубки возрастает. Но
главным параметром для сохранения устойчивости является длина волны
(волновое число 𝑚) колебаний магнитной трубки: с ростом длины волны об-
ласти сгущения газа в трубке под действием силы тяжести легче провалива-
ются вниз, что приводит к развитию неустойчивости Паркера (рис. 3, b). На
рис. 4, b представлены распределения критических значений напряженности
магнитного поля в зависимости от глубины расположения трубки в конвек-
тивной зоне и волнового числа 𝑚. Напряженность магнитного поля эффек-
тивно влияет на устойчивость колебаний магнитной трубки только для сла-
бых полей. При высоких значениях напряженности главным физическим па-
раметром, определяющим устойчивость, становится длина волны (волновое
число 𝑚): с увеличением волнового числа 𝑚 устойчивые равновесные поло-
жения магнитного поля реализуются вплоть до средних слоев конвективной
зоны и выше вблизи фотосферного уровня (рис. 4, b).

Для численного решения система уравнений (1)–(5) обезразмеривается
и выписывается в виде конечных разностей [13]. Итоговая система разност-
ных уравнений разбивается на три группы: группу пересчета координат уз-
лов магнитной трубки, динамическую группу и тепловую группу. Результи-
рующая система разностных уравнений получается неявной и нелинейной.
Численное решение реализуется по методу Ньютона с помощью раздельных
циклических прогонок [13]. Выбранная форма уравнений и использование
массовой переменной позволяет добиться законов сохранения массы и маг-
нитного потока со вторым порядком точности по массовой переменной при
численном решении системы уравнений (1)–(5).

Математическое моделирование зарождения солнечных пятен.
Характерные размеры активных областей в солнечной атмосфере превыша-
ют величину порядка 5 · 105 км [14]. По длине волны это соответствует раз-
витию неустойчивости Паркера для волновых чисел 𝑚 6 10 (рис. 4, b). От-
метим следующее принципиальное обстоятельство: по начальной постановке
задачи развитие неустойчивости Паркера является МГД-процессом с неболь-
шим числом степеней свободы. При работе с конкретной моделью внутрен-
него строения Солнца [11] для выбранной длины волны (волнового числа
𝑚) начальное развитие неустойчивости Паркера определяется единственным
свободным МГД-параметром. Наиболее удобным параметром является на-
чальная напряженность магнитного поля в трубке 𝐻0.

На рис. 3, b представлена нелинейная фаза развития неустойчивости Пар-
кера для волнового числа 𝑚 = 10 (длина волны 𝜆 ∼ 4.2 · 105 км — порядка
размеров стандартной активной области [1, 3]). Начальная напряженность
магнитного поля 𝐻0 = 4 · 106 Гс. В этих условиях по данным внутренне-
го строения Солнца из работы [11] неустойчивость Паркера развивается на
глубине ∼ 93 800 км от фотосферного уровня. Начальная температура газа
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в трубке 𝑇𝑖 = 757 000 K. Однозначно рассчитываются остальные термодина-
мические параметры газа в трубке.

По начальным условиям задачи рассчитываются значения МГД-парамет-
ров всплывающей магнитной трубки на фотосферном уровне. Эти же значе-
ния являются физическими параметрами зарождающихся солнечных пятен
(рис. 1). На рис. 3, b представлено всплывание арочной структуры магнитно-
го поля из исходного положения равновесия к фотосферному уровню в вы-
бранном режиме. Эволюция всплывающей и подгружающейся частей трубки
происходит несимметричным образом: верхняя часть всплывает неограничен-
но высоко, при этом все вещество из нее стекает вниз. Скорость опускания
нижней части трубки с течением времени постепенно понижается — приток
вещества заставляет ее постепенно опускаться вниз, но основная часть мас-
сы поступает на ранней стадии, после чего она практически не меняется —
трубка «заякоривается».

На рис. 5, a представлено изменение температуры газа в верхней точке
всплывающей арочной магнитной структуры при подъеме к фотосферному
уровню. Температура газа внутри трубки плавно уменьшается от начального
значения 757 000 K до значения 600 К на фотосферном уровне. Сравнение
температуры газа внутри и снаружи трубки при подъеме обнаруживает сле-
дующую закономерность. Практически на всех глубинах конвективной зоны
температура газа в трубке близка к температуре окружающей среды (отноше-
ние температур близко к единице, см. рис. 5, b). На глубинах, меньших 104 км
от фотосферного уровня, возникает аномалия: температура газа внутри труб-
ки резко понижается по отношению к значениям температуры окружающего
газа.

Аналогично ведет себя напряженность магнитного поля в трубке на раз-
личных глубинах конвективной зоны (рис. 6, а). Напряженность поля в труб-
ке плавно понижается от начального значения 𝐻0 = 4 · 106 Гс до величины
326 Гс на фотосферном уровне. При этом отношение магнитного давления
в трубке к давлению окружающего газа стабильно удерживается в диапа-
зоне 0.1÷0.2 на всех глубинах конвективной зоны. При достижении глубин,
меньших 104 км, давление магнитного поля в трубке резко понижается по
отношению к давлению окружающего газа (рис. 6, b).

Аномальное поведение МГД-параметров трубки вблизи фотосферного
уровня регистрируется также по изменению плотности газа в трубке по срав-
нению с плотностью окружающего газа на различных глубинах конвективной
зоны (рис. 7). Плотности газа внутри и снаружи трубки практически совпа-
дают на всех стадиях подъема (отношение плотностей порядка единицы, см.
рис. 7, a). На малых глубинах порядка 5 000 км плотность газа в трубке резко
нарастает по сравнению с плотностью окружающей среды (рис. 7, b).

В целом всплывание магнитного потока реализуется в дозвуковом режи-
ме (рис. 8, b). Величина скорости подъема стабильно удерживается в диапа-
зоне 0.1÷0.2 от местной скорости звука на всех глубинах конвективной зоны.
Вблизи фотосферного уровня из-за понижения температуры окружающего
газа (рис. 4, а) нелинейно понижаются значения местной скорости звука. Ско-
рости подъема магнитного поля становятся сверхзвуковыми, и реализуется
режим сверхзвукового выноса магнитного поля в хромосферу Солнца. Выше
фотосферного уровня генерируются ударные волны (M ∼ 2, рис. 8, b), сопро-
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Рис. 5. Температура газа в трубке (a), отношение температур газа внутри и снаружи
трубки (b) в зависимости от глубины конвективной зоны

[Figure 5. The temperature of the gas in the tube (a), the ratio of the temperatures of the gas
inside and outside the tube (b) depending on the depth of the convective zone]

Рис. 6. Напряженность магнитного поля в трубке (a), отношение магнитного давления
в трубке к давлению окружающего газа (b) в зависимости от глубины конвективной зоны
[Figure 6. The magnetic field strength in the tube (a), the ratio of the magnetic pressure in the
tube to the pressure of the surrounding gas (b) depending on the depth of the convective zone]

Рис. 7. Отношение плотностей газа внутри и снаружи магнитной трубки в средних слоях
конвективной зоны (a), вблизи фотосферного уровня (b)

[Figure 7. The ratio of gas densities inside and outside the magnetic tube in the middle layers
of the convective zone (a), near the photospheric level (b)]
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Рис. 8. Уменьшение абсолютной скорости подъема магнитной трубки (в км/сек) вблизи
фотосферного уровня (a); нелинейный рост скорости подъема магнитной трубки в числах

Маха (b)
[Figure 8. Decrease in the absolute rate of ascent of the magnetic tube (in km/sec) near the
photospheric level (a); nonlinear increase in the rate of ascent of the magnetic tube in Mach

numbers (b)]

вождающиеся ростом температуры и мощности волнового потока в пределах
активной области [6, 15].

Заключение. Анализ устойчивости колебаний магнитных полей на раз-
личных глубинах конвективной зоны (рис. 4, b) позволяет сделать вывод,
что главным физическим параметром, определяющим устойчивость зарож-
дающейся активной области, является ее горизонтальный размер. С ростом
размера активной области (длины волны развития неустойчивости Паркера)
ее рождение реализуется при сбросе магнитных полей с большей глубины
конвективной зоны. При увеличении глубины начального расположения маг-
нитной трубки в конвективной зоне в ней по барометрическому закону растут
давление и плотность газа. Нелинейно возрастает масса стекающего газа при
всплывании арочной структуры и масса «заякоривания» магнитного поля
в основании.

Напряженность магнитного поля в трубке не играет такой важной роли
для устойчивости равновесных положений, как горизонтальный размер. При
увеличении напряженности магнитного поля в трубке устойчивость равновес-
ных положений нелинейно возрастает только для слабых полей (рис. 4, b).
При достижении определенных значений рост напряженности поля увеличи-
вает устойчивость магнитной трубки незначительно. С этим обстоятельством
связано интересное наблюдательное явление при зарождении активной обла-
сти: хвостовая часть активной области всплывает на фотосферный уровень
раньше головной части (рис. 1). В хвостовой части магнитные поля распреде-
лены по большей площади, чем в головной. При условии сохранения магнит-
ного потока напряженность поля в хвостовой части ниже, чем в лидирующей
группе, и потеря устойчивости происходит раньше по времени. Зависимость
от роста напряженности небольшая (рис. 4, b) и задержка составляет несколь-
ко минут согласно наблюдательным данным [3,7].

Результаты математического моделирования подъема магнитных полей
из равновесных положений к фотосферному уровню позволяет сформулиро-
вать главный результат настоящей работы: развитие неустойчивости Парке-
ра в длинноволновой части спектра глобальных колебаний магнитных по-
лей (волновое число 𝑚 6 10) в пределах конвективной зоны обеспечивает
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всплывание магнитного потока к фотосферному уровню со значениями МГД-
параметров, близкими к физическим параметрам, измеряемым в солнечных
пятнах. Из-за нелинейного падения температуры окружающего газа режим
всплывания магнитного поля в верхних слоях конвективной зоны становится
сверхзвуковым. Зарождающаяся активная область становится мощным ис-
точником потока ударных волн, уходящих в солнечную атмосферу, что со-
гласуется с данными наблюдений [6,15].
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Abstract

In the present study, the initial stage of the generation of a group of
sunspots at the photospheric level of the Sun is studied by computer sim-
ulation. The development of the nonlinear phase of the Parker instability
of large-scale oscillations of magnetic fields in the middle layers of the con-
vective zone is numerically modeled. The process of adiabatic cooling of a
thin magnetic tube that floats from depths of the order of 100,000 km to the
photospheric level is studied. The results of the calculations make it possible
to analyze in detail the change in the magnetogasdynamic parameters of the
tube at different depths of the convective zone, and to obtain the values of
the physical parameters of emerging sunspots that can be compared with
observational data.
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Mathematical modeling of sunspot nucleation at the photospheric level of the Sun

The paper investigates the physical mechanism of the time delay in the
formation of the head part of the active region compared with the formation
of the sprayed tail part. The problem of stability of nascent active regions is
also being investigated. The physical parameters determining the stability
of the formed active regions at various phases of the solar activity cycle are
highlighted. The physical mechanism of generation of a powerful shock wave
flux in the initial stage of the nucleation of the active region, which makes
a significant contribution to the abnormal heating of the solar atmosphere
recorded in the observational data, has been determined.

Keywords: photosphere, sunspots, convective zone of the Sun, magnetic
tube, Parker instability.
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Abstract

In the present work, a common fixed point result for self-mappings on
orthogonal complete metric spaces, which are not necessarily complete, is
proved. Furthermore, as an application, we find the existence of solutions to
two differential equations.
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1. Introduction and Preliminary. The pioneering mathematician in the
area of fixed point theory was Banach, who established and proved the first fixed
point theorem is named the Banach contraction theorem [1]. After that, extensions
of this theorem have been obtained either by generalizing the distance properties
of the underlying metric space or by modifying the contractive condition on the
mappings.

In 2017, Eshaghi Gordji et al. [2] defined orthogonal metric spaces as a gen-
eralization of metric spaces, as follows:
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Definition 1 [2]. Let 𝑋 ̸= ∅ and let ⊥⊂ 𝑋 × 𝑋 be a binary relation. If ⊥
satisfies the following hypothesis:

∃𝑥0 : (∀𝑦, 𝑦 ⊥ 𝑥0) or (∀𝑦, 𝑥0 ⊥ 𝑦).

Then (𝑋,⊥) is called an orthogonal set (briefly 𝑂-set).
The triplet (𝑋,⊥, 𝑑) is called an orthogonal metric space if (𝑋, 𝑑) is a metric

space and (𝑋,⊥) is an 𝑂-set, and 𝑥0 is said to be an orthogonal element.
Then, an important extension of the Banach fixed point principal is given, as

follows:
Theorem 1 [2]. Let (𝑋,⊥, 𝑑) be an 𝑂-complete metric space and 𝑇 a self-

mapping on 𝑋 which is ⊥-preserving and ⊥-continuous. If there exists 𝑘 ∈ [0, 1)
such that for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋:

𝑥 ⊥ 𝑦 implies 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) 6 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦). (1)

Then, 𝑇 has a unique fixed point.1

Later, many remarkable works in this area can be found in [3–5].
Motivated by [2] and other works concerning the theory of common fixed

points [6–9], in this paper we restrict our studies only to orthogonal elements, to
prove a result of common fixed points in a new setting and under weak conditions.
In other words, we extend condition (1) to two self-mappings 𝑓 , 𝑔 : 𝑋 ↦→ 𝑋, as
follows:

𝑥 ⊥ 𝑦 implies 𝑑(𝑓𝑥, 𝑔𝑦) 6 𝜑(𝑑(𝑥, 𝑦)),

where 𝜑 ∈ Φ, the class of all nondecreasing selfmaps 𝜑 on [0,+∞) satisfying∑︀+∞
𝑛=1 𝜑

𝑛(𝑡) < +∞ for all 𝑡 > 0.
Moreover, an extension of the Banach fixed point theorem is delivered for a

large class of mappings, we call it weakly-⊥-preserving.
In addition, we give an example to support the proven theorem and to show

the usability of this new direction of research.
At the end of the results, an application to the study of the existence of

common solutions for a class of differential equations is presented.
Finally, we assert some definitions that will be needed in the topic:
Definition 2 [2]. Let (𝑋,⊥) be an 𝑂-set. A mapping 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 is said to

be ⊥-preserving if 𝑇𝑥 ⊥ 𝑇𝑦 whenever 𝑥 ⊥ 𝑦.
Definition 3 [2]. Let (𝑋,⊥) be an 𝑂-set. A sequence {𝑥𝑛} is called an or-

thogonal sequence (briefly, 𝑂-sequence) if

(∀𝑛, 𝑥𝑛 ⊥ 𝑥𝑛+1) or (∀𝑛, 𝑥𝑛+1 ⊥ 𝑥𝑛).

Definition 4 [2]. Let (𝑋,⊥, 𝑑) be an orthogonal metric space. Then, a map-
ping 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 is said to be orthogonally continuous (briefly ⊥-continuous) in
𝑥 ∈ 𝑋, if for each 𝑂-sequence {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 such that 𝑥𝑛 → 𝑥 as 𝑛→ ∞, we obtain
𝑇𝑥𝑛 → 𝑇𝑥 as 𝑛 → ∞. In addition, 𝑇 is said to be ⊥-continuous on 𝑋 if 𝑇 is
⊥-continuous in each 𝑥 ∈ 𝑋.

1In the sequel, we will recall the related basic notions of orthogonality.
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Definition 5 [2]. Let (𝑋,⊥, 𝑑) be an orthogonal metric space. Then, 𝑋 is
said to be orthogonally complete (or ⊥-complete) if every Cauchy 𝑂-sequence is
convergent.

Remark 1 [2]. Every complete metric space (continuous mapping) is𝑂-complete
metric space (⊥-continuous mapping) and the converse is not true.

Example 1 [2]. Let 𝑋 = 𝑍. Define the binary relation ⊥ in 𝑋 by 𝑚 ⊥ 𝑛 if
there exists 𝑘 ∈ Z such that 𝑚 = 𝑘𝑛. It is easy to see that 0 ⊥ 𝑛 for all 𝑛 ∈ Z.
Hence, (𝑋,⊥) is an 𝑂-set.

2. Main results. The main result of this article is the following:
Theorem 2. Let (𝑋,⊥, 𝑑) be an 𝑂-complete metric space and 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → 𝑋

be ⊥-continuous mappings such that:
1) 𝑥 ⊥ 𝑦 =⇒ (𝑓𝑥 ⊥ 𝑔𝑦 or 𝑔𝑦 ⊥ 𝑓𝑥) and (𝑔𝑥 ⊥ 𝑓𝑦 or 𝑓𝑦 ⊥ 𝑔𝑥);
2) 𝑥 ⊥ 𝑦 =⇒ 𝑑(𝑔𝑥, 𝑓𝑦) 6 𝜑(𝑑(𝑥, 𝑦)), for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, where 𝜑 ∈ Φ.
Then, 𝑓, 𝑔 have a common fixed point.
P r o o f. Since 𝑋 is an 𝑂-set, there exists at least 𝑥0 ∈ 𝑋 such that

∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥0 ⊥ 𝑦 or ∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ⊥ 𝑥0.

So, in particular we have 𝑥0 ⊥ 𝑓𝑥0 or 𝑓𝑥0 ⊥ 𝑥0. We can choose a sequence {𝑥𝑛}
defined by 𝑥2𝑛+1 = 𝑓𝑥2𝑛 and 𝑥2𝑛+2 = 𝑔𝑥2𝑛+1 for all 𝑛 ∈ N*. The condition 1)
implies

∀𝑛 ∈ N*, 𝑥𝑛 ⊥ 𝑥𝑛+1 or ∀𝑛 ∈ N*, 𝑥𝑛+1 ⊥ 𝑥𝑛.

Then, {𝑥𝑛} is an 𝑂-sequence.
Hence, we have

𝑑(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2) = 𝑑(𝑓𝑥2𝑛, 𝑔𝑥2𝑛+1) 6 𝜑(𝑑(𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛+1)).

Similarly, we have

𝑑(𝑥2𝑛+2, 𝑥2𝑛+3) = 𝑑(𝑓𝑥2𝑛+2, 𝑔𝑥2𝑛+1) 6 𝜑(𝑑(𝑥2𝑛+1, 𝑥2𝑛+2)).

Therefore,

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) 6 𝜑(𝑑(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)) 6 𝜑
2(𝑑(𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1)) 6 · · · 6 𝜑𝑛(𝑑(𝑥0, 𝑥1)),

for all 𝑛 ∈ N. Let 𝑛, 𝑚 ∈ N*, we have

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑚) 6
𝑘=𝑛+𝑚−1∑︁

𝑘=𝑛

𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1) 6
𝑘=𝑛+𝑚−1∑︁

𝑘=𝑛

𝜑𝑘(𝑑(𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1)). (2)

Letting 𝑛, 𝑚→ ∞ in (2), we deduce that {𝑥𝑛} is an Cauchy 𝑂-sequence. Since
𝑋 is an 𝑂-complete space there exists 𝑢 ∈ 𝑋 such that lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑢. On the other

side, the orthogonal continuity of 𝑓 , 𝑔 implies lim
𝑛→∞

𝑓𝑥𝑛 = 𝑓𝑢 and lim
𝑛→∞

𝑔𝑥𝑛 = 𝑔𝑢,
which leads to 𝑢 = 𝑓𝑢 = 𝑔𝑢. �

Example 2. Let 𝑋 = Q and 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 is the usual
metric on 𝑋.
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Define a binary relation on 𝑋 by

𝑥 ⊥ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 = 0 or 𝑦 = 0.

Note that (𝑋,⊥, 𝑑) is not a complete metric space, but is an 𝑂-complete metric
space.

Consider the mappings 𝑓 , 𝑔 : 𝑋 → 𝑋 defined by

𝑓(𝑥) =

{︃
1, if 𝑥 = 1,

𝑥/3, if 𝑥 ̸= 1,

and

𝑔(𝑥) =

{︃
1, if 𝑥 = 1,

𝑥/2, if 𝑥 ̸= 1.

Without loss of generality, let 𝑥𝑛 ⊥ 𝑥𝑛+1 for each 𝑛 ∈ N. Then we have 𝑥𝑛 = 0,
which leads to 𝑓𝑥𝑛 = 𝑥𝑛/3 = 0 = 𝑓0 and 𝑔𝑢𝑛 = 𝑥𝑛/2 = 0 = 𝑔0. Therefore 𝑓 , 𝑔
are ⊥-continuous mappings.

Clearly, the mappings 𝑓, 𝑔 satisfy the condition 1) of Theorem 2.
On the other hand, let 𝜑 be a function defined by 𝜑(𝑡) = 3𝑡/4, for all 𝑡 > 0.

Let 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 such that 𝑥 ⊥ 𝑦, we obtain 𝑥 = 0 or 𝑦 = 0.
Case 1: If 𝑥 = 0, we have

𝑑(𝑓0, 𝑔𝑦) =
|𝑦|
2
6

3

4
𝑑(0, 𝑦) 6 𝜑(𝑑(0, 𝑦)).

Case 2: If 𝑦 = 0, we have

𝑑(𝑓𝑥, 𝑔0) =
|𝑥|
3
6

3

4
𝑑(𝑥, 0) 6 𝜑(𝑑(𝑥, 0)).

Then, all assumptions of Theorem 2 are satisfied and 1 = 𝑓1 = 𝑔1 is the
common fixed point.

Now, we introduce a new definition named weakly-⊥-preserving self-mapping:
Definition 6. Let (𝑋,⊥) be an 𝑂-set. A mapping 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 is said to be

weakly-⊥-preserving if 𝑇𝑥 ⊥ 𝑇𝑦 or 𝑇𝑦 ⊥ 𝑇𝑥 whenever 𝑥 ⊥ 𝑦.
Remark 2. It is clear that a ⊥-preserving mapping is a weakly-⊥-preserving

mapping, but in general the converse is not true.
Example 3. Let 𝑋 = [0, 1], define the function 𝑇𝑥 = 1 − 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑋. Define a

binary relation ⊥⊂ 𝑋 ×𝑋 by

𝑥 ⊥ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 6 𝑦.

Therefore, (𝑋,⊥) is an 𝑂-set with the orthogonal element 𝑥0 = 0.
We have 0 ⊥ 1, 𝑇0 = 1 and 𝑇1 = 0, thus 𝑇1 ⊥ 𝑇0 but 𝑇0 ⊥ 𝑇1 does not

hold.
Thus, the mapping 𝑇 is weakly-⊥-preserving, but not ⊥-preserving.
By taking 𝑔 = 𝑓 in our main theorem, we obtain a new generalization of

Theorem 1.
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Theorem 3. Let (𝑋,⊥, 𝑑) be an 𝑂-complete metric space and 𝑇 be a self-
mapping on 𝑋 which is weakly-⊥-preserving and ⊥-continuous. If there exists
𝜑 ∈ Φ such that for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, we have

𝑥 ⊥ 𝑦 implies 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) 6 𝜑(𝑑(𝑥, 𝑦)).

Then, 𝑇 has a unique fixed point.

3. Application. In this section, we will prove the existence of a common
solution for the two differential equations:{︃

𝑥′(𝑡) = 𝑘(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐼 = [0, 𝜃], 𝜃 ∈ (1,+∞);

𝑥(1) = 𝑎, 𝑎 > 2,
(3)

and ⎧⎨⎩𝑥′(𝑡) = 𝑘

(︂
𝑡, 𝑎+

∫︁ 𝑡

1
𝑘(𝑢, 𝑥(𝑢)𝑑𝑢

)︂
, 𝑡 ∈ 𝐼 = [0, 𝜃], 𝜃 ∈ (1,+∞);

𝑥(1) = 𝑎, 𝑎 > 2,

(4)

where 𝑥 ∈ 𝒞(𝐼), the space of all continuous functions from 𝐼 into R and 𝑘 : 𝐼×R →
R is a continuous mapping.

Let 𝑋 = {𝑥 ∈ 𝒞(𝐼)/𝑥(𝑡) > 1} endowed by the metric

𝑑(𝑥, 𝑦) = sup
𝑡∈𝐼

|𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)|.

Define the mappings 𝑓 , 𝑔 : 𝑋 → 𝑋, as follows:

𝑓𝑥(𝑡) = 𝑎+

∫︁ 𝑡

1
𝑘(𝑠, 𝑥(𝑠))𝑑𝑠, (5)

and

𝑔𝑥(𝑡) = 𝑎+

∫︁ 𝑡

1
𝑘

(︂
𝑠, 𝑎+

∫︁ 𝑠

1
𝑘(𝑢, 𝑥(𝑢))𝑑𝑢

)︂
𝑑𝑠, (6)

for all 𝑡 ∈ 𝐼.
Hence, equations (3) and (4) have a common solution if and only if the map-

pings 𝑓 and 𝑔 have a common fixed point.
Theorem 4. Let 𝑓, 𝑔 : 𝑋 → 𝑋 be the mappings defined by (5) and (6).

Assuming that the following conditions are satisfied:
1) 𝑘(𝑡, 𝑥) > 0 for all 𝑥 > 0 and 𝑡 ∈ 𝐼;
2) there exists ℎ < 1 such that for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,

we have
|𝑘( · , 𝑓𝑥)− 𝑘( · , 𝑦)| 6 ℎ

𝜃 − 1
|𝑥− 𝑦|, (7)

for any 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒞(𝐼), with 𝑥𝑦 > 𝑦 or 𝑥𝑦 > 𝑥.
Then, the differential equations (3) and (4) have a positive common solution.
P r o o f. Let 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Define an orthogonal relation ⊥ on 𝑋 by

𝑥 ⊥ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) > 𝑦(𝑡) or 𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) > 𝑥(𝑡), for all 𝑡 ∈ 𝐼. (8)
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It is clear that (𝑋,⊥, 𝑑) is a 𝑂-complete metric space.
Let 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒞(𝐼) be such that 𝑥 ⊥ 𝑦, since 𝑓𝑥(𝑡), 𝑔𝑦(𝑡) > 2, then 𝑓𝑥(𝑡)𝑔𝑦(𝑡) >

𝑔𝑦(𝑡) and 𝑔𝑥(𝑡)𝑓𝑦(𝑡) > 𝑓𝑦(𝑡), which means that condition 1) of Theorem 2 holds.
Also, from the definitions of 𝑓 and 𝑔, we see that 𝑓 , 𝑔 are ⊥-continuous.

On the other hand, we will show that the contraction 2) of Theorem 2 is
satisfied.

By considering (7) and (8), we obtain

|𝑔𝑥(𝑡)− 𝑓𝑦(𝑡)| 6
∫︁ 𝑡

1
|𝑘(𝑠, 𝑓𝑥(𝑠))− 𝑘(𝑠, 𝑦(𝑠))|𝑑𝑠 6

6
∫︁ 𝜃

1

ℎ

𝜃 − 1
|𝑥(𝑠)− 𝑦(𝑠)|𝑑𝑠 6 ℎ𝑑(𝑥, 𝑦).

So
𝑑(𝑔𝑥, 𝑓𝑦) 6 𝜑(𝑑(𝑥, 𝑦)).

where 𝜑(𝑡) = ℎ𝑡, with ℎ < 1.
Finally, we conclude by Theorem 2 that the differential equations (3) and (4)

have a positive common solution. �

Remark 3. In the above theorem, the function 𝑥0(𝑡) = 2 for all 𝑡 ∈ 𝐼 is an
orthogonal element.

Competing interests. On behalf of all authors, the corresponding author states that
there is no conflict of interest.
Authors’ contributions and responsibilities. Each author has participated in the
development of the concept of the article and in the writing of the manuscript. The
authors are absolutely responsible for submitting the final manuscript in print. Each
author has approved the final version of the manuscript.
Data availability. No data were used to support this study.

References
1. Banach S. Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur applications aux équations

intégrales, Fund. Math., 1922, vol. 3, no. 1, pp. 133–181. http://eudml.org/doc/213289.
2. Gordji M. E., Rameani M., De La Sen M., Cho Y.J. On orthogonal sets and Banach fixed

point theorem, Fixed Point Theory, 2017, vol. 18, no. 2, pp. 569–578. DOI: https://doi.
org/10.24193/fpt-ro.2017.2.45.

3. Baghani H., Eshaghi Gordji M., Ramezani M. Orthogonal sets: The axiom of choice and
proof of a fixed point theorem, J. Fixed Point Theory Appl., 2016, vol. 18, pp. 465–477.
DOI: https://doi.org/10.1007/s11784-016-0297-9.

4. Khalehoghli S., Rahimi H., Eshaghi Gordji M. Fixed point theorems in 𝑅-metric spaces with
applications, AIMS Mathematics, 2020, vol. 5, no. 4, pp. 3125–3137. DOI: https://doi.org/
10.3934/math.2020201.

5. Touail Y., El Moutawakil D. Fixed point theorems on orthogonal complete metric
spaces with an application, Int. J. Nonl. Anal. Appl., 2021, vol. 12, no. 2, pp. 1801–1809.
DOI: https://doi.org/10.22075/ijnaa.2021.23033.2464.

6. Jaid J., Touail Y., El Moutawakil D. On 𝜇𝐹 -contraction: New types of fixed points and
common fixed points in Banach spaces, Asian-European J. Math., 2023, vol. 16, no. 11,
2350198. DOI: https://doi.org/10.1142/S179355712350198X.

742

http://eudml.org/doc/213289
https://doi.org/10.24193/fpt-ro.2017.2.45
https://doi.org/10.24193/fpt-ro.2017.2.45
https://doi.org/10.1007/s11784-016-0297-9
https://doi.org/10.3934/math.2020201
https://doi.org/10.3934/math.2020201
https://doi.org/10.22075/ijnaa.2021.23033.2464
https://doi.org/10.1142/S179355712350198X


A new common fixed point theorem . . .

7. Touail Y., El Moutawakil D. ew common fixed point theorems for contractive self mappings
and an application to nonlinear differential equations, Int. J. Nonlinear Anal. Appl., 2021,
vol. 12, no. 1, pp. 903–911. DOI: https://doi.org/10.22075/IJNAA.2021.21318.2245.

8. Touail Y., El Moutawakil D. Some new common fixed point theorems for contractive
selfmappings with applications, Asian-European J. Math., 2022, vol. 15, no. 4, 2250080.
DOI: https://doi.org/10.1142/S1793557122500802.

9. Touail Y., Jaid A., El Moutawakil D. A note on common fixed point theorems in a bounded
metric space, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech.
Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2023, vol. 27, no. 2, pp. 241–249. EDN: ZXSBPZ. DOI: https://
doi.org/10.14498/vsgtu1940.

743

https://doi.org/10.22075/IJNAA.2021.21318.2245
https://doi.org/10.1142/S1793557122500802
https://elibrary.ru/ZXSBPZ
https://doi.org/10.14498/vsgtu1940
https://doi.org/10.14498/vsgtu1940


Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2023. Т. 27, № 4. С. 737–744
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1998
EDN: KPNGNF

УДК 517.988.523

Новая общая теорема о неподвижной точке
в ортогональных метрических пространствах
и ее приложение

Y. Touail, A. Jaid, D. El Moutawakil
Университет Султана Мулая Слимана,
Бени-Меллаль, 23000, Марокко.

Аннотация
Доказывается общий результат о неподвижной точке для самоотоб-

ражений на ортогональных полных метрических пространствах, кото-
рые не обязательно полны. В качестве приложения полученного резуль-
тата найдено существование решений двух дифференциальных уравне-
ний.

Ключевые слова: общая неподвижная точка, ортогональное метриче-
ское пространство.

Получение: 28 января 2023 г. / Исправление: 17 ноября 2023 г. /
Принятие: 13 декабря 2023 г. / Публикация онлайн: 25 декабря 2023 г.

Конкурирующие интересы. От имени всех авторов автор-корреспондент заяв-
ляет об отсутствии конфликта интересов.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи; все авторы сделали эквивалентный вклад в подготовку пуб-
ликации. Авторы несут полную ответственность за предоставление окончательной
рукописи в печать. Окончательная версия рукописи была одобрена всеми авторами.
Доступность данных. Никакие данные не использовались в этом исследовании.

Дифференциальные уравнения и математическая физика
Краткое сообщение
© Коллектив авторов, 2023
© СамГТУ, 2023 (составление, дизайн, макет)

cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0
International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)
Образец для цитирования
To u a i l Y., J a i d A., E l Mou t aw a k i l D. A new common fixed point theorem on orthogo-
nal metric spaces and an application, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2023, vol. 27, no. 4, pp. 737–744. EDN:
KPNGNF. DOI: 10.14498/vsgtu1998.

Сведения об авторах
Youssef Touail https://orcid.org/0000-0003-3593-8253
MATIC, Faculté Polydisciplinaire de Khouribga;
e-mail: youssef9touail@gmail.com; y.touail@usms.ma
Amine Jaid https://orcid.org/0000-0001-7322-2008
MATIC, Faculté Polydisciplinaire de Khouribga; e-mail: aminejaid1990@gmail.com
Driss El Moutawakil https://orcid.org/0000-0001-7322-2008
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Аннотация
Известно, что в курсах анализа кратные ряды рассматриваются лишь

на понятийном уровне, приводятся их простейшие свойства. Широко
распространены два способа суммирования кратных рядов Фурье — сфе-
рический и прямоугольный. В данной работе предлагается новый способ
обоснования сходимости многомерных рядов путем их сведения к одно-
мерному ряду, что позволяет применить известные утверждения для
одномерных рядов к многомерным. В качестве иллюстрации указанно-
го способа суммирования приведены примеры обоснования сходимости
числовых и функциональных рядов.
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1. Рассмотрим положительный числовой ряд
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=1

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 , (1)

где 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 — неотрицательные действительные числа.
Как известно, теория одномерных числовых и функциональных рядов

достаточно полно изложена в курсах по математическому анализу. Одна-
ко кратные ряды в них рассматриваются на понятийном уровне (см. на-
пример, [1, c. 359–376], [2, c. 59–66], [3, c. 665–671], [4, § 9.15] и др. авторов)
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и приводятся лишь их простейшие свойства. В монографиях [5, 6] предпри-
няты попытки систематического изложения теории двойных числовых рядов
и некоторых важных классов функциональных рядов.

При изучении краевых задач для дифференциальных уравнений смешан-
ного типа и других в многомерных областях, например, прямоугольном па-
раллелепипеде, цилиндре, эллипсоиде, возникают многомерные ряды по си-
стеме собственных функций соответствующей задачи на собственные значе-
ния. Решение таких краевых задач и определяется с помощью таких рядов
с малыми знаменателями [7–11]. В связи с этим возникают вопросы по обос-
нованию сходимости многомерных числовых и функциональных рядов.

В данной работе предлагается новый способ обоснования сходимости по-
ложительного ряда (1) путем его сведения к одномерному ряду.

Для числа 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 через 𝑀 определим максимум конечного набора нату-
ральных чисел {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛}:

𝑀 = max{𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛} = max
16𝑘6𝑛

{𝑖𝑘}.

Лемма 1. Число членов 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 ряда (1), у которых хотя бы один из
индексов 𝑖𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, равен 𝑀, определяется по формуле

𝑀𝑛 − (𝑀 − 1)𝑛. (2)

До к а з ат е л ь ств о. При заданном натуральном 𝑀 > 1 число всех чле-
нов 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 ряда (1), где индексы 𝑖𝑘 не превосходят 𝑀 , т.е. 𝑖𝑘 6 𝑀 , 𝑘 = 1, 𝑛,
равно 𝑀𝑛 и их для наглядности можно изобразить изолированными точками
(целочисленными индексами) многомерного куба, расположенного в первом
поликвадранте 1 6 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, системы координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Тогда все
точки 𝑎𝑖1,𝑖2...𝑖𝑛 такого куба с заданными 𝑀 , т.е. хотя бы один из индексов 𝑖𝑘,
𝑘 = 1, 𝑛, равен 𝑀 , лежат только на гранях 𝑥𝑘 = 𝑀 , 𝑘 = 1, 𝑛. Внутри куба
1 6 𝑥𝑘 6𝑀 −1, 𝑘 = 1, 𝑛, не содержится ни одна такая точка. Следовательно,
чтобы найти число членов ряда (1) с заданным 𝑀 , надо из числа 𝑀𝑛 вычесть
число (𝑀 − 1)𝑛. �

Лемма 2. При любом 𝑁 ∈ N справедливо равенство1

𝑁∑︁
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=1

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =

𝑁∑︁
𝑀=1

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 . (3)

До к а з ат е л ь ств о. В левой части соотношения (3) всего 𝑁𝑛 членов.
Найдем число членов из правой части (3), используя формулу (2):

𝑁∑︁
𝑀=1

(𝑀𝑛 − (𝑀 − 1)𝑛) = 1 + 2𝑛 − (2− 1)𝑛 + 3𝑛 − (3− 1)𝑛 + · · ·+

+ (𝑁 − 1)𝑛 − (𝑁 − 2)𝑛 +𝑁𝑛 − (𝑁 − 1)𝑛 = 𝑁𝑛.

Это означает, что соотношение (3) является верным равенством. �
1Отметим, что в правой части равенства (3) и далее по тексту работы суммирование

ведется по новому индексу 𝑀 и эту часть следует понимать как сумму членов 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

ряда (1), у которых хотя бы один из индексов равен 𝑀 .
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Теорема 1. Пусть при больших 𝑀 коэффициенты ряда (1) имеют оцен-
ку 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 = 𝑂(𝑀−𝑝), 𝑝 = 𝑛+ ℎ, 0 < ℎ < 1. Тогда ряд (1) сходится.

До к а з ат е л ь ств о. В силу формулы (2) число членов ряда (1) с за-
данным 𝑀 имеет порядок 𝑀𝑛−1. Тогда ряд (1) мажорируется сходящимся
рядом

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=1

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =

∞∑︁
𝑀=1

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 6 𝐶1

∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀1+ℎ
< +∞,

где 𝐶𝑖 — здесь и далее положительные постоянные, не зависящие от 𝑛. �
В качестве использования теоремы 1 рассмотрим следующие примеры.
Пример 1. Исследовать на сходимость ряд

∞∑︁
𝑖1,𝑖2...𝑖𝑛=1

1

(𝑖1 + 𝑖2 + · · ·+ 𝑖𝑛)𝛼
, 𝛼 > 0. (4)

Для этого общий член ряда (4) оценим следующим образом:

1

𝑛𝛼𝑀𝛼
<

1

(𝑖1 + 𝑖2 + · · ·+ 𝑖𝑛)𝛼
=

1

𝑀𝛼

1(︀
𝑖1
𝑀 + 𝑖2

𝑀 + · · ·+ 𝑖𝑛
𝑀

)︀𝛼 <
1

𝑀𝛼
. (5)

Тогда ряд (4) оценивается рядом

∞∑︁
𝑖1,𝑖2...𝑖𝑛=1

1

(𝑖1 + 𝑖2 + · · ·+ 𝑖𝑛)𝛼
=

∞∑︁
𝑀=1

1

(𝑖1 + 𝑖2 + · · ·+ 𝑖𝑛)𝛼
<

< 𝐶2

∞∑︁
𝑀=1

𝑀𝑛−1

𝑀𝛼
= 𝐶2

∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀𝛼+1−𝑛
,

который сходится при 𝛼 > 𝑛. С другой стороны, в силу (5) ряд (4) снизу
оценивается рядом

∞∑︁
𝑖1,𝑖2...𝑖𝑛=1

1

(𝑖1 + 𝑖2 + · · ·+ 𝑖𝑛)𝛼
> 𝐶3

∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀𝛼−𝑛+1
.

Последний ряд при 𝛼 6 𝑛 расходится. Следовательно, ряд (4) сходится только
при 𝛼 > 𝑛.

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=1

1

(𝑖𝛽1
1 + 𝑖𝛽2

2 + · · ·+ 𝑖𝛽𝑛
𝑛 )𝛼

, (6)

где 𝛼 > 0, 𝛽𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛.
Если все 𝛽𝑖 = 𝛽 > 0, то ряд (6) сходится только при 𝛼𝛽 > 𝑛.
Если не все 𝛽𝑖 равны между собой, то ряд (6) сходится при 𝛼𝛽𝑚 > 𝑛

и расходится, когда 𝛼𝛽𝑀 6 𝑛; здесь 𝛽𝑚 = min
16𝑖6𝑛

{𝛽𝑖}, 𝛽𝑀 = max
16𝑖6𝑛

{𝛽𝑖}.
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2. В этом пункте рассмотрим многомерный функциональный ряд

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=1

𝑢𝑖1𝑖2...𝑖𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷 ⊂ R𝑚, (7)

где 𝑛 > 2, 𝑚 > 1, 𝐷— ограниченная область.
В указанной выше литературе по математическому анализу и других пуб-

ликациях отсутствует теория обоснования поточечной, или равномерной, схо-
димости ряда (7) в области 𝐷.

На основании леммы 2 рассмотрим 𝑁 -ю частичную сумму ряда (7):

𝑆𝑁 (𝑥) =
𝑁∑︁

𝑀=1

𝑢𝑖1𝑖2...𝑖𝑛(𝑥). (8)

Будем называть ряд (7) сходящимся в точке 𝑥 ∈ 𝐷, если в этой точке
существует конечный предел последовательности частичных сумм (8):

∃ lim
𝑁→∞

𝑆𝑁 (𝑥). (9)

Будем называть ряд (7) сходящимся поточечно в области 𝐷, если он схо-
дится в каждой точке этой области в смысле сформулированного определе-
ния (9).

Будем называть ряд (7) сходящимся равномерно в области 𝐷, если после-
довательность частичных сумм 𝑆𝑁 (𝑥) сходится равномерно в области 𝐷.

Для последовательности 𝑆𝑁 (𝑥) справедливы все известные критерии и до-
статочные признаки равномерной сходимости.

В качестве применения указанного способа рассмотрим разложение непре-
рывной функции 𝑓(𝑥, 𝑦) в прямоугольнике 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑝, 0 < 𝑦 < 𝑞}
в тригонометрический ряд Фурье по синусам:

𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) =

√︂
2

𝑝𝑞
sin

𝑚𝜋𝑥

𝑝
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑞
, (10)

где 𝑝 и 𝑞— заданные положительные числа. Этот ряд имеет вид

𝑓(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑓𝑚𝑛𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦), (11)

где
𝑓𝑚𝑛 =

x

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦),

при этом справедливо неравенство Бесселя

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑓2𝑚𝑛 6 ‖𝑓‖2𝐿2(𝐷). (12)
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Если 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷) и 𝑓(0, 𝑦) = 𝑓(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, 𝑓(𝑥, 0) =
= 𝑓(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝, то аналогично [12, с. 370–377], [2, c. 335–336] можно
показать справедливость представления

|𝑓𝑚𝑛| =
[︀
|𝑓 (2,0)𝑚𝑛 |+ 2|𝑓 (1,1)𝑚𝑛 |+ 𝑓 (0,2)𝑚𝑛 |

]︀ 1

𝜋2

(︁𝑚
𝑝

+
𝑛

𝑞

)︁−2
=

=
1

𝜋2

(︁𝑚
𝑝

+
𝑛

𝑞

)︁−2 ∑︁
06𝑖,𝑗62,
𝑖+𝑗=2

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |, (13)

где 𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 — коэффициенты Фурье производных при 𝜕𝑖+𝑗𝑓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗

по системе про-

изводных 𝜕𝑖+𝑗𝑣(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗

функций (10).
При этом аналогично (12) справедливы неравенства

+∞∑︁
𝑚,𝑛=1

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |2 6
(︂x

𝐷

𝜕𝑖+𝑗𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗

)︂2

𝑑𝑥𝑑𝑦 =
⃦⃦⃦ 𝜕𝑖+𝑗𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗

⃦⃦⃦2
𝐿2(𝐷)

. (14)

Пусть 𝑑 = max{𝑝, 𝑞}. Тогда

1(︀
𝑚
𝑝 + 𝑛

𝑞

)︀2 =
𝑑2(︀

𝑑
𝑝𝑚+ 𝑑

𝑞𝑛
)︀2 6 𝑑2

(𝑚+ 𝑛)2
. (15)

С учетом оценки (15) из (13) в силу неравенства 𝑎𝑏 6 1
2(𝑎

2 + 𝑏2) имеем

|𝑓𝑚𝑛| 6
(︁𝑑
𝜋

)︁2 1

(𝑚+ 𝑛)2

∑︁
06𝑖,𝑗62,
𝑖+𝑗=2

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 | 6

6
(︁𝑑
𝜋

)︁2 1

2

(︂
1

(𝑚+ 𝑛)4
+

(︂ ∑︁
06𝑖,𝑗62,
𝑖+𝑗=2

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |
)︂2)︂

6

6
1

2

(︁𝑑
𝜋

)︁2
(︂

1

(𝑚+ 𝑛)4
+ 4

∑︁
𝑖+𝑗=2

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |2
)︂
. (16)

Тогда в силу оценок (16) и (14) ряд (11) мажорируется сходящимся чис-
ловым рядом

𝐶4

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

|𝑓𝑚𝑛| 6 𝐶5

(︂ ∞∑︁
𝑚,𝑛=1

1

(𝑚+ 𝑛)4
+ 4

+∞∑︁
𝑚,𝑛=1

∑︁
06𝑖,𝑗62,
𝑖+𝑗=2

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |2
)︂
6

6 𝐶7

(︂ +∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀3
+ 4

∑︁
06𝑖,𝑗62,
𝑖+𝑗=2

+∞∑︁
𝑚,𝑛=1

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |2
)︂
,
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так как в силу леммы 1 в ряде
+∞∑︀

𝑚,𝑛=1

1
(𝑚+𝑛)4

число членов с заданным 𝑀 =

= max{𝑚,𝑛} имеет порядок 1, поэтому

+∞∑︁
𝑚,𝑛=1

1

(𝑚+ 𝑛)4
=

∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀4
(︀
𝑚
𝑀 + 𝑛

𝑀

)︀4 6 𝐶6

∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀3
.

Следовательно, ряд (11) при указанных выше условиях относительно функ-
ции 𝑓(𝑥, 𝑦) сходится равномерно на 𝐷.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
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Abstract

It is known that in analysis courses, multiple series are considered only at
a conceptual level, and their simplest properties are provided. Two widely
used methods for summing multiple Fourier series are the spherical and
rectangular methods. The present study is devoted to a new method of
proving the convergence of multidimensional series by reducing them to
a one-dimensional series, allowing applicating known statements for one-
dimensional series to multidimensional ones. Examples of justifying the con-
vergence of numerical and functional series are provided as an illustration of
this summing method.
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Оценка вероятности столкновения
разноразмерных частиц порошков
при формировании композиционных
покрытий детонационным способом

С. Ю. Ганигин, М. С. Гречухина, А. С. Нечаев
Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация
Представлены результаты оценки вероятности столкновения разно-

размерных частиц материалов при получении композиционных покры-
тий детонационным способом на кумулятивные облицовки перфораци-
онных систем, использующихся при вскрытии нефтяных и газовых пла-
стов. Вследствие разных свойств исходных металлических порошков,
используемых для получения композиционных покрытий, взаимодей-
ствие их частиц между собой в газотермическом потоке может приве-
сти к преждевременному протеканию химических реакций, что приве-
дет к снижению эффективности получаемого покрытия. Предваритель-
ный расчет вероятности столкновения частиц металлических порошков
позволяет обосновать применяемые технологические режимы нанесения
покрытий.

Ключевые слова: детонационное напыление, поток частиц, вероят-
ность столкновения, композиционные материалы, покрытие.
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Гани г и н С. Ю., Г р е ч у х и н а М. С., Н е ч а е в А. С.

1. Введение. Для повышения глубины пробития нефтяных и газовых
пластов перспективно использовать кумулятивные облицовки в многослой-
ном исполнении с покрытием из высокоплотных композиционных материа-
лов [1–3], в том числе реакционных [4]. Для получения таких покрытий опти-
мизируют комплекс факторов, определяющих поведение частиц различного
размера напыляемой смеси металлических порошков с момента появления их
в стволе детонационной пушки и до слияния их в материале покрытия [5–8].

Принципиальная схема детонационной установки и процесс движения ча-
стиц порошка в ней показан на рис. 1. Разноразмерные частицы после вылета
из дозатора подачи порошка попадают в ствол детонационной установки, про-
ходя путь, равный длине ствола пушки, а также расстояние от среза ствола
до облицовки [9]. Максимальные значения производительности и коэффи-
циента использования порошка наблюдаются при минимальной дистанции
напыления в 60 мм [10], но качество покрытий при этом снижается.

Рис. 1. Принципиальная схема детонационной установки: 1 — горючее; 2 — инертный газ;
3 — кислород; 4 — свеча зажигания; 5 — дозатор подачи порошка; 6 — ствол детонационной

пушки; 7 — кумулятивная облицовка, 8 — поток частиц
[Figure 1. Schematic diagram of the detonation unit: 1 — fuel; 2 — inert gas; 3 — oxygen;
4 — spark plug; 5 — powder supply dispenser; 6 — the barrel of the detonation cannon; 7 —

cumulative cladding; 8 — particle flow]

В связи с этим, основываясь на ранее проведенных исследованиях [3],
дистанцию напыления для реакционных порошков принимаем равной 150 мм.

Одними из основных требований являются отсутствие реакции между
компонентами порошковой смеси, находящейся в стволе детонационной уста-
новки в момент нанесения покрытия [11], и исключение возможности столк-
новения их частиц друг с другом на участке от среза ствола до поверхности
кумулятивной облицовки.

2. Оценка вероятности столкновения частиц порошков при де-
тонационном напылении. Вероятность, с которой частицы могут стал-
киваться в процессе нанесения покрытия детонационным методом, зависит
от ряда факторов: количества частиц в навеске, их массы и дисперсности,
расстояния между навесками в канале ствола, динамики движения частиц,
которая определяется скоростью и траекторией полета и т.д. Без принятия
ряда допущений задача оценки вероятности столкновения частиц становится
весьма трудной, а зачастую — нерешаемой из-за отсутствия необходимых на-
чальных данных. В связи с этим были введены некоторые условия, позволя-
ющие упростить постановку задачи, что не окажет значительного влияния на
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получение функциональной зависимости вероятности столкновения частиц,
отражающей физические принципы протекающего процесса [12]:

1) будем считать, что поток частиц имеет линейную траекторию движе-
ния, а циркуляционные потоки возникают лишь в процессе отражения
детонационного потока от подложки, что уже не сказывается на фор-
мировании покрытия;

2) распределение частиц в процессе их движения носит равномерный ха-
рактер в рассматриваемом объеме, а вероятности нахождения частиц
веществ в рассматриваемом рабочем пространстве не зависят друг от
друга;

3) поскольку, проходя через порошковые сита при производстве, частицы
приобретают многогранную полиэдрическую форму [13], для получения
численных значений искомых показателей примем, что частицы имеют
сферическую форму, и это позволяет считать линейные размеры частиц
постоянными;

4) влияние внутренней поверхности ствола на движение и вероятность
столкновения частиц в стволе будем считать незначительным, что обос-
новывается достаточно существенным значением отношения количества
частиц, не соприкасающихся с внутренней стенкой ствола и соприкаса-
ющихся с ней при ламинарном движении потока;

5) столкновение частиц будем считать абсолютно неупругим ударом.
На рис. 2 схематично представлено распределение частиц по длине в ка-

нале ствола, где показано распределение малых и больших частиц с учетом
указанных выше допущений. На данном рисунке окружность, выделенная
пунктирной линией, отражает область около больших частиц, указывающую
на то пространство, где нахождение малой частицы соответствует условию
их столкновения.

Принимаем, что в определенный момент времени на одном участке по-
перечного среза ствола находится некоторое количество частиц 𝑁 большого
радиуса и частиц 𝑛 малого радиуса. В этом случае выражение для оценки
вероятности столкновения частиц 𝑃 (𝑛𝑁) может быть представлено в виде

𝑃 (𝑛𝑁) =

[𝑥/Δ]∑︁
𝑖=1

𝑁𝑖𝑛𝑖(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)
2

𝑅2
, (1)

Рис. 2. Схема распределения разноразмерных частиц в стволе детонационной установки
[Figure 2. The scheme of distribution of different-sized particles in the barrel

of the detonation unit]
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где 𝑁𝑖 — количество частиц большого радиуса на 𝑖-том участке траектории
длиной Δ; 𝑛𝑖 — количество частиц малого радиуса на 𝑖-том участке траек-
тории длиной Δ; 𝑅— внутренний радиус канала ствола; 𝑟𝑏 и 𝑟𝑠 — радиусы
большой и малой частиц соответственно; [𝑥/Δ]— целое количество малых
дискретных длин Δ на всем расстоянии 𝑥.

Выражение (1) определяет вероятность того, что хотя бы одна частица
малого размера столкнется с частицей большого размера в ракурсе попереч-
ного среза ствола установки детонационного напыления. Для определения
вероятности контакта частиц двух веществ во всей этой области удобнее рас-
смотреть вероятность контакта частиц в малом объеме [11], из которого пу-
тем сложения счетного их количества можно получить вероятность контакта
частиц во всем исследуемом объеме. Исходя из этого, можно принять уни-
версальную величину малого объема, получаемую из площади поперечного
сечения ствола детонационной установки, длиной Δ.

Вероятность того, что хотя бы одна малая частица одного вещества вой-
дет в область контакта хотя бы одной большой частицы другого вещества
в определенном нами малом объеме, будет выражаться так:

𝑃 (𝑛Δ𝑁Δ) =
2𝑁Δ𝑛Δ(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)

2

3𝑅2
,

где 𝑁Δ и 𝑛Δ — количество больших и малых частиц вещества в заданном
малом объеме.

Для всей рассматриваемой области вероятность контакта 𝑃𝑥(𝑛𝑁) боль-
ших и малых частиц при равномерном распределении частиц во всем времени
протекания процесса будет определяться выражением

𝑃𝑥(𝑛Δ𝑁Δ) = 1−
(︁
1− 2𝑁Δ𝑛Δ(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)

2

3𝑅2

)︁[𝑥/Δ]
. (2)

При несоблюдении условия линейности траектории движения частиц или
при непостоянстве скорости потока возникает ошибка при расчетах по пред-
ложенной модели (2). В этом случае для коррекции модели предлагается
рассматривать малые объемы, считая скорость потока частиц в них постоян-
ной и равной усредненному значению скоростей частиц на входе и на выходе
этой зоны.

Зависимость (2) можно считать выражением, дающим оценку вероятно-
сти столкновения частиц порошков двух металлов в процессе детонационного
напыления с учетом приведенных допущений. Из этого выражения также сле-
дует, что при больших величинах 𝑁Δ и 𝑛Δ вероятность контакта двух частиц
будет велика, однако нужно понимать, что исходя из условия проведения чис-
ленного эксперимента величины 𝑁Δ и 𝑛Δ будут ограничены размерами самих
частиц и внутренним радиусом ствола.

3. Проверка соответствия зависимости для оценки вероятности
столкновения частиц в процессе детонационного напыления экспе-
риментальным данным. Для проверки работоспособности полученной за-
висимости были произведены математические расчеты. Для расчета были
выбраны размеры больших и малых частиц двух металлических порошков
с дисперсностью 6 и 3 мкм соответственно. Диаметр ствола детонационной
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пушки принимается равным 5 мм. Расстояние от границы среза ствола до
получаемой детали (кумулятивной облицовки) варьируется в зависимости от
свойств исходных наносимых порошков.

Считаем, что частицы после вылета из ствола продолжают двигаться пря-
молинейно и конечная площадь нанесения композиционного покрытия соот-
ветствует диаметру ствола детонационной установки.

Для оценки данных процесса детонационного напыления будем исполь-
зовать вероятность столкновения минимум двух частиц (одной большой и
одной малой) при определенных условиях с помощью формулы (2).

2.1. Исследование вероятности столкновения частиц порошков с
одинаковым количеством одного и второго компонентов. Проведем
несколько расчетов, изменяя количество напыляемых частиц и дальность их
полета, по формуле (2). В табл. 1 представлены данные расчета вероятно-
сти столкновения частиц по формуле (2). Здесь в строках приведена зави-
симость вероятности столкновения частиц от величины [𝑥/Δ], которая на-
прямую зависит от расстояния между дулом ствола экспериментальной уста-
новки и подложки при постоянном значении количества частиц. В столбцах
приведены значения вероятностей столкновения частиц при постоянном зна-
чении [𝑥/Δ], но изменяющихся значениях 𝑛 = 𝑁 .

Таблица 1
Вероятностная оценка столкновения частиц, вычисленная по формуле (2)

[Probabilistic estimate of particle collision calculated by formula (2)]

𝑥, mm 0.05 0.1 0.28 0.46 0.64
``````````̀𝑛 = 𝑁

[𝑥/Δ]
3 5 15 25 35

50 0.0019 0.0018 0.00036 0.00021 0.0001
100 0.0077 0.0043 0.0014 0.00086 0.0006
200 0.0311 0.0172 0.0057 0.0034 0.0024
300 0.0699 0.0388 0.0129 0.0078 0.0055
400 0.1244 0.0691 0.0230 0.0138 0.0098
500 0.1944 0.1080 0.0360 0.0216 0.0154
700 0.3810 0.2116 0.0705 0.0423 0.0302
900 0.6298 0.3499 0.1166 0.0699 0.0499
1200 1.1197 0.6220 0.2073 0.1244 0.0889
1350 1.4171 0.7873 0.2624 0.1574 0.1124

Из приведенных в табл. 1 расчетов видно, что при достижении определен-
ной величины количества частиц вероятность их столкновения превышает
единицу,1 что является невозможным, поэтому необходимо модернизировать
ранее полученную формулу (2).

В [14] описывается возможность использования показательного закона
распределения при анализе физических закономерностей диффузии частиц в
различных воздушных и гидродинамических потоках. Это распределение ха-
рактеризуется интенсивностью столкновения частиц, которая является удоб-
ным параметром, используемым в математических моделях и расчетах. Исхо-
дя из этого примем закон распределения вероятности как изменение от числа

1Данный результат расчета связан со слишком плотной упаковкой рассматриваемого
количества частиц в малом объеме.
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больших и малых частиц по показательному закону:

𝑓(𝑎) =

{︃
0, 𝑎 < 0,

1− exp(−𝜆𝑎), 𝑎 > 0,

где 𝜆— феноменологический параметр.
Под экспоненту вместо постоянной безразмерной величины 𝜆 поставим

выражение, отражающее отношение объема присутствующих частиц к объе-
му области движения частиц:

𝜆 = [𝑥/Δ]
2(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)

2

3𝑅2
.

Тогда окончательно получим

𝑓(𝑁Δ𝑛Δ) = 1− exp
(︁
−[𝑥/Δ]

2(𝑟𝑏 + 𝑟𝑠)
2

3𝑅2
𝑁Δ𝑛Δ

)︁
. (3)

В табл. 2 представлены данные расчета вероятности столкновения частиц
по формуле (3).

Таблица 2
Вероятностная оценка столкновения частиц, вычисленная по формуле (3)

[Probabilistic estimate of particle collision calculated by formula (3)]

𝑥, mm 0.05 0.1 0.28 0.46 0.64
``````````̀𝑛 = 𝑁

[𝑥/Δ]
3 5 15 25 35

50 0.0019 0.0010 0.00035 0.00021 0.0001
100 0.0077 0.0043 0.0014 0.00086 0.0006
200 0.0306 0.0171 0.0057 0.0034 0.0024
300 0.0675 0.0381 0.0128 0.0077 0.0055
400 0.1169 0.0667 0.0227 0.0137 0.0098
500 0.1766 0.1023 0.0353 0.0213 0.0153
700 0.3168 0.1907 0.0680 0.0414 0.0297
900 0.4673 0.2952 0.1100 0.0675 0.0487
1200 0.6736 0.4631 0.1872 0.1169 0.0850
1350 0.7576 0.5449 0.2308 0.1456 0.1063

Из приведенных расчетных данных видно, что при малом количестве ча-
стиц значения вероятностных характеристик соотношений (2) и (3) практи-
чески совпадают, а при большом количестве частиц формула (3) дает лучшее
соответствие физическому процессу.

В табл. 3 приведены расчеты по формуле (3) при больших значениях
[𝑥/Δ], которые отражают вероятностную оценку столкновения частиц при
большем отдалении облицовки от выхода канала ствола.

Из результатов, приведенных в табл. 3, видно, что при условии равномер-
ности распределения частиц по всему рабочему объему вероятность столк-
новения частиц уменьшается с ростом расстояния между облицовкой и ду-
лом ствола. Полученные значения могут использоваться в качестве некото-
рой критериальной оценки при размещении облицовки в процессе отработки
технологических режимов детонационного напыления.
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Таблица 3
Вероятностная оценка столкновения частиц при больших значениях [𝑥/Δ], вычис-
ленная по формуле (3) [Probabilistic estimate of particle collisions at high values of

[𝑥/Δ] calculated by formula (3)]

𝑥, m 0.1 0.12 0.14 0.16
XXXXXXXXX𝑛 = 𝑁

[𝑥/Δ]
5560 6670 7780 8890

100 3.887 · 10−6 3.239 · 10−6 2.777 · 10−6 2.43 · 10−6

300 3.499 · 10−5 2.915 · 10−5 2.499 · 10−5 2.187 · 10−5

500 9.719 · 10−5 8.099 · 10−5 6.942 · 10−5 6.074 · 10−5

700 19.049 · 10−5 15.874 · 10−5 13.607 · 10−5 11.906 · 10−5

1200 55.971 · 10−5 46.645 · 10−5 39.982 · 10−5 34.985 · 10−5

1350 70.833 · 10−5 59.031 · 10−5 50.6 · 10−5 44.276 · 10−5

2.2. Исследование вероятности столкновения частиц металличе-
ских порошков с одинаковой массой насыпок. Найдем массу одной
частицы каждого из напыляемых порошков. Для этого примем отношение
плотностей одного металла ко второму равным 6 (соотношение плотностей,
используемых для напыления металлических порошков).

Из условия постоянства линейных размеров частиц ранее были выбраны
большие и малые частицы дисперсностью 6 и 3 мкм соответственно. При-
нимая во внимание тот факт, что частицы имеют сферическую форму с из-
вестным диаметром и известным отношением плотностей, можно достаточно
просто определить количество больших и малых частиц в насыпках металла,
имеющих равную массу. Авторами было определено количество частиц боль-
шого 𝑁 и малого 𝑛 размеров, имеющих одинаковую массу насыпок, значения
которых приведены в первых столбцах табл. 4 и 5. По формуле (3) были рас-
считаны вероятности столкновения частиц в канале ствола до их соударения
с облицовкой в зависимости от числа частиц большого и малого размера (см.
табл. 4).

Таблица 4
Вероятностная оценка столкновения частиц для одинаковых по массе насыпок при
малых значениях [𝑥/Δ], вычисленная по формуле (3) [Probabilistic estimate of particle

collision for identical bulk masses at small values of [𝑥/Δ] calculated by formula (3)]

𝑥, mm 0.05 0.1 0.28 0.46 0.64
XXXXXXXXX𝑁 ; 𝑛

[𝑥/Δ]
3 5 15 25 35

𝑁 = 12; 𝑛 = 92 0.00079 0.00047 0.00015 9.5 · 10−5 6.813 · 10−5

𝑁 = 20; 𝑛 = 154 0.0022 0.0013 0.00044 0.00026 0.00019
𝑁 = 46; 𝑛 = 370 0.0121 0.0073 0.0024 0.00146 0.00104
𝑁 = 65; 𝑛 = 524 0.0242 0.0146 0.0048 0.0029 0.0020
𝑁 = 85; 𝑛 = 679 0.0407 0.0246 0.0082 0.0049 0.0035
𝑁 = 104; 𝑛 = 833 0.0604 0.0367 0.0123 0.0074 0.0053
𝑁 = 150; 𝑛 = 1203 0.1218 0.0749 0.0256 0.0154 0.0110
𝑁 = 208; 𝑛 = 1666 0.2208 0.1390 0.04867 0.0294 0.0211
𝑁 = 266; 𝑛 = 2129 0.3348 0.2170 0.0783 0.0477 0.0343
𝑁 = 293; 𝑛 = 2345 0.3902 0.2568 0.0942 0.0576 0.0415
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В табл. 5 приведены результаты расчета при больших значениях [𝑥/Δ],
полученные по формуле (3), что соответствует большему удалению облицовки
от среза канала ствола, при равенстве масс насыпок.

Таблица 5
Вероятностная оценка столкновения частиц для одинаковых по массе насыпок
при больших значениях [𝑥/Δ], вычисленная по формуле (3) [Probabilistic estimate
of particle collisions for identical bulk masses at high values of [𝑥/Δ] calculated by

formula (3)]

𝑥, m 0.1 0.12 0.14 0.16
XXXXXXXXX𝑁 ; 𝑛

[𝑥/Δ]
5560 6670 7780 8890

𝑁 = 20; 𝑛 = 154 1.197 · 10−7 9.979 · 10−7 8.553 · 10−7 7.484 · 10−7

𝑁 = 65; 𝑛 = 524 1.324 · 10−5 1.103 · 10−5 9.459 · 10−6 8.276 · 10−6

𝑁 = 104; 𝑛 = 833 3.368 · 10−5 2.806 · 10−5 2.405 · 10−5 2.105 · 10−5

𝑁 = 150; 𝑛 = 1203 7.015 · 10−5 5.846 · 10−5 5.011 · 10−5 4.384 · 10−5

𝑁 = 266; 𝑛 = 2129 22.015 · 10−5 18.346 · 10−5 15.726 · 10−5 13.760 · 10−5

𝑁 = 293; 𝑛 = 2345 26.710 · 10−5 22.259 · 10−5 19.079 · 10−5 16.694 · 10−5

Из результатов расчетов, приведенных в табл. 3–5, можно сделать выво-
ды о том, что при соблюдении условий равенства масс насыпок вероятность
столкновения частиц в процессе движения вдоль канала ствола будет зна-
чительно меньше, чем при соблюдении условия равенства количества частиц
в насыпках. Полученные результаты дают возможность прогнозировать рав-
номерность наложения слоев облицовки в зависимости от количества частиц,
их размера и массы насыпок.

Заключение. В результате проведенных теоретических исследований по-
лучена зависимость, дающая оценку вероятности столкновения разноразмер-
ных частиц при формировании композиционных покрытий в процессе дето-
национного напыления.

С помощью предлагаемого предварительного расчета можно непосред-
ственно перед напылением обосновать технологические режимы получения
покрытий на кумулятивные облицовки с необходимыми адгезионными и проч-
ностными характеристиками.
Конкурирующие интересы. В публикации статьи отсутствуют конкурирующие
финансовые или нефинансовые интересы.
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Abstract

The study presents the results of an assessment of the probability of
collision of heterogeneous particles of composite materials when obtaining
coatings by detonation on the cumulative lining of perforation systems used
in the opening of oil and gas reservoirs. Due to the different properties of the
initial metal powders used to produce coatings, the interaction of their parti-
cles with each other in the gas-thermal flow can lead to premature chemical
reactions, which will lead to a deterioration in the strength properties of
the resulting coating. Therefore, a preliminary calculation of the probability
of collision of metal powder particles makes it possible to conclude about
their quantitative characteristics before obtaining a coating, as well as the
possible transition of interacting particles into intermetallic phases, which
subsequently affect the adhesion characteristics of the coating.
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