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A new application of Khalouta differential transform
method and convergence analysis to solve nonlinear
fractional Liénard equation

L. Chetioui, A. Khalouta
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Abstract

In this study, we propose a new hybrid numerical method called the
Khalouta differential transform method to solve the nonlinear fractional Lié-
nard equation involving the Caputo fractional derivative. The convergence
theorem of the proposed method is proved under suitable conditions.

The Khalouta differential transform method is a semi-analytical tech-
nique that combines two powerful methods: the Khalouta transform method
and the differential transform method. The main advantage of this approach
is that it provides very fast solutions without requiring linearization, per-
turbation, or any other assumptions. The proposed method is described and
illustrated with two numerical examples. The illustrative examples show
that the numerical results obtained are in very good agreement with the ex-
act solutions. This confirms the accuracy and effectiveness of the proposed
method.

Keywords: fractional Liénard equation, Caputo fractional derivative, Kha-
louta transform method, differential transform method, approximate solu-
tion.
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C h e t i o u i L., Kh a l o u t a A.

1. Introduction. Since the development of the fractional calculus, many
mathematicians and physicists have been interested in the theory of nonlinear
fractional differential equations, where many nonlinear phenomena in engineer-
ing, physics, fluid mechanics, viscoelasticity, chemistry, biology and various fields
of applied science can be described using these equations [1–9]. Consequently,
considerable attention has been given to the solutions of nonlinear fractional dif-
ferential equations of physical interest. Since many nonlinear fractional differen-
tial equations do not have exact analytical solutions due to the complexity of the
nonlinear terms included, several numerical and analytical methods have been
devloped to solve nonlinear fractional differential equations, such as: Adomian
decomposition method (ADM) [10], homotopy perturbation method [11], homo-
topy analysis method [12], variational iteration transform method [13], natural
reduced differential transform method (NRDTM) [14], general fractional residual
power series method (GFRPSM) [13].

The Liénard equation is a nonlinear second order differential equation pro-
posed by Alfred–Marie Liénard [15] and is given by

u′′(x) + f(u)u′(x) + g(u) = h(x), (1)

where f(u)u′(x) is the damping force, g(u) is the restoring force, and h(x) is the
external force.

The Liénard equation (1) is a generalization of the damped pendulum equa-
tion or spring-mass system. Since this equation can be applied to describe the
oscillating circuits, therefore, it is used in the development of radio and vacuum-
tube technology. For different choices of the variable coefficients f(u), g(u), and
h(x), the Liénard equation is used in several phenomena. For example, the choices
f(u) = ε(u2− 1), g(u) = u, and h(x) = 0, this equation becomes the Van der Pol
equation as a nonlinear model of electronic oscillation, see [16,17]

Several researchers have studied the exact solution of particular cases of Lié-
nard equation. For example, Zhaosheng Feng [18] investigated the exact solution
of

u′′(x) + au(x) + bu3(x) + cu5(x) = 0. (2)

He found that one of the solutions of equation (2), is given by

u(x) =

√

−2a

b

(

1 + tanh(
√
−ax)

)

,

when b2/4− 4ac/3 = 0, b > 0, and a < 0.
The objective of the present article is to propose a hybrid numerical method

using Khalouta transform method and differential transform method in order to
solve the nonlinear fractional Liénard equation in the form

Dαu(x) + au(x) + bu3(x) + cu5(x) = 0, x > 0, (3)

with the initial conditions

u(0) = u0, u′(0) = u1, (4)

where Dα is the fractional derivative operator in the sense of the Caputo of order
α with 1 < α 6 2, and a, b, c, u0, and u1 are constants.

208
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The organization of this article is as follows. In Sect. 2, we present the basic
definitions and several properties of the theory of fractional calculus, Khalouta
transform and differential transform method that will be used throughout our
article. In Sect. 3, we extend the proposed method to solve the nonlinear fractional
Liénard equation (3) with the initial conditions (4). In Sect. 4, we prove the
convergence theorem of this method under suitable conditions. In Sect. 5, two
numerical examples are proposed to illustrate the capability and effectiveness of
proposed method. In Sect. 6, we discuss our obtained results presented by figures
and tables. The conclusion is given in the final part, Sect. 7.

2. Basic definitions and results. This section presents the basic definitions
and several properties of the fractional calculus theory, Khalouta transform and
differential transform method (DTM) which will be needed in this article.

Definition 1 [3]. The Riemann–Liouville fractional integral of order α > 0 of
a function u in C(R+,R) is defined as

Iαu(x) =







1

Γ(α)

∫ x

0
(x− τ)α−1u(τ)dτ, α > 0,

u(x), α = 0,
(5)

where

Γ(α) =

∫ ∞

0
xα−1e−xdx,

is the Euler gamma function.

Definition 2 [3]. The Caputo fractional derivative of order α > 0 of a function
u, is defined as

Dαu(x) =







1

Γ(n− α)

∫ x

0
(x− τ)n−α−1u(n)(τ)dτ, n− 1 < α < n,

u(n)(x), α = n,
(6)

where n = [α] + 1 with [α] being the integer part of α.

Now, we present our results regarding the Khalouta transform of the Riemann–
Liouville fractional integral and the Caputo fractional derivative.

Definition 3 [19]. Let u(x) be a integrable function defined for x > 0. The
Khalouta transform K(s, γ, η) of u(x) is defined by

KH
[

u(x)
]

= K(s, γ, η) = s

γη

∫ ∞

0
exp

(

− sx
γη

)

u(x)dx,

where s, γ, η > 0 are the Khalouta transform variables.

Some basic properties of the Khalouta transform are given as follows [19].

Property 1. Let K1(s, γ, η) and K2(s, γ, η) be the Khalouta transforms of
u1(x) and u2(x), respectively. For each constants of c1 and c2, then

KH
[

c1u1(x) + c2u2(x)
]

= c1KH
[

u1(x)
]

+ c2KH [u2(x)] =

= c1K1(s, γ, η) + c2K2(s, γ, η).
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Property 2. Let K(s, γ, η) be the Khalouta transform of u(x). Then

KH
[

u(n)(x)
]

=
sn

γnηn
K(s, γ, η)−

n−1
∑

k=0

( s

γη

)n−k
u(k)(0), n > 1.

Property 3. Let K1(s, γ, η) and K2(s, γ, η) be the Khalouta transforms of
u1(x) and u2(x), respectively. Then the Khalouta transform of the convolution of
u1(x) and u2(x) is given by

KH
[

(u1 ∗ u2)(t)
]

=

∫ ∞

0
u1(x)u2(x− τ)dτ =

γη

s
K1(s, γ, η)K2(s, γ, η).

Property 4. The Khalouta transforms for some basic functions:

KH[1] = 1,

KH[x] =
γη

s
,

KH

[xn

n!

]

=
γnηn

sn
, n = 0, 1, 2, . . . ,

KH

[ xα

Γ (α+ 1)

]

=
γαηα

sα
, α > −1,

Theorem 1. If K(s, γ, η) is the Khalouta transform of the function u(x), then
the Khalouta transform of Riemann–Liouville fractional integral of order α > 0,
is given by

KH
[

Iαu(x)
]

=
γαηα

sα
K(s, γ, η).

P r o o f. Applying the Khalouta transform to both sides of the equation (5),
we get

KH
[

Iαu(x)
]

= KH

[

1

Γ(α)

∫ x

0
(x− τ)α−1 u(τ)dτ

]

= KH

[ 1

Γ(α)
xα−1 ∗ u(x)

]

.

Then, using Properties 3 and 4, we get

KH
[

Iαu(x)
]

=
γη

s
KH

[xα−1

Γ(α)

]

KH
[

u(x)
]

=

=
γη

s

γα−1ηα−1

sα−1
K(s, γ, η) = γαηα

sα
K(s, γ, η).

The theorem is proved. �

Theorem 2. If K(s, γ, η) is the Khalouta transform of the function u(x), then
the Khalouta transform of the Caputo fractional derivative of order n−1 < α 6 n,
n ∈ Z

+, is given by

KH[Dαu(x)] =
sα

γαηα
K(s, γ, η)−

n−1
∑

k=0

( s

γη

)α−k
u(k)(0).
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P r o o f. First, we take
v(x) = u(n)(x). (7)

Thus, equation (6), can be written as follows

Dαu(x) =
1

Γ(n− α)

∫ x

0
(x− τ)n−α−1u(n)(τ)dτ =

=
1

Γ(n− α)

∫ x

0
(x− τ)n−α−1v(τ)dτ = In−αv(x). (8)

Applying the Khalouta transform on both sides of equation (8) and using
Theorem 1, we get

KH
[

Dαu(x)
]

= KH
[

In−αv(x)
]

=
γn−αηn−α

sn−α
V(s, γ, η), (9)

where V(s, γ, η) is the Khalouta transform of the function v(x).
Applying the Khalouta transform on both sides of equation (7) and using

Property 2, we get

KH
[

v(x)
]

= KH
[

u(n)(x)
]

,

V(s, γ, η) = sn

γnηn
K(s, γ, η)−

n−1
∑

k=0

( s

γη

)n−k
u(k)(0). (10)

Substituting equation (10) into equation (9), we get

KH
[

Dαu(x)
]

=
γn−αηn−α

sn−α

(

sn

γnηn
K(s, γ, η)−

n−1
∑

k=0

( s

γη

)n−k
u(k)(0)

)

=

=
sα

γαηα
K(s, γ, η)−

n−1
∑

k=0

( s

γη

)α−k
u(k)(0).

The theorem is proved. �

Now, we consider a function u(x) which is analytic in a domain T and let
x = x0 represent any point in T . The function u(x) is then represented by a
power series whose centre is located at x0 [20, 21].

Definition 4. The differential transform of the function u(x) is defined as

U(k) =
∞
∑

k=0

1

k!

[ dk

dxk
u(x)

]

x=x0

, (11)

where u(x) is the original function and U(k) the transformed function.

Definition 5. The inverse differential transform of U(k) is defined as

u(x) =

∞
∑

k=0

U(k)(x− x0)k. (12)
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Combining equations (11) and (12), we get

u(x) =
∞
∑

k=0

1

k!

[ dk

dxk
u(x)

]

x=x0

(x− x0)k. (13)

In particular, for x0 = 0, equation (13) becomes

u(x) =

∞
∑

k=0

1

k!

[ dk

dxk
u(x)

]

x=0
xk.

From the above definitions, the fundamental operations of the DTM are given
by the following theorem.

Theorem 3. Let U(k), V (k) and W (k) be the differential transforms of the
functions u(x), v(x) and w(x) respectively, then

(1) if

w(x) = λu(x) + µv(x),

then

W (k) = λU(k) + µV (k), λ, µ ∈ R;

(2) if

w(x) = u(x)v(x),

then

W (k) =
k

∑

r=0

U(r)V (k − r);

(3) if

w(x) = u1(x)u2(x) · · ·un−1(x)un(x),

then

W (k) =
k

∑

kn−1=0

kn−1
∑

kn−2=0

· · ·
k3
∑

k2=0

k2
∑

k1=0

U1(k1)U2(k2 − k1)× · · · ×

× Un−1(kn−1 − kn−2)Un(k − kn−1).

3. Analysis of the Khalouta differential transform method (KHDTM).

Theorem 4. Consider the following nonlinear fractional Liénard equation (3)
with the initial conditions (4). The KHDTM gives the solution of (3) and (4) in
the form of infinite series that rapidly converge to the exact solution as follows

u(x) =

∞
∑

r=0

U(r),

where U(r) is the differential transformed function of u(x).

P r o o f. Consider the nonlinear fractional Liénard equation (3) with the initial
conditions (4).
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Computing the Khalouta transform to equation (1) and the use of the linearity
property of Khalouta transform, we get

KH
[

Dαu(x)
]

+ aKH
[

u(x)
]

+ bKH
[

u3(x)
]

+ cKH
[

u5(x)
]

= 0.

Using Theorem 2, this gives

KH
[

u(x)
]

= u(0) +
γη

s
u′(0)− γαηα

sα
KH

[

au(x) + bu3(x) + cu5(x)
]

. (14)

Substituting the initial conditions of equation (4) into equation (14), we get

KH
[

u(x)
]

= u0 +
γη

s
u1 −

γαηα

sα
KH

[

au(x) + bu3(x) + cu5(x)
]

. (15)

By inverting equation (15), we obtain

u(x) = u0 + u1x−KH
−1

(γαηα

sα
KH

[

au(x) + bu3(x) + cu5(x)
]

)

. (16)

Now, by applying the differential transforms method to equation (16), we get

U(0) = u0,
U(1) = u1x,

U(k + 2) = −KH
−1

(γαηα

sα
KH

[

aU(k) + bA(k) + cB(k)
]

)

, k > 0,
(17)

where A(k) and B(k) are the differential transform of the nonlinear terms u3(x)
and u5(x), respectively.

The first few nonlinear terms are given by

A(0) = U3(0),

A(1) = 3U2(0)U(1),

A(2) = 3U2(0)U(2) + 3U(0)U2(1),

and

B(0) = U5(0),

B(1) = 5U4(0)U(1),

B(2) = 5U4(0)U(2) + 10U3(0)U2(1).

Note that the recurrence formula (17) to the iterative terms of equations (3)
and (4) is denoted KHDTM, and the kth order solution for equations (3) and (4)
is given as

Sk =
k

∑

r=0

U(r). (18)

Thus, in the following theorem, we prove that the series solution (18) which
is obtained by KHDTM converges to the exact solution if k →∞, that is,

u(x) = lim
k→∞

Sk =
∞
∑

r=0

U(r). (19)

�
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4. Convergence of the KHDTM. The main objective of this section is to
study the convergence of the KHDTM, when it is used in equations (3) and (4).

Suppose that B = (C(R+), ‖ . ‖) is the Banach space of all continuous functions
on R

+ with the norm
‖u(x)‖B = sup

x∈R+

|u(x)|.

Theorem 5. Let U(r) and u(x) be defined in Banach space B, then the series

solution
+∞
∑

r=0
U(r) stated in equation (19) converges uniquely to the exact solution

u(x) of the nonlinear fractional Liénard equation (3), if there exists 0 < θ < 1
such that ‖U(r)‖ 6 θ‖U(r − 1)‖, ∀r ∈ N∪{0}.

P r o o f. Let Sk be the sequence of partial sums of the series given by the
recurrence formula (17), as

Sk =
k

∑

r=0

U(r).

We need to show that {Sk}∞k=0 is a Cauchy sequence in Banach space B.
For this purpose, we consider

‖Sk+1−Sk‖ 6 ‖U(r+1)‖ 6 θ‖U(r)‖ 6 θ2‖U(r− 1)‖ 6 · · · 6 θn+1‖U(0)‖. (20)

For every, n, m ∈ N, n > m, by using (20) and triangle inequality successively,
we have

‖Sn − Sm‖ = ‖Sn − Sn−1 + Sn−1 − Sn−2 + · · ·+ Sm+1 − Sm‖ 6
6 ‖Sn − Sn−1‖+ ‖Sn−1 − Sn−2‖+ · · ·+ ‖Sm+1 − Sm‖ 6

6 θn‖U(0)‖+ θn−1‖U(0)‖+ · · ·+ θm+1‖U(0)‖ =
= θm+1

(

1 + θ + · · ·+ θn−m−1
)

‖U(0)‖ 6

6 θm+1
(1− θn−m

1− θ
)

‖U(0)‖.

Since 0 < θ < 1, we have 1− θn−m < 1, then

‖Sn − Sm‖ 6
θm+1

1− θ‖U(0)‖. (21)

So ‖Sn − Sm‖ → 0 as n, m→∞ as U(0) is bounded.
Thus {Sk}∞k=0 is a Cauchy sequence in Banach space and consequently it is

converges to u(x) ∈ B such that

lim
k→∞

Sk =
∞
∑

r=0

U(r) = u(x).

Now, suppose that the sequence {Sk}k>0 converges to two functions of u1(x),
u2(x) ∈ B, that is,

lim
k→∞

Sk = u1(x) and lim
k→∞

Sk = u2(x). (22)
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Using the triangle inequality with (22), we get

‖u1(x)− u2(x)‖ 6 ‖u1(x)− Sk‖+ ‖Sk − u2(x)‖ = 0 as k →∞.

Hence we conclude that u1(x) = u2(x).
The theorem is proved. �

Theorem 6. The maximum absolute truncation error of the series solution
given by the recurrence formula (17) is estimated to be

∥

∥

∥

∥

u(x)−
N
∑

l=0

U(l)

∥

∥

∥

∥

6
θN+1

1− θ‖U(0)‖.

P r o o f. From Theorem 5 and (21), we have

‖Sk − SN‖ 6
θN+1

1− θ‖U(0)‖. (23)

But we assume that Sk =
k
∑

l=0

U(l) and since k → +∞, we obtain Sk → u(x),

so (23) can be rewritten as

‖u(x)− SN‖ =
∥

∥

∥

∥

u(x)−
N
∑

l=0

U(l)

∥

∥

∥

∥

6
θN+1

1− θ‖U(0)‖.

The theorem is proved. �

Corollary 1. If the series
∞
∑

r=0
U(r) converges then it is an exact solution of

the nonlinear fractional Liénard equation (3) with the initial conditions (4).

5. Illustrative examples. This section provides two numerical examples of
nonlinear fractional Liénard equations to assess the applicability, accuracy and
efficiency of the KHDTM. MATLAB R2016a is utilized to generate the numerical
results.

Example 1. Consider the nonlinear fractional Liénard equation

Dαu(x)− u(x) + 4u3(x)− 3u5(x) = 0, 1 < α 6 2, x > 0, (24)

with the initial conditions

u(0) = 1/
√
2, u′(0) = 1/

√
8. (25)

If α = 2, equation (24) becomes the classical Liénard equation and its exact
solution is of the form

u(x) =

√

1 + tanh(x)

2
.

According the description of the KHDTM presented in Sect. 3, we have

u(x) =
∞
∑

r=0

U(r),
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and

U(0) =
1√
2
,

U(1) =
1√
8
x,

U(2) = − 1

4
√
2

xα

Γ(α+ 1)
,

U(3) = − 5

4
√
8

xα+1

Γ(α+ 2)
, . . .

and so on.
Hence, the approximate series solution of equations (24) and (25), is given as

u(x) = U(0) + U(1) + U(2) + U(3) + · · · =

=
1√
2

(

1 +
1

2
x− 1

4

xα

Γ(α+ 1)
− 5

8

xα+1

Γ(α+ 2)
+ · · ·

)

. (26)

When α = 2, the equation (26) becomes

u(x) =
1√
2

(

1 +
1

2
x− 1

8
x2 − 5

48
x3 + · · ·

)

=

√

1 + tanh(x)

2
,

which is the same exact solution as obtained using MFTSM [22].

Example 2. Consider the nonlinear fractional Liénard equation

Dαu(x)− u(x) + 4u3(x) + 3u5(x) = 0, 1 < α 6 2, x > 0, (27)

with the initial conditions

u(0) =
1

√

1 +
√
2
, u′(0) = 0. (28)

If α = 2, equation (27) becomes the classical Liénard equation and its exact
solution is of the form

u(x) =

√

sech2(x)

2
√
2 + (1−

√
2) sech2(x)

.

According the description of the KHDTM presented in Sect. 3, we have

u(x) =

∞
∑

r=0

U(r),

and

U(0) =
1

√

1 +
√
2
,
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U(1) = 0,

U(2) = −
( 4 + 2

√
2

(3 + 2
√
2)
√

1 +
√
2

) xα

Γ(α+ 1)
,

U(3) = 0, . . .

and so on.
Hence, the approximate series solution of equations (27) and (28) is given as

u(x) = U(0) + U(1) + U(2) + U(3) + · · · =

=
1

√

1 +
√
2

(

1− 4 + 2
√
2

3 + 2
√
2

xα

Γ(α+ 1)
+ · · ·

)

. (29)

When α = 2, the equation (29) becomes

u(x) =
1

√

1 +
√
2

(

1− 2 +
√
2

3 + 2
√
2
x2 + · · ·

)

=

√

sech2(x)

2
√
2 + (1−

√
2) sech2(x)

,

which is the same exact solution as obtained using MFTSM [22].

6. Numerical results and discussion. Figures 1 and 2 presents the graphs
of the exact solutions and approximate solutions obtained by the KHDTM with
different values of α (α = 1.7, 1.8, 1.9, 2) for Examples 1 and 2, respectively. From
these figures, we see that when α approaches to 1, the solutions obtained by
the proposed method approaches to the exact solutions. Therefore, the KHDTM
produces a convergent series with few terms. If we increase the number of terms,
we will get more accurate solutions. Tables 1 and 2 presents the numerical values
of the approximate solutions by the KHDTM at α = 1 and exact solutions for
Examples 1 and 2, respectively. From these tables, it can be seen that the solutions
obtained by the proposed method are nearly identical to the exact solutions.

Figure 1. The graph of the exact solution and approximate solu-
tions for Example 1
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Figure 2. The graph of the exact solution and approximate solu-
tions for Example 2

Table 1

Numerical values of the approximate solution and exact solu-
tion for Example 1

α = 2 Absolute error
x

uKHDTM
uexact

|uexact − uKHDTM|

0.00 0.70711 0.70711 0
0.02 0.71414 0.71414 5.0793 · 10−9

0.04 0.72110 0.72110 8.2374 · 10−8

0.06 0.72799 0.72799 4.2249 · 10−7

0.08 0.73479 0.73479 1.3522 · 10−6

0.1 0.74151 0.74151 3.3415 · 10−6

Table 2

Numerical values of the approximate solution and exact solu-
tion for Example 2

α = 2 Absolute error
x

uKHDTM
uexact

|uexact − uKHDTM|

0.00 0.64359 0.64359 0
0.02 0.64344 0.64344 3.2888 · 10−8

0.04 0.64299 0.64299 5.2585 · 10−7

0.06 0.64224 0.64224 2.6590 · 10−6

0.08 0.64118 0.64119 8.3902 · 10−6

0.1 0.63982 0.63984 2.0441 · 10−5

7. Conclusions. In this article, a new hybrid method called Khalouta differ-
ential transform method (KHDTM) has been proposed to find the solution of the
nonlinear fractional Liénard equation involving the Caputo fractional derivative.
The method is described and illustrated by two numerical examples. The results
were compared with those available in the literature. The obtained results reveal
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that the proposed method is a very effective and simple tool to solve this type
of equations. Therefore, we can conclude that this method can be used to ob-
tain fast convergent series solutions for the different types of nonlinear fractional
differential equations.
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Новое применение метода дифференциального
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решения нелинейного дробного уравнения Льенара
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Аннотация

Предлагается новый гибридный численный метод с использовани-
ем производной Капуто для решения нелинейного дробного уравнения
Льенара — метод дифференциального преобразования Халуты. Доказа-
на теорема сходимости данного метода при определенных условиях.

Метод дифференциального преобразования Халуты представляет со-
бой полуаналитическую технику, объединяющую два мощных подхода:
метод преобразования Халуты и метод дифференциального преобразо-
вания. Основное преимущество этого метода заключается в том, что он
позволяет очень быстро находить решения и не требует линеаризации,
возмущения или каких-либо других предположений. Предложенный ме-
тод подробно описан, а его эффективность продемонстрирована на двух
числовых примерах. Результаты вычислений хорошо согласуются с точ-
ными решениями, что подтверждает надежность и эффективность пред-
ложенного подхода.
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Abstract

The financial system has become prominent and important in global
economics, because the key to stabilizing the economy is to secure or control
the financial system or market.

The goal of this study is to determine whether or not the approximate
analytical series solutions obtained by the residual power series method and
Elzaki transform decomposition method of the fractional nonlinear financial
model satisfy economic theory. The fractional derivative is used in the sense
of the Caputo derivative.

The results are depicted numerically and in figures that show the behav-
ior of the approximate solutions of the interest rate, investment demand,
and price index. Both methods yielded results in accordance with economic
theory, which established that researchers could apply these two methods to
solve various types of fractional nonlinear problems that arise in financial
systems.
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1. Introduction. Fractional calculus deals with fractional or even complex-
order derivatives and integrations. Fractional calculus was founded by two math-
ematicians, Leibniz and L’Hospital, and its official birthday is September 30,
1695. Due to its broad use in disciplines like image processing, biology, engi-
neering, entropy theory, physics, biochemistry, fluid mechanics, and economic
systems, fractional calculus has attracted the attention of several scientists and
researchers in recent years [1–4]. Despite the numerous approaches to defining
fractional derivatives, not all of them are routinely applied. Atangana–Baleanu,
Riemann–Liouville, Caputo–Fabrizio, and Caputo are the most commonly used
operators [5–8]. The Caputo derivative is the most appropriate fractional operator
to be used in modeling real-world problems. The Caputo derivative is useful for
modeling phenomena that take account of interactions within the past and also
problems with non-local properties. One of the main advantages of the Caputo
operator over the Riemann–Liouville fractional operator is that the Caputo defi-
nition of fractional derivatives is bounded, which means that the derivative of a
constant is equal to zero. The definition also offers initial conditions with a clear
physical interpretation [9–11].

With the help of mathematical models, a wide range of phenomena and pro-
cesses can be described. There are occurrences across economic disciplines that,
when modeled mathematically, are found to be differential equations. Fractional
differential equations can model and analyze complex structures with complex
non-linear processes and higher-order behaviors, making them sometimes a better
choice for modeling than integer-order differential equations. There are primarily
two reasons for this. First, we can choose any order for the fractional derivative
rather than being restricted to an integer order, and secondly, when the mech-
anism has long-term memory, fractional differential equations are advantageous
based on both past and present circumstances.

Several studies of the financial system have been conducted using ordinary
and fractional-order derivatives. Baskonus et al. [12] considered a fractional-order
macroeconomic system with variable household, and foreign capital inflows. For
numerical simulations, the modified Adams–Bashforth algorithm is used. E. Bo-
nyah et al. [13] considered the IS-LM macroeconomic system with Caputo and
Atangana–Baleanu fractional-order derivatives. For the numerical solution, a mod-
ified Asams–Bashforth method has been used. S. David et al. [14] proposed a
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model involving a fractional order system containing the public sector deficit, in-
terest rate, private investment, and price index. In this study, the Adams scheme
has been used for the numerical solution. K. Owolabi et al. [15] discussed a fi-
nancial system and found approximate solutions using the Chebyshev spectral
method. B. Xin and Y. Li [16] investigated a fractional-order financial system
and studied the numerical solution with the Adams–Bashforth–Moulton predictor-
corrector scheme under the Caputo fractional derivative.

The fractional differential equations provide solutions that are important and
practical. As a result, the solutions of the fractional differential equations have
received a lot of attention. Since the majority of nonlinear fractional differential
equations lack exact solutions, approximate analytical techniques have been de-
veloped to locate approximate solutions. In the last few years, several methods
have been developed to establish approximate solutions to fractional differential
equations [17–23]. The residual power series method is a very powerful method
in terms of constructing power series solutions to partial and ordinary fractional
differential equations. The Elzaki transform decomposition method is a combina-
tion of the Adomian decomposition method and the Elzaki transform. The Elzaki
transform decomposition methodalso provides the solution in a series form that
converges to the exact solution. Many fractional differential equations have been
successfully solved by residual power series method and Elzaki transform decom-
position method [24–27].

We consider the following nonlinear financial model [28]:

Dα
t L(t) = N(t) + L(t)M(t)− aL(t),

Dα
t M(t) = 1− bM(t)− L(t)L(t), (1)

Dα
t N(t) = d− L(t)− cN(t),

with the following initial conditions:

L(0) = L0, M(0) =M0, N(0) = N0, (2)

where time-dependent variables L(t), M(t), and N(t) represent interest rate, in-
vestment demand, and price index, respectively. Furthermore, the saving coeffi-
cient is represented by a, b stands for the cost per investment, c indicates the
elasticity of market demand or the elasticity of demand with respect to the rate
of change in demand, and d represents the critical minimum interest rate.

The two different systematic methods, residual power series method and Elzaki
transform decomposition method, in the sense of Caputo fractional derivative, are
applied to the above system to discuss and analyze the different behaviors of the
said parameters. The obtained simulated results show the behavior of the interest
rate, investment demand, price index, and inflation rate. The results obtained
by both methods are consistent with economic theory. It is demonstrated that
the proposed methods are reliable, efficient, and simple to apply to all types of
fractional nonlinear problems encountered in science, technology, and economic
systems.

The rest of the paper is organized in such a manner. In Sect. 2, we pro-
vided some fundamental definitions and properties. We used residual power series
method to approximate the solution of the fractional-order nonlinear financial
model in Sect. 3. Furthermore, the graphical and numerical results are studied
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in the same section. In Sect. 4, the same model is solved by Elzaki transform
decomposition method, with graphical and numerical simulations of the results
discussed. The approximate solutions obtained by both methods are compared in
the same section. The last section presented the conclusion of the whole work.

2. Preliminaries. In this section, we go over some basic concepts, definitions,
and theorems of Caputo fractional derivative and Elzaki transform that will be
useful in this paper.

Definition 1. The Caputo fractional derivative of order α > 0 is given by [29]:

Dα
t ϑ(t) =











1

Γ(n− α)

∫ t

w
(t− w)n−α−1 dn

dwn
ϑ(w)dw, n− 1 < α < n,

dn

dtn
ϑ(t), α = n ∈ N.

The following properties of Caputo fractional derivative are also considered:
(i) Dα

t C = 0, C ∈ R;

(ii) Dα
t t

q =
Γ(q + 1)

Γ(q + 1− α) t
q−α, n− 1 < α 6 n, q > n− 1, n ∈ N, q ∈ R;

(iii) Dα
t (C1ϑ1(t) + C2ϑ2(t)) = C1D

α
t ϑ1(t) + C2D

α
t ϑ2(t).

Definition 2. A power series representation of the form [30]:

∞
∑

n=0

Cn(t− t0)nα = C0 + C1(t− t0)α + C2(t− t0)2α + · · · ,

is called a fractional power series about t0, where t is a variable and Cn are the
coefficients of the series.

Theorem 1. If ϑ(t) has an fractional power series representation, then the
coefficients Cn will have the following form [31]:

Cn =
Dnαϑ(t) |t=t0

Γ(nα+ 1)
.

Definition 3 [32]. The Elzaki transform over the set of functions

H =
{

ϑ(t) : ∃ M, h1, h2 > 0, |ϑ(t)| < Me|t|/hj , t ∈ (−1)j , X ∈ [0, ∞)
}

is define as

T (s) = E[ϑ(t)] = s

∫ ∞

s
e−t/sϑ(t)dt, t > 0, h1 6 s 6 h2.

Theorem 2. The Elzaki transform in the context of Caputo fractional derivative
is defined as follows [33]:

E[Dα
t ϑ(t)] =

T (s)

sα
−

n−1
∑

i=0

s2−α+iϑi(0), n− 1 < α 6 n.

The primary advantages of Elzaki transform are listed below [34,35].
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(i) The initial value problems can be easily solved with Elzaki transform with
minimal computational effort.

(ii) The Elzaki transform can be used to solve problems without resorting to
the frequency domain because it possesses unit-preserving features.

(iii) It can be used to solve a large number of nonlinear differential equations
with variable coefficients, specifically the time-fractional wavelike equa-
tions.

(iv) It may be used to solve a wide range of challenging issues in engineering,
physics, fluid mechanics, chemistry, and dynamics, including issues with
Maxwell’s equations and fluid flow.

The Elzaki transform of several functions can be seen in the Table 1 [36].
Table 1

Elzaki Transform of Some Functions

ϑ(t) E[ϑ(t)] = T (s)

1 s2

t s3

tq q!sq+2

tq−1

Γ(q) , q > 0 sq+1

3. Residual power series method for the solution of the nonlinear
financial model. This section provides the algorithms for the suggested method
to solve the nonlinear financial model. First of all, consider the series solutions of
Eq. (1), which have the following form:

L(t) = L0 +

∞
∑

n=1

Ln
tnα

Γ(nα+ 1)
,

M(t) = M0 +
∞
∑

n=1

Mn
tnα

Γ(nα+ 1)
, (3)

N(t) = N0 +

∞
∑

n=1

Nn
tnα

Γ(nα+ 1)
.

Using the initial conditions, which are given in Eq. (2), we have the first
coefficients of the series solutions:

L0 = L(0), M0 =M(0), N0 = N(0).

As a result, Eq. (3) can be rewritten as follows

L(t) = L(0) +

∞
∑

n=1

Ln
tnα

Γ(nα+ 1)
,

M(t) = M(0)

∞
∑

n=1

Mn
tnα

Γ(nα+ 1)
,

N(t) = N(0) +
∞
∑

n=1

Nn
tnα

Γ(nα+ 1)
.
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The kth truncated series for L(t), M(t), and N(t) are introduced as follows:

Lk(t) = L(0) +

k
∑

n=1

Ln
tnα

Γ(nα+ 1)
,

Mk(t) = M(0)
k

∑

n=1

Mn
tnα

Γ(nα+ 1)
,

Nk(t) = N(0) +
k

∑

n=1

Nn
tnα

Γ(nα+ 1)
.

The following are the residual functions for L(t), M(t), and N(t):

ResL(t) = Dα
t L(t)−N(t)− L(t)M(t) + aL(t),

ResM(t) = Dα
t M(t)− 1 + bM(t) + L(t)L(t),

ResN(t) = Dα
t N(t)− d+ L(t) + cN(t).

Now we define the kth residual function for L(t), M(t), and N(t) in the following
form:

Resk L(t) = Dα
t Lk(t)−Nk(t)− Lk(t)Mk(t) + aLk(t),

ReskM(t) = Dα
t Mk(t)− 1 + bMk(t) + Lk(t)Lk(t),

ReskN(t) = Dα
t Nk(t)− d+ Lk(t) + cNk(t).

By using the basic features of the residual power series method, we have the
following results [29–31]:

lim
k→∞

Resk L(t) = ResL(t),

lim
k→∞

ReskM(t) = ResM(t),

lim
k→∞

ReskN(t) = ResN(t).

and

D
(k−1)α
t Resk L(t) = 0, D

(k−1)α
t ReskM(t) = 0, D

(k−1)α
t ReskN(t) = 0. (4)

The kth truncated series of L(t), M(t), and N(t) are substituted into Eq. (4),
and the resulting algebraic systems are solved to get the coefficients of the series
solutions, which are defined in Eq. (3).

By using the procedure for k = 1, we get the following results:

L1 = L(0) + L(0)M(0)− aL(0),
M1 = 1− bM(0)− L(0)L(0),
N1 = d− L(0)− cN(0).

When k = 2, the values of the coefficients L2, M2, and N2 are obtained as follows:

L2 = N1 +M(0)L1 +M1L(0)− aL1,
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M2 = − bM1 − L(0)L1 − L1L(0),

N2 = − L1 − cN1.

Likewise, for k = 3, we have

L3 = N2 +
(

L(0)M2 + L1M1
Γ(2α+ 1)

(Γ(2α+ 1))2
+ L2M(0)

)

− aL2,

M3 = − bM2 −
(

L(0)L2 +
Γ(2α+ 1)

(Γ(2α+ 1))2
L1L1 + L(0)L2

)

,

N3 = − L2 − cN2,

By using the same steps, the values of the coefficients of L4, M4, and N4 for
k = 4 are as follows:

L4 = N3 +
(

L(0)M3 + L1M2
Γ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)
+

+ L2M1
Γ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)
+ L3M(0)

)

− aL3,

M4 = − bM3 −
(

L(0)L3 + L1L2
Γ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)
+

+ L2L1
Γ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)
+ L3L(0)

)

,

N4 = − L3 − cN3.

The 4-step approximate solution of L(t) established by using the residual
power series method is given below:

L(4)(t) = L(0) +
(

L(0) + L(0)M(0)− aL(0)
) tα

Γ(α+ 1)
+

+
(

N1 +M(0)L1 +M1L(0)− aL1

) t2α

Γ(2α+ 1)
+

+
(

N2 + L(0)M2 + L1M1
Γ(2α+ 1)

(Γ(2α+ 1))2
+ L2M(0)− aL2

) t3α

Γ(3α+ 1)
+

+
(

N3 + L(0)M3 + L1M2
Γ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)
+

+ L2M1
Γ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)
+ L3M(0)− aL3

) t4α

Γ(4α+ 1)
. (5)

The 4-step approximate solution of M(t) obtained by using the residual power
series method is shown below:

M (4)(t) =M(0) +
(

1− bM(0)− L(0)L(0)
) tα

Γ(α+ 1)
+

+
(

−bM1 − L(0)L1 − L1L(0)
) t2α

Γ(2α+ 1)
+
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+
(

−bM2 −
(

L(0)L2 +
Γ(2α+ 1)

(Γ(2α+ 1))2
L1L1 + L(0)L2

)) t3α

Γ(3α+ 1)
+

+
(

−bM3 −
(

L(0)L3 + L1L2
Γ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)
+

+ L2L1
Γ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)
+ L3L(0)

)) t4α

Γ(4α+ 1)
. (6)

The residual power series method yielded the following 4-step approximate
solution to N(t):

N (4)(t) = N(0) +
(

d− L(0)− cN(0)
) tα

Γ(α+ 1)
+
(

−L1 − cN1

) t2α

Γ(2α+ 1)
+

+
(

−L2 − cN2

) t3α

Γ(3α+ 1)
+
(

−L3 − cN3

) t4α

Γ(4α+ 1)
. (7)

Theorem 3. Let $ be a Banach space, then the series solution of the system
given in Eqs. (1) and (2) converges, if there exists ~ > 0 such that

‖Ln‖ 6 ~‖Ln−1‖, ∀ n ∈ N.

P r o o f. Consider the following series

Un = L0(t) + L1(t) + L2(t) + · · ·+ Ln(t).

We must demonstrate that a series of nth partial sums Un are Cauchy sequences
in the Banach space $.

For this, we have to consider

‖Un+1 − Un‖ 6 ‖Ln+1‖ 6 ~‖Ln‖ 6 ~
2‖Ln−1‖ · · · 6 ~

n+1‖L0‖, n = 0, 1, 2, 3, . . . .

For each n, m ∈ N and n > m by using triangle inequality, we get

‖Un − Um‖ = ‖Um+1 − Um + Um+2 − Um+1 + · · ·+ Un − Un−1‖ 6
6 ‖Um+1 − Um‖+ ‖Um − Um−1‖+ · · ·+ ‖Un − Un−1‖ 6

6 ~
m+1‖L0‖+ ~

m+2‖L0‖+ · · ·+ ~
n‖L0‖ =

= ~
m+1(1 + ~+ ~

2 + · · ·+ ~
n−m−1)‖L0‖ =

= ~
m+1

(1− ~
n−m

1− ~

)

‖L0‖.

Since, we have 0 < ~ < 1, and hence, 1− ~
n−m 6 1. Therefore, we can obtain

the following result:

‖Un − Um‖ 6
~
m+1

1− ~
‖L0‖.

Because L0 is bound, we get the following result:

lim
m,n→∞

‖Un − Um‖ = 0.
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As a result, the sequence Un is a Cauchy series in the Banach space$, implying
that the series solutions defined in Eq. (3) are convergent. �

In the following subsection, the approximate solutions derived by residual
power series method to the model are analyzed and evaluated based on their
graphical and numerical results.

3.1. Graphical and numerical results of approximate solutions at-
tained by residual power series method. To illustrate the effectiveness and
efficiency of the residual power series method in handling such fractional-order
financial models, we provide graphical and numerical results for the solution of
the model in Eqs. (1) and (2) in this section. By using the following values of
the parameter variables: a = 3, b = 0.1, c = 1, and d = 0.9 and the initial con-
ditions L(0) = 0.1, M(0) = 4.0, and N(0) = 0.5 [28] in Eqs. (5), (6), and (7)
we obtained the 4th step approximate solutions for the model at various frac-
tional derivative values, such as α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0. Fig. 1 depicts
two-dimensional graphs of the approximate solutions obtained from four residual
power series method iterations at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0 for t in the
interval [0, 2.0]. Fig. 2 shows two-dimensional graphs of the approximate solutions
extracted from four residual power series method iterations at different d = 0.6,
0.7, 0.8, and 0.9 values for t in the interval [0, 2.0]. Tables 2–4 show how the 4th
step approximate solutions of L(t), M(t), and N(t) obtained by residual power
series method behave at different α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0 fractional
derivative values for t in the interval [0, 2.0].

The interest rate plays a vital role in the economy, and the value of an invest-
ment depends on it. Usually, a higher interest rate causes a reduction in investment
because it increases the cost of borrowing. For this reason, the required invest-
ment must have a higher rate of return to be profitable. Borrowing money from
a source becomes more expensive as interest rates rise. Inflation and investment
rates are typically inversely related. In general, if the interest rate is lower, more
people are able to borrow more money as compared to when interest rates are
high. The result is that consumers have to spend more money, which causes the
economy to grow and inflation to increase. In the opposite case, when interest
rates increase, the inflation rate decreases. The approximate solutions produced
by the residual power series method, as seen in the graphs and numerical data,
are consistent with the financial system’s actual macroeconomic behavior, and it
is proved that the suggested method is suitable for solving the fractional-order
financial models.

The following is the 4th step approximate solutions produced by residual power
series method in terms of interest rate L(t), investment demand M(t), and price
index N(t) at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0, obtained by using the parametric
values in the in Eqs. (5), (6), and (7).

At α = 0.5, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.677027t0.5 + 0.959000t1.0 + 0.144302t1.5 + 0.874657t2.0,

M (4)(t) = 4 + 0.66574t0.5 − 0.179t1.0 − 0.475624t1.5 − 0.505441t2.0,

N (4)(t) = 0.5 + 0.338513t0.5 − 1.2t1.0 + 0.181293t1.5 − 0.216413399t2.0.

At α = 0.6, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.671505t0.6 + 0.870392t1.2 + 0.136979t1.8 + 0.660786t2.4,
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Table 2

L(t) behavior in the range t ∈ [0, 2.0] at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0

t α = 0.5 α = 0.6 α = 0.7 α = 0.8 α = 0.9 α = 1.0

0.2 0.642469 0.503275 0.404638 0.320780 0.272708 0.240003
0.4 1.088240 0.876979 0.716518 0.552406 0.471411 0.425095
0.6 1.581770 1.314300 1.095890 0.832336 0.716589 0.666932
0.8 2.135790 1.831740 1.562476 1.179275 1.024950 0.982555
1.0 2.754990 2.439660 2.132830 1.611846 1.416110 1.394364
1.2 3.441640 3.146090 2.822345 2.149423 1.912660 1.930140
1.4 4.197040 3.957830 3.645670 2.812123 2.539980 2.623050
1.6 5.021950 4.880850 4.617010 3.620740 3.326040 3.511652
1.8 5.916900 5.920600 5.750156 4.596730 4.301320 4.639834
2.0 6.882240 7.082080 7.058590 5.762100 5.498620 6.056895

Table 3

M(t) behavior in the range t ∈ [0, 2.0] at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0

t α = 0.5 α = 0.6 α = 0.7 α = 0.8 α = 0.9 α = 1.0

0.2 4.199172 4.1973646 4.180894 4.159291 4.135451 4.113063
0.4 4.148263 4.205674 4.231117 4.240574 4.228614 4.209446
0.6 4.005274 4.121344 4.199727 4.265453 4.280462 4.275915
0.8 3.788453 3.951234 4.083883 4.227631 4.279665 4.295183
1.0 3.505683 3.697482 3.876436 4.117493 4.212061 4.245892
1.2 3.161434 3.358947 3.569064 3.924327 4.061647 4.102654
1.4 2.758584 2.934037 3.153134 3.636665 3.810885 3.836344
1.6 2.299184 2.420867 2.619922 3.242647 3.440891 3.412422
1.8 1.784755 1.817436 1.960761 2.730062 2.931544 2.794341
2.0 1.216475 1.121750 1.167086 2.086464 2.261528 1.940130

Table 4

N(t) behavior in the range t ∈ [0, 2.0] at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0

t α = 0.5 α = 0.6 α = 0.7 α = 0.8 α = 0.9 α = 1.0

0.2 0.418947 0.474573 0.508046 0.468397 0.486152 0.536275
0.4 0.245333 0.341173 0.413584 0.370349 0.415209 0.525835
0.6 0.048560 0.168099 0.269677 0.229862 0.299468 0.468949
0.8 −0.166006 −0.035799 0.085504 0.053346 0.143062 0.364788
1.0 −0.396607 −0.267489 −0.135871 −0.156992 −0.052677 0.211413
1.2 −0.642496 −0.525861 −0.393721 −0.400998 −0.288163 0.005783
1.4 −0.903323 −0.810637 −0.688464 −0.679756 −0.565099 −0.256245
1.6 −1.178922 −1.121975 −1.021174 −0.995194 −0.886241 −0.579921
1.8 −1.469254 −1.460225 −1.393291 −1.349865 −1.255240 −0.971598
2.0 −1.774152 −1.825914 −1.806562 −1.746792 −1.676565 −1.438723
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M (4)(t) = 4 + 0.660313t0.6 − 0.162461t1.2 − 0.400076t1.8 − 0.400294t2.4,

N (4)[(t) = 0.5 + 0.335752t0.6 − 1.089124t1.2 + 0.143753t1.8 − 0.157870t2.4.

At α = 0.7, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.660328t0.7 + 0.772036t1.4 + 0.124544t2.1 + 0.475926t2.8,

M (4)(t) = 4 + 0.649323t0.7 − 0.144103t1.4 − 0.325592t2.1 − 0.303201t2.8,

N (4)(t) = 0.5 + 0.330164t0.7 − 0.966052t1.4 + 0.109664t2.1 − 0.109647t2.8.

At α = 0.8, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.644203t0.8 + 0.530909t1.6 + 0.0417623t2.4 + 0.294969t3.2,

M (4)(t) = 4 + 0.633466t0.8 − 0.125208t1.6 − 0.243925t2.4 − 0.146847t3.2,

Figure 1. The graphic behavior of the 4th step approximate solutions obtained by residual
power series method of L(t), M(t), and N(t) at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0
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Figure 2. The graphic behavior of the
4th step approximate solutions obtained by
residual power series method of L(t), M(t),

and N(t) for d = 0.6, 0.7, 0.8, and 0.9

N (4)(t) = 0.5 + 0.107367t0.8 − 0.839381t1.6 + 0.147927t2.4 − 0.0729051t3.2.

At α = 0.9, the 4th step approximate solutions is are follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.623852t0.9 + 0.452731t1.8 + 0.0438066t2.7 + 0.195725t3.6,

M (4)(t) = 4 + 0.613455t0.9 − 0.106771t1.8 − 0.18855t2.7 − 0.106074t3.6,

N (4)(t) = 0.5 + 0.103975t0.9 − 0.715781t1.8 + 0.105739t2.7 − 0.04661t3.6.

At α = 1.0, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.6t+ 0.4795t2 + 0.07485t3 + 0.140006t4,

M (4)(t) = 4 + 0.59t− 0.0895t2 − 0.148983t3 − 0.105625t4,

N (4)(t) = 0.5 + 0.300001t− 0.6t2 + 0.040167t3 − 0.0287555t4.

Following are the two-dimensional graphs of 4th step approximate solutions
obtained by residual power series method for the L(4)(t), M (4)(t), and N (4)(t) at
α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0

In the following section, we solved the nonlinear financial model by using the
Elzaki transform and Adomian decomposition method.

4. Elzaki transform decomposition method for the solution of the
nonlinear financial model. The primary goal of this section is to provide series
solutions for the nonlinear financial model using Elzaki transform decomposition
method. The main algorithms of Elzaki transform decomposition method are as
follows:

– to do so, first apply the Elzaki transform to both sides of the Eq. (1) to
convert the given model into algebraic expressions, and then use the in-
verse Elzaki transform to convert the obtained algebraic expression into the
model’s real domain;

234



Approximate analytical solutions of the nonlinear fractional order financial model . . .

– in the next step, we provided the series solutions of the model by using
the Adomian decomposition method on the algebraic expressions that were
attained with the help of Elzaki transform and inverse Elzaki transform.

Following the first step yields the following:

E[Dα
t L(t)] = E

[

N(t) + L(t)M(t)− aL(t)
]

,

E[Dα
t M(t)] = E

[

1− bM(t)− L(t)L(t)
]

, (8)

E[Dα
t N(t]) = E

[

d− L(t)− cN(t)
]

,

Eq. (8) can be represented as follows by using Theorem 2 and the initial conditions:

E[L(t)] = 0.1 + uαE
[

N(t) + L(t)M(t)− aL(t)
]

,

E[M(t)] = 4.0 + uαE
[

1− bM(t)− L(t)L(t)
]

, (9)

E[N(t)] = 0.5 + uαE
[

d− L(t)− cN(t)
]

.

After performing the inverse Elzaki transform on the Eq. (9) and making some
simple calculations, the final results are given below:

L(t) = 0.1 + E−1
[

uαE
[

N(t) + L(t)L(t)− aL(t)
]]

,

M(t) = 4.0 + E−1
[

uαE
[

1− bM(t)− L(t)L(t)
]]

, (10)

N(t) = 0.5 + E−1
[

uαE
[

d− L(t)− cN(t)
]]

.

Then, using the expansion form shown below, we can obtain solutions of L(t),
M(t), and N(t) according to Adomian decomposition method:

L(t) =

∞
∑

n=0

Ln(t), M(t) =

∞
∑

n=0

Mn(t), N(t) =

∞
∑

n=0

Nn(t). (11)

By putting Eq. (11) into Eq. (10), we attained the following result:

∞
∑

n=0

Ln(t) = 0.1 + E−1

[

uαE

[ ∞
∑

n=0

Nn(t) +

∞
∑

n=0

Ln(t)

∞
∑

n=0

Mn(t)− a
∞
∑

n=0

Ln(t)

]]

,

∞
∑

n=0

Mn(t) = 4.0 + E−1

[

uαE

[

1− b
∞
∑

n=0

Mn(t)−
∞
∑

n=0

Ln(t)
∞
∑

n=0

Ln(t)

]]

, (12)

∞
∑

n=0

Nn(t) = 0.5 + E−1

[

uαE

[

d−
∞
∑

n=0

Ln(t)− c
∞
∑

n=0

Nn(t)

]]

.

The model’s nonlinear terms are as follows:
∞
∑

n=0

Mn(t)
∞
∑

n=0

Ln(t) and
∞
∑

n=0

Ln(t)
∞
∑

n=0

Ln(t),

which can be represented by using Adomian decomposition method as follows:

∞
∑

n=0

Xn(t) =

∞
∑

n=0

Ln(t)

∞
∑

n=0

Mn(t),

∞
∑

n=0

Yn(t) =
∞
∑

n=0

Ln(t)
∞
∑

n=0

Ln(t),

(13)
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where
∞
∑

n=0
Xn(t) and

∞
∑

n=0
Yn(t) are the nonlinear Adomian polynomials. By the

substitution of Eq. (13) into Eq. (12), we have

∞
∑

n=0

Ln(t) = 0.1 + E−1

[

uαE

[ ∞
∑

n=0

Nn(t) +
∞
∑

n=0

Xn(t)− a
∞
∑

n=0

Ln(t)

]]

,

∞
∑

n=0

Mn(t) = 4.0 + E−1

[

uαE

[

1− b
∞
∑

n=0

Mn(t)−
∞
∑

n=0

Yn(t)

]]

, (14)

∞
∑

n=0

Nn(t) = 0.5 + E−1

[

uαE

[

d−
∞
∑

n=0

Ln(t)− c
∞
∑

n=0

Nn(t)

]]

.

The Adomian polynomial can be determined with the help of the following for-
mulaes:

Xn =
1

Γ(n+ 1)

dn

dλn

[ n
∑

i=0

λiLi

n
∑

i=0

λiMi

]

λ=0

, where i = 0, 1, 2, . . . , (15)

Yn =
1

Γ(n+ 1)

dn

dλn

[ n
∑

i=0

λiLi

n
∑

i=0

λiLi

]

λ=0

, where i = 0, 1, 2, . . . . (16)

Eq. (15) is used to calculate a few terms of the decomposed first nonlinear terms,
and these are as follows:

X0 = L0M0,

X1 = L0M1(t) + L1M0,

X2 = L0M2(t) + L1(t)M1(t) + L2(t)M0.

Eq. (16) is used to calculate a few terms of the decomposed second nonlinear
term, and these are as follows:

Y0 = L0L0,

Y1 = L0L1(t) + L1(t)L0,

Y2 = L0L2(t) + L1(t)L1(t) + L2(t)L0.

The following approximations are obtained by equating Eq. (14) and using
the same parametric values that are used in the previous section.

By corresponding at both ends of Eq. (14), we were able to extract the first
term of the expansion solution to Eq. (11):

L1 =
0.6tα

Γ(α+ 1)
, M1 =

0.59tα

Γ(α+ 1)
, N1 =

0.3tα

Γ(α+ 1)
.

By corresponding at both ends of Eq. (14), we were able to extract the second
term of the expansion solution to Eq. (11):

L2 =
0.959t2α

Γ(2α+ 1)
, M2 =

tα

Γ(α+ 1)
− 0.179t2α

Γ(2α+ 1)
,
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N2 =
0.9tα

Γ(α+ 1)
− 0.9t2α

Γ(2α+ 1)
.

In the same way, we determined the values of L3, M3 and N3 as follows:

L3 =
t2α

Γ(2α+ 1)
+

0.0411t3α

Γ(3α+ 1)
+

0.354t3αΓ(2α+ 1)

Γ(3α+ 1)Γ(α+ 1)2
,

M3 =
tα

Γ(α+ 1)
− 0.1t2α

Γ(2α+ 1)
− 0.1739t3α

Γ(3α+ 1)
− 0.36t3αΓ(2α+ 1)

Γ(3α+ 1)Γ(α+ 1)2
,

N3 =
0.9tα

Γ(α+ 1)
− 0.9t2α

Γ(2α+ 1)
− 0.059t3α

Γ(3α+ 1)
.

In the same way, the following four terms of the series solution to Eq. (1) were
established:

L4 =
t2α

Γ(2α+ 1)
− 0.09t3α

Γ(3α+ 1)
− 0.167599t4α

Γ(4α+ 1)
+

0.6t3αΓ(2α+ 1)

Γ(3α+ 1)Γ(α+ 1)2
+

+
0.318t4αΓ(2α+ 1)

Γ(4α+ 1)Γ(α+ 1)2
+

0.45841t4αΓ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)Γ(4α+ 1)
,

M4 =
tα

Γ(α+ 1)
− 0.3t2α

Γ(2α+ 1)
+

0.03t3α

Γ(3α+ 1)
+

0.05217t4α

Γ(4α+ 1)
+

+
0.108t4αΓ(2α+ 1)

Γ(4α+ 1)Γ(α+ 1)2
− 1.1508t4αΓ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)Γ(4α+ 1)
,

N4 =
0.9tα

Γ(α+ 1)
− 0.9t2α

Γ(2α+ 1)
− 0.1t3α

Γ(3α+ 1)
+

0.0179t4α

Γ(4α+ 1)
−

− 0.354t4αΓ(2α+ 1)

Γ(4α+ 1)Γ(α+ 1)2
.

Finally, the 4th step approximate solutions obtained by employing the Elzaki
transform decomposition method of the L(t), M(t), and N(t) are as follows.

The 4th step approximate solution of L(t) is as below:

L4(t) = 0.1 +
( 0.6tα

Γ(α+ 1)

)

+
( 0.959t2α

Γ(2α+ 1)

)

+

+
( t2α

Γ(2α+ 1)
− 0.09t3α

Γ(3α+ 1)
− 0.167599t4α

Γ(4α+ 1)
+

0.6t3αΓ(2α+ 1)

Γ(3α+ 1)Γ(α+ 1)2
+

+
0.318t4αΓ(2α+ 1)

Γ(4α+ 1)Γ(α+ 1)2
+

0.45841t4αΓ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)Γ(4α+ 1)

)

. (17)

The 4th step approximate solution of M(t) is as below:

M4(t) = 4.0 +
( 0.59tα

Γ(α+ 1)

)

+
( tα

Γ(α+ 1)
− 0.179t2α

Γ(2α+ 1)

)

+

+
( tα

Γ(α+ 1)
− 0.1t2α

Γ(2α+ 1)
− 0.1739t3α

Γ(3α+ 1)
− 0.36t3αΓ(2α+ 1)

Γ(3α+ 1)Γ(α+ 1)2

)

+
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+
( tα

Γ(α+ 1)
− 0.3t2α

Γ(2α+ 1)
+

0.03t3α

Γ(3α+ 1)
+

0.05217t4α

Γ(4α+ 1)
+

+
0.108t4αΓ(2α+ 1)

Γ(4α+ 1)Γ(α+ 1)2
− 1.1508t4αΓ(3α+ 1)

Γ(α+ 1)Γ(2α+ 1)Γ(4α+ 1)

)

. (18)

The 4th step approximate solution of N(t) is as below:

N4(t) = 0.5
( 0.3tα

Γ(α+ 1)

)

+
( 0.9tα

Γ(α+ 1)
− 0.9t2α

Γ(2α+ 1)
− 0.059t3α

Γ(3α+ 1)

)

+

+
( 0.9tα

Γ(α+ 1)
− 0.9t2α

Γ(2α+ 1)
− 0.1t3α

Γ(3α+ 1)
+

+
0.0179t4α

Γ(4α+ 1)
− 0.354t4αΓ(2α+ 1)

Γ(4α+ 1)Γ(α+ 1)2

)

. (19)

Based on their graphical and numerical outcomes, the approximations estab-
lished by Elzaki transform decomposition method for the nonlinear financial model
are reviewed and evaluated in the next subsection.

4.1. Graphical and numerical results of approximate solutions at-
tained by Elzaki transform decomposition method. In this subsection, we
give graphical and numerical results for the approximate solutions of the system
of fractional differential equations presented in Eqs. (1) and (2) to demonstrate
the usefulness and efficiency of the Elzaki transform decomposition method in
handling nonlinear models. By using the following values of the parameter vari-
ables: a = 3, b = 0.1, c = 1, and d = 0.9 and the initial conditions L(0) = 0.1,
M(0) = 4.0, and N(0) = 0.5 [28] we derived the 4th step approximate solutions
for the model at various fractional derivative values: α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9,
and 1.0.

Fig. 3 shows two-dimensional graphs of the 4th step approximate solutions
obtained by Elzaki transform decomposition method at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9,
and 1.0 for t in the interval [0, 2.0].

Fig. 4 shows a comparison of the two-dimensional graphs of the 4th step ap-
proximate solutions obtained by residual power series method and Elzaki trans-
form decomposition method at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0 for t in the
interval [0, 2.0].

Tables 5–7 show how the 4th step approximate solutions of L(t), M(t), and
N(t) obtained by Elzaki transform decomposition method behave at different
α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0 fractional derivative values for t in the interval
[0, 2.0].

We concluded from a graphical and numerical analysis of L(4)(t), M (4)(t), and

N (4)(t) that these variables exhibit the same behavior as described in macroe-
conomic theory. Generally, a lower interest rate makes an investment relatively
more attractive. If the interest rate is six percent, firms will need an expected
rate of return on investment of at least six percent to justify the investment. If
the marginal efficiency of capital is lower than the interest rate, the firm will be
better off not investing but saving money. A cut in interest rates from six percent
to two percent will increase investment demand. Thus, the result indicates that
they satisfy the actual behavior of macroeconomic theory.
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Figure 3. The graphic behavior of the 4th step approximate solutions obtained by Elzaki trans-
form decomposition method of L(t), M(t), and N(t) at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0

The Elzaki transform decomposition method produced the following 4th step
approximate solutions by using the Eqs. (17), (18), and (19) in terms of interest
rate L(t), investment demand M(t), and price index N(t) at α = 0.5, 0.6, 0.7,
0.8, 0.9, 1.0.

At α = 0.5, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.677028t0.5 + 2.059t1.0 + 0.876954t1.5 + 0.462453t2.0,

M (4)(t) = 4 + 4.05088t0.5 − 0.379t1.0 − 0.618552t1.5 − 0.880404t2.0,

N (4)(t) = 0.5 + 3.38514t0.5 − 2.7t1.0 − 0.119608t1.5 − 0.216413t2.0.

At α = 0.6, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.671505t0.6 + 1.86876t1.2 + 0.756152t1.8 + 0.352844t2.4,

M (4)(t) = 4 + 4.01784t0.6 − 0.343982t1.2 − 0.513408t1.8 − 0.670216t2.4,
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Figure 4. Dashed graphs of L(4)(t), M (4)(t), and N (4)(t) that were achieved by using Elzaki
transform decomposition method, and non-dashed graphs were achieved by residual power series

method at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0

N (4)(t) = 0.5 + 3.35752t0.6 − 2.45053t1.2 − 0.094841t1.8 − 0.142729t2.4.

At α = 0.7, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.660328t0.7 + 1.65758t1.4 + 0.63087t2.1 + 0.256359t2.8,

M (4)(t) = 4 + 3.95097t0.7 − 0.305111t1.4 − 0.412049t2.1 − 0.48642t2.8,

N (4)(t) = 0.5 + 3.30164t0.7 − 2.17362t1.4 − 0.072351t2.1 − 0.0875269t2.8.

At α = 0.8, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.644203t0.8 + 1.44024t1.6 + 0.510974t2.4 + 0.178275t3.2,

M (4)(t) = 4 + 3.85448t0.8 − 0.265105t1.6 − 0.321075t2.4 − 0.338317t3.2,
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Table 5

L(t) behavior in the range t ∈ [0, 2.0] at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0

t α = 0.5 α = 0.6 α = 0.7 α = 0.8 α = 0.9 α = 1.0

0.2 0.911511 0.675695 0.512493 0.399204 0.319925 0.263782
0.4 1.647647 1.294323 1.019084 0.808128 0.647855 0.526517
0.6 2.433889 2.011651 1.649691 1.348859 1.104736 0.907503
0.8 3.276222 2.829670 2.409768 2.033095 1.706159 1.428990
1.0 4.175437 3.749264 3.305140 2.873690 2.474020 2.116176
1.2 5.131171 4.771320 4.342097 3.884412 3.884413 2.997190
1.4 6.142759 5.896912 5.527124 5.079623 4.594440 4.103157
1.6 7.209498 7.127167 6.866855 6.474257 5.994522 5.468198
1.8 8.330680 8.463277 8.367948 8.083407 7.655154 7.129036
2.0 9.505671 9.906486 10.037112 9.922820 9.603488 9.125898

Table 6

M(t) behavior in the range t ∈ [0, 2.0] at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0

t α = 0.5 α = 0.6 α = 0.7 α = 0.8 α = 0.9 α = 1.0

0.2 5.645279 5.437448 5.229187 5.034739 4.860584 4.708748
0.4 6.113050 6.031069 5.898250 5.737050 5.564026 5.390375
0.6 6.305984 6.369486 6.356636 6.284186 6.169529 6.027792
0.8 6.313966 6.515323 6.638068 6.685215 6.667450 6.598287
1.0 6.172924 6.490237 6.747398 6.929980 7.036521 7.073512
1.2 5.901833 6.303248 6.680274 7.001256 7.249243 7.419496
1.4 5.512247 5.957896 6.428452 6.877977 7.273794 7.596670
1.6 5.011917 5.455127 5.981812 6.537229 7.074769 7.559851
1.8 4.406343 4.794429 5.329239 5.954370 6.613620 7.258192
2.0 3.699669 3.974430 4.459067 5.103751 5.848991 6.635270

Table 7

N(t) behavior in the range t ∈ [0, 2.0] at α = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, and 1.0

t α = 0.5 α = 0.6 α = 0.7 α = 0.8 α = 0.9 α = 1.0

0.2 1.454524 1.414861 1.338370 1.243656 1.143330 1.045771
0.4 1.496060 1.587433 1.618546 1.602990 1.553771 1.481951
0.6 1.368620 1.563990 1.700226 1.780992 1.813560 1.806460
0.8 1.143678 1.414922 1.641633 1.817568 1.940878 2.016709
1.0 0.849116 1.169439 1.468147 1.728768 1.943360 2.109501
1.2 0.499368 0.843055 1.193479 1.525727 1.824471 2.081172
1.4 0.103047 0.445222 0.825814 1.213167 1.585199 1.927490
1.6 −0.334190 −0.017914 0.370298 0.793907 1.225764 1.643681
1.8 −0.808389 −0.542117 −0.169802 0.269198 0.742221 1.224441
2.0 −1.316651 −1.124370 −0.792436 −0.360849 0.134321 0.663933
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N (4)(t) = 0.5 + 3.22101t0.8 − 1.88861t1.6 − 0.0533341t2.4 − 0.0503025t3.2.

At α = 0.9, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.623852t0.9 + 1.22816t1.8 + 0.402854t2.7 + 0.119158t3.6,

M (4)(t) = 4 + 3.73272t0.9 − 0.226067t1.8 − 0.243697t2.7 − 0.22644t3.6,

N (4)(t) = 0.5 + 3.11926t0.9 − 1.61051t1.8 − 0.0381235t2.7 − 0.0272624t3.6.

At α = 1.0, the 4th step approximate solutions are as follows:

L(4)(t) = 0.1 + 0.6t+ 1.0295t2 + 0.30985t3 + 0.076818t4,

M (4)(t) = 4 + 3.59t− 0.1895t2 − 0.18065t3 − 0.146346t4,

N (4)(t) = 0.5 + 3t− 1.35t2 − 0.0265t3 − 0.0140042t4.

5. Conclusions. In this study, we investigate a fractional-order financial
model using two capable approximate analytical methods. From the figures and ta-
bles, we observed that the solutions obtained by the residual power series method
and Elzaki transform decomposition method agree with the actual macroeconomic
behavior of the financial system, and both methods are compatible and useful for
solving the fractional order nonlinear financial model. It demonstrated that re-
searchers may use these two techniques to solve the fractional nonlinear problem
that occurs in financial systems. The impact of the critical minimum interest rate
has been observed graphically, which shows different results with different values
of the critical minimum interest rate but exhibits the same behavior. The results
show that interest rates are rising at the same time that investment demand is
falling because borrowing money for investment purposes becomes more expensive
as interest rates rise. It is also guaranteed that the relationship between invest-
ment demand and the price level is inverse, with lower investment demand leading
to deflation. As a result, the obtained results are consistent with economic theory
and are extremely useful in understanding the macroeconomic behavior of the
financial system.
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Аннотация

Финансовая система является важной составляющей в регулирова-
нии глобальных экономических процессов, поскольку обеспечение без-
опасности или контроль финансовой системы или рынка является клю-
чом к стабилизации экономики.

Целью данного исследования является выяснение, насколько прибли-
женные аналитические решения, полученные с помощью метода оста-
точного степенного ряда и метода разложения Эльзаки для дробной
нелинейной финансовой модели, соответствуют экономической теории.
Здесь понятие дробной производной используется в смысле производной
Капуто.

Полученные численные результаты показывают, как приближенные
решения реагируют на изменения процентной ставки, инвестиционного
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спроса и индекса цен. Оба метода показали результаты, согласующиеся
с экономической теорией. Это означает, что исследователи могут ис-
пользовать эти два метода для решения различных задач, связанных с
дробными нелинейными моделями в финансовых системах.

Ключевые слова: приближенные решения, дробно-нелинейная финан-
совая модель, метод остаточного степенного ряда, метод разложения
преобразования Эльзаки.
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Аннотация

Предлагается новый алгоритм нахождения приближенных симмет-
рий для дробно-дифференциальных уравнений с производными типа
Римана–Лиувилля и Герасимова–Капуто, порядок которых близок к це-
лому. Алгоритм основан на разложении дробной производной в ряд по
малому параметру, выделяемому из порядка дробного дифференцирова-
ния. В линейном приближении такое разложение содержит нелокальный
интегро-дифференциальный оператор с логарифмическим ядром.

В результате исходное дробно-дифференциальное уравнение прибли-
жается интегро-дифференциальным уравнением с малым параметром,
для которого могут быть найдены приближенные симметрии. Доказыва-
ется теорема о виде продолжения однопараметрической группы точеч-
ных преобразований на новую переменную, порождаемую нелокальным
оператором, входящим в разложение дробной производной. Знание та-
кого продолжения позволяет применить к рассматриваемому уравнению
приближенный критерий инвариантности.

Предлагаемый алгоритм иллюстрируется на задаче нахождения при-
ближенных симметрий для нелинейного дробно-дифференциального
уравнения фильтрации субдиффузионного типа. Показано, что размер-
ность алгебры приближенных симметрий такого уравнения оказывается
существенно больше размерности алгебры точных симметрий, что от-
крывает возможность построения большого числа приближенно инвари-
антных решений. Также на примере линейного дробно-дифференциаль-
ного уравнения субдиффузии показывается, что алгоритм дает принци-
пиальную возможность находить нелокальные приближенные симмет-
рии определенного вида.

Дифференциальные уравнения и математическая физика
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Введение. Групповой анализ дифференциальных и интегро-дифферен-
циальных уравнений [1–3] является эффективным математическим инстру-
ментом исследования их симметрийных свойств, построения законов сохра-
нения и нахождения точных решений. Одним из современных направлений
его развития является симметрийный анализ дифференциальных уравнений
с производными дробных порядков различных типов [4, 5], называемых так-
же дробно-дифференциальными уравнениями [6]. В течение последних 15 лет
для таких уравнений активно развивались как методы классического груп-
пового анализа (см. [7–9] и цитируемую там литературу), так и некоторые
методы современного группового анализа, направленные на нахождение при-
ближенных [10] и высших [11] симметрий.

Построение приближенных симметрий для дробно-дифференциального
уравнения возможно в тех случаях, когда в нем имеется малый параметр
либо когда такое уравнение может быть приближено в некотором смысле
уравнением с малым параметром. Если порядок входящей в уравнение дроб-
ной производной близок к целому числу, то из такого порядка возможно вы-
деление малого параметра с последующим разложением по нему в ряд со-
ответствующей дробной производной. Например, для левосторонней дробной
производной Римана—Лиувилля

(t0D
α
t f)(t) =

1

Γ(n− α)
dn

dtn

∫ t

t0

f(s)ds

(t− s)α−n+1
, n = [α] + 1,

для случая α = n − ε, где ε ∈ (0, 0.5], в работе [10] получено следующее
разложение по ε:

(t0D
n−ε
t f)(t) = f (n)(t)− ε

{

[ψ(n+ 1)− ln(t− t0)]f (n)(t)−

−
∞
∑

k=0
k 6=n

(−1)k−n

k − n
n!

k!
(t− t0)k−nf (k)(t)

}

+ o(ε). (1)

Данное разложение справедливо для всех t > t0 при ε → 0 в случае,
когда функция f(t) бесконечно дифференцируема при t > t0. Если ε— ма-
лый параметр (0 < ε � 1), то в (1) можно ограничиться приведенным ли-
нейным разложением, отбросив малые порядка o(ε). Если дробно-дифферен-
циальное уравнение содержит только дробные производные вида t0D

m−ε
t f

(m = 1, 2, . . . ,M), то, заменяя их на соответствующие линейные по ε разло-
жения вида (1), получим уравнение с малым параметром. В нулевом порядке
по ε такое уравнение будет дифференциальным уравнением целого поряд-
ка M .
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Необходимо, однако, отметить, что линейное разложение (1) не являет-
ся равномерным, оно справедливо с точностью o(ε ln(t − t0)). Поэтому для
любого фиксированного ε замена дробно-дифференциального уравнения со-
ответствующим уравнением с малым параметром будет справедлива лишь
для t ∈ [c, d], где c = c(ε) и d = d(ε) согласованы с условием малости отбра-
сываемой части разложения.

Замена, пусть и в ограниченной области, дробно-дифференциального урав-
нения уравнением с малым параметром, получаемым с использованием раз-
ложения вида (1), дает возможность применять к его исследованию методы
теории приближенных групп преобразований [12–14]. На основе данного под-
хода в работах [15, 16] были успешно решены задачи групповой классифика-
ции по допускаемым приближенным группам преобразований для нелиней-
ного уравнения субдиффузии и дробно-дифференциального обобщения урав-
нения Бюргерса, а в работах [17–19] для ряда дробно-дифференциальных
уравнений найдены приближенные симметрии, приближенно инвариантные
решения и приближенные законы сохранения.

Важно отметить, что допускаемая дробно-дифференциальным уравне-
нием группа преобразований практически всегда оказывается более «бед-
ной», чем группа соответствующего ему дифференциального уравнения цело-
го порядка. Это обусловлено в первую очередь требованием неподвижности
постоянного предела интегрирования дробно-дифференциального оператора
при преобразовании. Переход к приближенным преобразованиям существен-
но расширяет группу симметрий, что дает возможность строить новые при-
ближенно инвариантные решения и законы сохранения, которые не могут
быть получены на основе точных симметрий.

Тем не менее разложение (1) обладает рядом существенных недостатков.
Во-первых, оно требует бесконечной дифференцируемости функции f(t) при
t > t0, что для дробно-дифференциальных уравнений справедливо далеко не
всегда. Во-вторых, практическое использование (1) для нахождения допус-
каемой соответствующим уравнением приближенной группы преобразований
требует построения продолжений группы, допускаемой уравнением в нулевом
порядке по ε, на все производные f (k)(t) (k = 1, 2, . . .). Решение определяюще-
го уравнения для приближенной группы в этом случае требует аккуратной
работы с бесконечными рядами, сходимость которых необходимо дополни-
тельно контролировать. В-третьих, разложение (1) неприменимо при беско-
нечном нижнем пределе интегрирования в операторе дробного дифферен-
цирования. Однако уравнения с такими операторами возникают при описа-
нии процессов с полной степенной памятью или степенной пространственной
нелокальностью в R

n.
Преодолеть указанные недостатки позволяет переход к другому виду раз-

ложений дробных производных, которые могут быть построены на основе
известной [4] формулы для дробного интеграла порядка ε при ε→ 0:

(t0I
ε
t f)(t) = f(t) + ε

[

γf(t) +
d

dt

∫ t

t0

ln(t− s)f(s)ds
]

+ o(ε), (2)

где

(t0I
ε
t f)(t) =

1

Γ(ε)

∫ t

t0

f(s)ds

(t− s)1−ε
, ε ∈ (0, 1)
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— левосторонний интеграл дробного порядка ε, γ ≈ 0.57721566— постоянная
Эйлера. С использованием (2) могут быть получены соответствующие разло-
жения для левосторонних дробных производных Римана—Лиувилля и Капу-
то, порядок которых близок к целому. В работах [20–22] разложение (2) было
использовано для нахождения приближенных решений дробно-дифференци-
альных уравнений.

В результате применения разложения (2) дробно-дифференциальное урав-
нение приближается уравнением с малым параметром ε, содержащим в ε-по-
рядке интегро-дифференциальный оператор с логарифмическим ядром. Раз-
работка алгоритма нахождения приближенных симметрий таких уравнений
и является целью данной работы.

1. Формулы продолжения. Рассмотрим функцию u = u(t, x), где x =
= (x1, . . . , xm), определенную в области QT = {(t, x) : −∞ 6 t0 < t < T 6∞,
x ∈ Ω ⊂ R

m}, суммируемую по переменной t на интервале (t0, T ). Тогда суще-
ствует дробный интеграл (t0I

ε
t u)(t, x) (0 < ε� 1) и почти всюду справедливо

разложение вида (2) (см. [4, замечание 2.5]):

(t0I
ε
t u)(t, x) = u(t, x) + ε

[

γu(t, x) +
∂

∂t
(Lu)(t, x)

]

+ o(ε), (3)

(Lu)(t, x) =

∫ t

t0

ln(t− s)u(s, x)ds. (4)

Для построения конструктивного алгоритма нахождения приближенных
симметрий уравнений с малым параметром, получаемых из дробно-диффе-
ренциальных уравнений с использованием разложения (3), необходимо знать
продолжение группы преобразований на интеграл (Lu)(t, x).

Рассмотрим однопараметрическую группу G точечных преобразований

t̄ = ϕ(t, x, u, a), x̄i = ψi(t, x, u, a) (i = 1, . . . ,m), ū = θ(t, x, u, a),

ϕ|a=0 = t, ψi|a=0 = xi (i = 1, . . . ,m), θ|a=0 = u,
(5)

где a ∈ ∆— параметр группы и ∆ ∈ R— симметричный относительно нуля
интервал. Как обычно в групповом анализе (см., например, [1]), функции
ϕ, ψi и θ предполагаются бесконечно дифференцируемыми по всем своим
аргументам при (t, x) ∈ QT и a ∈ ∆.

Пусть соответствующие инфинитезимальные преобразования группы G
имеют вид

t̄ = t+ aτ(t, x, u) + o(a),
x̄i = x+ aξi(t, x, u) + o(a) (i = 1, . . . ,m),
ū = u+ aη(t, x, u) + o(a).

(6)

Тогда оператор

X = τ
∂

∂t
+ ξi

∂

∂xi
+ η

∂

∂u
(7)

является инфинитезимальным оператором (генератором) группы G. Здесь
и далее используется правило суммирования по повторяющимся индексам.

В дальнейшем для сокращенной записи сложных функций от u(t, x), ее
производных и интегралов будем использовать обозначение

f(t, x, u(t, x), ut(t, x), . . .) = f [t, x].
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Через Dt и Di будем обозначать операторы полного дифференцирования по
переменным t и xi (i = 1, . . . ,m) соответственно, а через ui — частную произ-
водную функции u по xi.

Теорема. Пусть u(t, x) ∈ C1(QT ) ∩ L1(t0, T ) и выполнено условие

τ [t, x]|t=t0 = 0, t0 > −∞. (8)

Тогда инфинитезимальное преобразование интеграла (Lu)(t, x) под действи-
ем группы G c оператором (7) имеет вид

(Lū)(t̄, x̄) = (Lu)(t, x) + aζLu[t, x] + o(a), (9)

где ζLu[t, x] определяется формулой продолжения

ζLu[t, x] = L(η − τut − ξiui)(t, x) + τDt(Lu)(t, x) + ξiDi(Lu)(t, x). (10)

До к а з ат е л ь ств о. Используя обратное для (6) инфинитезимальное
преобразование

t = t̄− aτ [t̄, x̄] + o(a),
xi = x̄i − aξi[t̄, x̄] + o(a) (i = 1, . . . ,m),
u = ū− aη[t̄, x̄] + o(a),

запишем
ū(t̄, x̄) = u(t̄− aτ [t̄, x̄], x̄− aξ[t̄, x̄]) + aη[t̄, x̄] + o(a),

где ξ = (ξ1, . . . , ξm). С учетом этого представления изменение интеграла
(Lū)(t̄, x̄) под действием инфинитезимального преобразования (6) можно пред-
ставить в виде

(Lū)(t̄, x̄) =

∫ t+aτ [t,x]

t0

ln(t+ aτ [t, x]− s̄)×

× {u(s̄− aτ [s̄, x], x+ aξ[t, x]− aξ[s̄, x]) + aη[s̄, x]} ds̄+ o(a).

Выполним замену переменных по правилу s̄ = s+aτ [s, x]. Заметим, что в
силу условия (8) нижний предел интегрирования t0 при такой замене остается
неизменным. Имеем

(Lū)(t̄, x̄) =

∫ t

t0

ln(t− s+ aτ [t, x]− aτ [s, x])×

×
{

u(s, x+ aξ[t, x]− aξ[s, x]) + aη[s, x]
}

(1 + aDsτ [s, x])ds+ o(a).

Используя разложения

ln(t− s+ aτ [t, x]− aτ [s, x]) = ln(t− s) + a
τ [t, x]− τ [s, x]

t− s + o(a)

и

u(s, x+ aξ[t, x]− aξ[s, x]) = u(s, x) + a(ξi[t, x]− ξi[s, x])ui(s, x) + o(a),
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получаем

(Lū)(t̄, x̄) =

∫ t

t0

ln(t− s)u(s, x)ds+ a

∫ t

t0

{τ [t, x]− τ [s, x]
t− s u(s, x) +

+ ln(t− s)
[

η[s, x] + (Dsτ [s, x])u(s, x) + (ξi[t, x]− ξi[s, x])ui(s, x)
]

}

ds+ o(a).

Так как u(t, x) ∈ C1(QT ) ∩ L1(t0, T ), справедливы соотношения

(Dsτ [s, x])u(s, x) = Ds(τ [s, x]u(s, x))− τ [s, x]us(s, x),
∫ t

t0

ln(t− s)ξi[t, x]ui(s, x)ds = ξi[t, x]Di(Lu)(t, x).

В результате получаем

(Lū)(t̄, x̄) = (Lu)(t, x) + a[L(η − τut − ξiui)(t, x) + ξi(t, x)Di(Lu)(t, x)] +

+ a

∫ t

t0

{τ [t, x]− τ [s, x]
t− s u(s, x) + ln(t− s)Ds(τ [s, x]u(s, x))

}

ds+ o(a).

Для преобразования последнего интеграла в этом выражении воспользу-
емся формулой

Dt

∫ t

t0

ln(t− s)u(s, x)ds = ln(t− t0)u(t, x) +
∫ t

t0

u(s, x)− u(t, x)
t− s ds,

справедливость которой вытекает из дифференцируемости u(s, x) по s при
s > t0. Имеем

∫ t

t0

{τ [t, x]− τ [s, x]
t− s u(s, x) + ln(t− s)Ds(τ [s, x]u(s, x))

}

ds =

=

∫ t

t0

{τ [t, x]u(t, x)− τ [s, x]u(s, x)
t− s + ln(t− s)Ds(τ [s, x]u(s, x))

}

ds+

+ τ [t, x]

∫ t

t0

u(s, x)− u(t, x)
t− s ds =

=

∫ t

t0

Ds (ln(t− s)[τ [s, x]u(s, x)− τ [t, x]u(t, x)]) ds+

+ τ [t, x]

(

Dt

∫ t

t0

ln(t− s)u(s, x)ds− ln(t− t0)u(t, x)
)

=

= lim
s→t−0

{

ln(t− s)[τ [s, x]u(s, x)− τ [t, x]u(t, x)]
}

−

− ln(t− t0) lim
s→t0+0

τ [s, x]u(s, x) + τ [t, x]Dt(Lu)(t, x).

В полученном выражении первый предел обращается в нуль в силу диф-
ференцируемости функций τ [s, x] и u(s, x) по s при s > t0, а второй — в силу
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дифференцируемости функции τ [t, x] в точке t = t0, условия (8) и суммиру-
емости u(t, x) по переменной t. В результате получаем

(Lū)(t̄, x̄) = (Lu)(t, x) +

+ a[L(η − τut − ξuui)(t, x) + ξi(t, x)Di(Lu)(t, x)] +

+ aτ [t, x]Dt(Lu)(t, x) + o(a).

Таким образом, справедливость инфинитезимального преобразования (9), (10)
доказана. �

Замечание. В предельном случае t0 → −∞ условие (8) не требуется.

На основе формулы продолжения (9) получаются формулы продолжения
для интегро-дифференциальных переменных Dk

t (Lu):

Dk
t̄ (Lū)(t̄, x̄) = Dk

t (Lu)(t, x) + aζDk(Lu)[t, x] + o(a),

где

ζDk
t (Lu)

[t, x] = Dk
t L(η − τut − ξiui)(t, x) +

+ τDk+1
t (Lu)(t, x) + ξiDiD

k
t (Lu)(t, x) (11)

(функция Lu в этом случае предполагается дифференцируемой k + 1 раз по
переменной t).

2. Приближение дробно-дифференциальных уравнений уравне-
ниями с малым параметром. Рассмотрим дробно-дифференциальное урав-
нение

t0D
α
t u = F (t, x, u, u(1), . . . , u(r)), n− 1 < α < n, n, r ∈ N, (12)

где t0D
α
t u = Dn

t (t0I
n−α
t u)— дробная производная Римана—Лиувилля и

u(1) = ui1 , . . . , u(r) = ui1...ir ,

ui1 = Di1u, . . . , ui1...ir = Dir . . . Di1u, i1, . . . , ir = 1, . . . ,m.

Пусть α = n−ε, 0 < ε� 1. Тогда с учетом разложения (3) уравнение (12)
с точностью до o(ε) приближается уравнением с малым параметром ε:

(1 + εγ)
∂nu

∂tn
+ ε

∂n+1

∂tn+1
(Lu) ≈ F (t, x, u, u(1), . . . , u(r)), n, r ∈ N. (13)

Здесь и далее приближенное равенство f ≈ g означает f = g + o(ε).
Аналогично, дробно-дифференциальное уравнение

C
t0D

α
t u = F (t, x, u, u(1), . . . , u(r)), n− 1 < α < n, n, r ∈ N, (14)

с дробной производной Герасимова—Капуто C
t0D

α
t u = t0I

n−α
t (Dn

t u), при α =
= n− ε, 0 < ε� 1, с точностью до o(ε) приближается уравнением

(1 + εγ)
∂nu

∂tn
+ ε

∂

∂t
L(Dn

t u) ≈ F (t, x, u, u(1), . . . , u(r)), n, r ∈ N. (15)
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Отметим, что в силу наличия в уравнениях (13) и (15) интегрального
оператора L, определенного в (4), данные уравнения являются интегро-диф-
ференциальными. Однако в нулевом порядке по ε эти уравнения являются
дифференциальными уравнениями целого порядка n по t и порядка r по x.
Поэтому данные уравнения могут рассматриваться как дифференциальные
уравнения с малыми нелокальными возмущениями. Наличие таких возму-
щений сохраняет в уравнениях (13) и (15) нелокальную природу исходных
дробно-дифференциальных уравнений (12) и (14) соответственно.

Однако в некоторых простейших случаях нелокальность в уравнениях с
малым параметром может быть исключена.

Пример. Рассмотрим простейшее обыкновенное дробно-дифференциальное
уравнение

0D
α
t u = 0, α ∈ (1, 2), t > 0.

Его решение хорошо известно [4]:

u(t) = C1t
α−1 + C2t

α−2, (16)

где C1, C2 — произвольные постоянные.
Пусть α = 2 − ε. Тогда соответствующее приближенное уравнение (13)

примет вид

(1 + εγ)
d2u

dt2
+ ε

d3

dt3

∫ t

0
ln(t− s)u(s)ds ≈ 0. (17)

Это уравнение дважды интегрируется:

(1 + εγ)u(t) + ε
d

dt

∫ t

0
ln(t− s)u(s)ds ≈ At+B,

где A, B — постоянные интегрирования. С точностью o(ε) отсюда имеем

εu(t) ≈ ε(At+B).

После подстановки этого представления в интеграл и его вычисления находим

(1 + εγ)u(t) + ε[At(ln t− 1) +B ln t] ≈ At+B.

С точностью до o(ε) получаем

u(t) ≈ At(1 + ε− εγ − ε ln t) +B(1− εγ − ln t)

или, обозначая C1 = (1 + ε− εγ)A, C2 = (1− εγ)B, находим

u(t) ≈ (C1t+ C2)(1− ε ln t),

что соответствует разложению решения (16) при α = 2 − ε в ряд по ε с точ-
ностью до o(ε).

Теперь заметим, что второе слагаемое в уравнении (17) можно упростить
с учетом приближенного равенства εu′′ ≈ 0:
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ε
d3

dt3

∫ t

0
ln(t− s)u(s)ds = ε

d3

dt3

∫ t

0
ln(s)u(t− s)ds =

= ε
d2

dt2

[

u(0) ln t+

∫ t

0
ln(s)u′(t− s)ds

]

=

= ε
d

dt

[u(0)

t
+ u′(0) ln t

]

+
d

dt

∫ t

0
ln(s)εu′′(t− s)ds ≈ ε

[u′(0)

t
− u(0)

t2

]

.

В силу уравнения εu′′ ≈ 0 справедливы равенства εu′(0) ≈ εu′(t), εu(0) =
= εu(t)− εu′(t). В результате уравнение (17) приводится к виду

d2u

dt2
+ ε

(2

t

du

dt
− u(t)

t2

)

≈ 0,

то есть становится обыкновенным дифференциальным уравнением второго
порядка с малым параметром. Его исследование может быть выполнено клас-
сическими методами теории возмущений для дифференциальных уравнений
с малым параметром.

Тем не менее подавляющее большинство получающихся в результате опи-
санной выше процедуры приближенных нелокальных уравнений, особенно
нелинейных, не может быть приведено к локальным. В этой связи при их
симметрийном анализе возникает ряд важных особенностей, которые будут
рассмотрены далее.

3. Приближенные точечные симметрии. Приближенные преобразо-
вания получаются в результате введения в функции ϕ, ψi и θ из (5) дополни-
тельной переменной — малого параметра ε с последующим разложением по
нему этих функций в ряд Тейлора с удержанием нескольких (обычно двух)
первых членов разложения. Теория групп таких приближенных преобразова-
ний применительно к дифференциальным уравнениям с малым параметром
была развита в работах [12,13] (см. также [14]). С точностью o(ε) инфините-
зимальный оператор такой группы имеет вид

X ≡ X(0) + εX(1) = (τ(0) + ετ(1))
∂

∂t
+ (ξi(0) + εξi(1))

∂

∂xi
+ (η(0) + εη(1))

∂

∂u
. (18)

Здесь τ(0), τ(1), ξ
i
(0), ξ

i
(1), η(0), η(1) являются функциями переменных t, x, u.

Определение. Приближенной точечной симметрией дифференциально-
го или интегро-дифференциального уравнения с малым параметром называ-
ется оператор вида (18), соответствующий группе приближенных преобразо-
ваний, допускаемых этим уравнением с точностью o(ε).

Рассмотрим алгоритм нахождения приближенных симметрий на примере
уравнений (13) и (15). Он сводится к следующим основным шагам.

1. Методами классического группового анализа находится группа точеч-
ных симметрий (все операторы X(0)) невозмущенного уравнения

∂nu

∂tn
= F (t, x, u, u(1), . . . , u(r)), n, r ∈ N.
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2. С использованием приведенных в разделе 1 формул продолжения, най-
денная невозмущенная группа продолжается на интегро-дифференци-
альные переменные Dn+1

t (Lu) или DtL(D
n
t u), а также на все диффе-

ренциальные переменные, входящие в соответствующее уравнение.
3. На основе критерия приближенной инвариантности, имеющего вид

{

(X̃(0) + εX̃(1))
[∂nu

∂tn
− F (t, x, u, u(1), . . . , u(r))

]

+

+ εX̃(0)

[

γ
∂nu

∂tn
+
∂n+1

∂tn+1
(Lu)

]}∣

∣

∣

(13)
≈ 0

для уравнения (13), и

{

(X̃(0) + εX̃(1))
[∂nu

∂tn
− F (t, x, u, u(1), . . . , u(r))

]

+

+ εX̃(0)

[

γ
∂nu

∂tn
+
∂

∂t
L(Dn

t u)
]}∣

∣

∣

(15)
≈ 0

для уравнения (15), строится определяющее уравнение, решением ко-

торого являются координаты оператора X(1). Здесь X̃(0) и X̃(1) — соот-
ветствующие продолженные операторы.

В результате решения определяющего уравнения находятся приближенные
точечные симметрии вида (18).

Важно отметить, что определяющее уравнение, возникающее из критерия
приближенной инвариантности, является относительно координат искомого
оператора X(1) линейным дифференциальным уравнением в частных произ-
водных целого порядка, а не интегро-дифференциальным уравнением.

Пример. Рассмотрим в качестве примера нелинейное дробно-дифферен-
циальное уравнение фильтрации субдиффузионного типа:

0D
α
t u = euxuxx, t > 0 α ∈ (0, 1). (19)

В предельном случае α = 1 это уравнение переходит в классическое урав-
нение фильтрации с производной первого порядка по времени, допускающее
пятимерную алгебру точечных симметрий (см. [26]) с базисом

X1 =
∂

∂x
, X2 = 2t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

X3 =
∂

∂u
, X4 = t

∂

∂t
− x ∂

∂u
, X5 =

∂

∂t
.

(20)

Симметрии дробно-дифференциального уравнения (19) находятся по ал-
горитму, приведенному в [8]. В этом случае алгебра точечных симметрий
оказывается двумерной с базисом

X1 =
∂

∂x
, X2 = 2t

∂

∂t
+ αx

∂

∂x
+ αu

∂

∂u
.

Таким образом, алгебра симметрий дробно-дифференциального уравне-
ния оказывается существенно беднее алгебры симметрий соответствующего
уравнения с производными целого порядка.
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Теперь рассмотрим уравнение (19) в приближении α = 1 − ε, 0 < ε � 1.
Тогда оно с точностью o(ε) приближается уравнением

(1 + εγ)ut + εD2
t (Lu) = euxuxx, (21)

где оператор L определяется (4) с t0 = 0. Найдем приближенные симметрии
данного уравнения, используя представленный выше алгоритм.

При ε = 0 уравнение (21) совпадает с (19) и поэтому допускает пятипа-
раметрическую группу преобразований с операторами (20). Общий оператор
такой группы может быть записан в виде

X(0) ≡
5

∑

i=1

AiXi = (A5 + (2A2 −A4)t)
∂

∂t
+ (A1 +A2x)

∂

∂x
+

+ (A2u+A3 +A4x)
∂

∂u
, (22)

где Ai — произвольные постоянные. Таким образом, п. 1 приведенного выше
алгоритма выполнен.

Далее в соответствии с п. 2 алгоритма найдем продолжение инфините-
зимального оператора (22) пятипараметрической группы преобразований на
нелокальную переменную D2

t (Lu). Формула продолжения (11) после элемен-
тарных преобразований дает

ζD2
t (Lu)

=
A3 +A4x

t
+A2D

2
t (Lu)−A5D

2
t (Lut)− (2A2 −A4)D

2
tL(tut)+

+ (A5 + (2A2 −A4)t)D
3
t (Lu).

Воспользуемся тождествами

DtL(tut) = tD2
t (Lu)− u, L(ut)−Dt(Lu) = u(0, x) ln t,

справедливость которых легко проверяется непосредственными вычисления-
ми. Тогда

ζD2
t (Lu)

=
A5

t
u(0, x) +

A3 +A4x

t
+ (2A2 −A4)ut + (A4 −A2)D

2
t (Lu).

Продолжения оператора (22) на переменные ut, ux и uxx находятся по клас-
сическим формулам (см., например, [1, 2]) и имеют, соответственно, вид

ζ(0)t = (A4 −A2)ut, ζ(0)x = A4, ζ(0)xx = −A2uxx.

В результате продолженный оператор нулевого приближения имеет вид

X̃(0) = [A5 + (2A2 −A4)t]
∂

∂t
+ [A1 +A2x]

∂

∂x
+ [A2u+A3 +A4x]

∂

∂u
+

+ [(A4 −A2)ut]
∂

∂ut
+A4

∂

∂ux
−A2uxx

∂

∂uxx
+
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+
[A5

t
u(0, x) +

A3 +A4x

t
+ (2A2 −A4)ut + (A4 −A2)D

2
t (Lu)

] ∂

∂D2
t (Lu)

.

Продолженный оператор первого приближения записывается в виде

X̃(1) = τ(1)
∂

∂t
+ ξ(1)

∂

∂x
+ η(1)

∂

∂u
+ ζ(1)t

∂

∂ut
+ ζ(1)x

∂

∂ux
+ ζ(1)xx

∂

∂uxx
,

где τ(1), ξ(1) и η(1) — функции переменных t, x, u, a ζ(1)t, ζ(1)x и ζ(1)xx опреде-
ляются классическими формулами продолжения [1,2]

ζ(1)t = Dt(η(1))−Dt(τ(1))ut −Dt(ξ(1))ux,
ζ(1)x = Dx(η(1))−Dx(τ(1))ut −Dx(ξ(1))ux,
ζ(1)xx = D2

x(η(1))−D2
x(τ(1))ut −D2

x(ξ(1))ux − 2Dx(τ(1))utx − 2Dx(ξ(1))uxx.

В результате определяющее уравнение из п. 3 алгоритма после несложных
преобразований приобретает вид

ζ(1)t − ζ(1)xeuxuxx − ζ(1)xxeux = −A5

t
u(0, x)− A3 +A4x

t
+ (A4 − 2A2)ut. (23)

Это уравнение соответствует первому порядку разложения по ε, поэтому
должно выполняться в силу невозмущенного уравнения ut = euxuxx.

В (23) функция начального условия u(0, x) должна рассматриваться как
самостоятельная независимая переменная, т.к. уравнение должно быть вы-
полнено при любых таких функциях. Поэтому расщепление по этой перемен-
ной дает A1 = 0, т.е. группа переносов по времени, соответствующая опе-
ратору X1, не наследуется возмущенным уравнением (21). Частное решение
оставшейся части определяющего уравнения, соответствующее правой части
уравнения (23), имеет вид

τ(1) = [2A2 −A4(2− ln t)]t, ξ(1) = 0, η(1) = −(A3 +A4x) ln t.

В результате получено, что возмущенное уравнение (21) наследует пер-
вые четыре из пяти точечных симметрий (20) невозмущенного уравнения.
Соответствующие приближенные точечные симметрии имеют вид

X1 =
∂

∂x
, X2 = 2(1 + ε)t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

X3 = (1− ε ln t) ∂
∂u
, X4 = [1 + ε(2− ln t)]t

∂

∂t
− (1− ε ln t)x ∂

∂u
.

При этом, как обычно [12–14], возмущенное уравнение (21) будет также обла-
дать приближенными симметриями, полученными из симметрий (20) невоз-
мущенного уравнения умножением на малый параметр ε:

X5 = ε
∂

∂t
, X6 = εX1, X7 = εX2, X8 = εX3, X9 = εX4.

Таким образом, возмущенное уравнение (21) обладает 9-мерной алгеброй
приближенных точечных симметрий с базисом Xi (i = 1, . . . , 9). Видно, что
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размерность алгебры приближенных симметрий дробно-дифференциального
уравнения оказывается существенно больше размерности соответствующей
алгебры точных симметрий, что дает возможность строить новые прибли-
женно инвариантные решения такого уравнения, которые не могут быть по-
лучены из соответствующих точных инвариантных решений.

В заключение примера сделаем два замечания.
Во-первых, если в исходном уравнении (19) вместо дробной производной

Римана—Лиувилля будет использована дробная производная Капуто, то ал-
гебра симметрий такого уравнения оказывается трехмерной, так как в этом
случае дополнительно будет допускаться оператор X3 из (20). Операторы X4

и X5 по-прежнему не наследуются. Алгебра приближенных симметрий соот-
ветствующего возмущенного уравнения при этом останется 9-мерной.

Во-вторых, если в уравнении (19) используются дробные производные
с t0 = −∞ (случай полной памяти системы) c дополнительным естествен-
ным физическим ограничением limt→−∞ u(t, x) = 0, то такое уравнение бу-
дет допускать группу переносов по времени, соответствующую оператору X5.
Данная симметрия будет без изменений наследоваться соответствующим воз-
мущенным уравнением, в результате чего алгебра приближенных точечных
симметрий такого уравнения станет 10-мерной.

4. Нелокальные приближенные симметрии. Важным преимуществом
предлагаемого в данной работе подхода является возможность нахождения
в ряде случаев не только точечных, но и нелокальных симметрий. Такие
симметрии для дифференциальных уравнений целого порядка известны до-
статочно давно [23–25] и к их построению развит целый ряд подходов [26–28].
Для дробно-дифференциальных уравнений нелокальные симметрии представ-
ляются естественными в силу нелокальности самих дробно-дифференциаль-
ных операторов. Однако в настоящее время известны лишь отдельные при-
меры построения таких симметрий [11,29,30].

Для рассматриваемых в работе нелокальных уравнений с малым пара-
метром процедура нахождения определенного вида нелокальных симметрий
оказывается несколько проще, чем для исходных дробно-дифференциальных
уравнений. Это связано с тем, что рассматриваемые уравнения являются
нелокальными только в первом порядке по ε и нелокальная переменная опре-
делена явно в виде интегро-дифференциального слагаемого Dn

t (Lu). В ре-
зультате нелокальные симметрии могут быть найдены аналогично высшим
симметриям при условии, что координаты инфинитезимального оператора
в ε-порядке будут дополнительно зависеть от нелокальных переменных.

Известно [2], что инфинитезимальный оператор (18) может быть записан
в каноническом виде в форме оператора Ли—Беклунда:

Y = (ω(0) + εω(1))
∂

∂u
, ω(j) = η(j) − τ(j)ut − ξi(j)ui, j = 0, 1.

Если дополнительно предположить зависимость координаты ω(1) от нело-
кальной переменной Lu и ее производных, то такая координата может быть
найдена из ε-части определяющего уравнения. Алгоритм нахождения при-
ближенных симметрий при этом не изменяется, происходит только увеличе-
ние размерности пространства независимых переменных. При этом продол-
жение оператора Y на любую переменную вида Mu, где M — линейный опе-
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ратор (дифференциальный, интегральный или интегро-дифференциальный)
имеет вид

Ỹ = Y + ζMu
∂

∂(Mu)
, ζMu =M(ω(0) + εω(1)).

Проиллюстрируем описанный подход простым примером.

Пример. Рассмотрим линейное уравнение субдиффузии с полной памятью

−∞D
α
t u = uxx, α ∈ (0, 1).

При α = 1− ε с точностью o(ε) оно приближается уравнением

(1 + εγ)ut + ε
∂2

∂t2
Lu = uxx. (24)

Хорошо известно [1], что невозмущенное уравнение ut = uxx обладает
симметрией

X(0) = −2t
∂

∂x
+ xu

∂

∂u
. (25)

С помощью алгоритма, описанного в предыдущем разделе, можно показать,
что данная симметрия не наследуется уравнением (24) в виде приближенной
точечной симметрии.

В канонической форме оператор X(0) имеет вид

Y(0) = (xu+ 2tux)
∂

∂u
,

а координата его продолжения на нелокальную переменную D2
t (Lu) есть

ζD2
t (Lu)

= D2
t [xLu+ 2L(tux)].

Определяющее уравнение в нулевом приближении в силу уравнения (24)
обращается в нуль, а в ε-приближении принимает вид

Dt(ω(1))−D2
x(ω(1)) = −2γux + 2tD2

t (Lux)− 2D2
tL(tux).

Так как нижний передел интегрирования в операторе L равен −∞, спра-
ведливо представление

D2
tL(tux) = Dt(Lux) + tD2

t (Lux)− ux.

В результате приходим к уравнению

Dt(ω(1))−D2
x(ω(1)) = 2(1− γ)ux − 2Dt(Lux),

которое должно выполняться в силу уравнения ut = uxx. В результате нахо-
дим

ω(1) = 2(1− γ)tux − 2tDt(Lux).

Таким образом, для уравнения (24) найдена приближенная нелокальная сим-
метрия

Y = {xu+ 2tux + ε[2(1− γ)tux − 2tDt(Lux)]}
∂

∂u
.
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Данная симметрия может быть представлена и в классическом виде как

X = −2[1 + (1− γ)ε]t ∂
∂x

+ [xu− 2εtDt(Lux)]
∂

∂u
.

Тем самым показано, что точечная симметрия (25) классического урав-
нения диффузии (или теплопроводности) ut = uxx нелокально наследуется
возмущенным уравнением (24).

Заключение. Предложен новый алгоритм нахождения приближенных
симметрий для дробно-дифференциальных уравнений, основанный на раз-
ложении дробных производных в ряд по малому параметру, выделяемому
из порядка дробного дифференцирования. Принципиальным его отличием
от алгоритма, использованного ранее в работах [10, 15], является примене-
ние разложения на основе интегро-дифференциального оператора с лога-
рифмическим ядром. Преимущества нового алгоритма заключаются в бо-
лее низких требованиях к гладкости решения дробно-дифференциального
уравнения, в возможности расчета приближенных симметрий для уравне-
ний с дробными производными с бесконечными пределами интегрирования,
а также в возможности построения нелокальных симметрий определенного
вида. Эффективность алгоритма проиллюстрирована на нелинейном дробно-
дифференциальном уравнении фильтрации субдиффузионного типа. Знание
приближенной алгебры симметрий дробно-дифференциальных уравнений от-
крывает возможность построения для них новых приближенно инвариантных
решений и приближенных законов сохранения.
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Abstract

A new algorithm for finding approximate symmetries for fractional dif-
ferential equations with the Riemann–Liouville and Gerasimov–Caputo frac-
tional derivatives, the order of which is close to an integer, is proposed. The
algorithm is based on the expansion of the fractional derivative into a series
with respect to a small parameter isolated from the order of fractional differ-
entiation. In the first-order, such an expansion contains a nonlocal integro-
differential operator with a logarithmic kernel.

As a result, the original fractional differential equation is approximated
by an integro-differential equation with a small parameter for which approx-
imate symmetries can be found. A theorem is proved about the form of
prolongation of one-parameter point transformations group to a new vari-
able represented by a nonlocal operator included in the expansion of the
fractional derivative. Knowing such a prolongation allows us to apply an
approximate invariance criterion to the equation under consideration.

The proposed algorithm is illustrated by the problem of finding approxi-
mate symmetries for a nonlinear fractional filtration equation of subdiffusion
type. It is shown that the dimension of approximate symmetries algebra for
such an equation is significantly larger than the dimension of the algebra
of exact symmetries. This fact opens the possibility of constructing a large
number of approximately invariant solutions. Also, it is shown that the al-
gorithm makes it possible to find nonlocal approximate symmetries of a
certain type. This possibility is illustrated on a linear fractional differential
subdiffusion equation.
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Аннотация

Представлен численный метод расчета полей остаточных напряже-
ний в поверхностно упрочненном призматическом образце с несквозной
V-образной трещиной, базирующийся на упругопластическом решении
задачи. По полученным результатам проведен подробный анализ рас-
пределений остаточных напряжений вблизи дефекта по нескольким кон-
турам. Определено, что при глубине трещины 0.3 мм практически все
изучаемые компоненты остаточных напряжений сжатия имеют бо́льшие
(по модулю) значения, чем при глубине 0.1 мм, либо равные значения.
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Введение. Процессы постепенного износа и нарушения целостности на-
ружных поверхностей деталей являются неотъемлемой частью эксплуатаци-
онного цикла задействованных металлических элементов конструкций и ме-
ханизмов. Контроль степени их фактического повреждения позволяет вы-
явить наиболее уязвимые к разрушению участки для проведения ремонтно-
восстановительных работ либо, если в этом имеется необходимость, процеду-
ры прогнозирования дальнейшей работоспособности из условий нагружения,
действия внешней среды и иных эксплуатационных факторов. При этом осу-
ществить непрерывный мониторинг состояния даже для ответственных кон-
структивных элементов зачастую бывает проблематично или практически
невозможно, что не позволяет оценить опасность преждевременного выхода
из строя как поврежденной детали, так и всего изделия в целом.

В настоящее время в области инженерного проектирования широкое рас-
пространение получил подход, когда посредством цифрового моделирования
проводится имитация работы деталей с образованными в ходе эксплуатации
несплошностями (сколы, царапины, вмятины и т. д.). С целью определения
критического состояния таких тел выполняется численный конечно-элемент-
ный анализ напряженно-деформированного состояния (НДС) [1, 2] или ко-
личества циклов усталостного нагружения [3–5, 20]. Полученные результаты
позволяют корректировать технические решения на стадии изготовления эле-
ментов конструкций с учетом возможных последствий, сведя риск внезапного
отказа к минимуму. Наибольший научно-практический интерес при этом уде-
ляется разработке численных методов расчета по оценке усталостной проч-
ности деталей с поверхностными трещиноподобными дефектами, численные
результаты которых часто сопоставляют с данными проведенных по анало-
гии экспериментальных исследований согласно критериям механики разру-
шения на примере специально изготовленных образцов [3,4,20]. Несмотря на
кажущуюся основательность подобных методов, их реализация в инженер-
ной практике весьма трудоемка, полученные в ходе проведенных испытаний
результаты не всегда однозначны ввиду стохастичности процесса развития
трещин, а сформулированные рекомендации по повышению стойкости тел
к трещинообразованию, как правило, справедливы лишь в рамках конкретно
рассматриваемого случая.

Иной подход к увеличению прочности изделий базируется на применении
технологических операций поверхностного пластического деформирования
(ПДД) деталей, подверженных температурно-силовому эксплуатационному
воздействию. Использование данной технологии широко распространено в
авиадвигателестроении и энергетическом машиностроении по причине отно-
сительно простого, но эффективного способа повышения надежности метал-
лоизделий с сохранением массогабаритных характеристик, что подтвержда-
ется основополагающими работами [6–11]. Увеличение прочностного ресурса
достигается за счет формирования в приповерхностном слое обработанных
методом ППД деталей тонкого слоя (от 100–200 мкм [15, 17] до 1 мм [18]
в зависимости от применяемого метода упрочнения) сжимающих остаточ-
ных напряжений (ОН), компенсирующих образующиеся при эксплуатации
опасные напряжения растяжения. Помимо очевидного преимущества методов
ППД для деталей с гладкой «бездефектной» структурой поверхности [15,17]
неоднократно доказана эффективность применения методов упрочнения по
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технологии опережающего поверхностного пластического деформирования
(ОППД) для деталей с предусмотренными конструкцией различного рода
концентраторами напряжений в виде канавок, надрезов технологического ха-
рактера либо приобретенными эксплуатационными дефектами поверхностно
упрочненных деталей от соударения с инородными предметами (например, в
авиадвигателестроении) типа царапин, трещин, вмятин (в том числе работаю-
щих в условиях усталостного нагружения) [8,12–14,16,19]. Следует отметить,
что для упрочненных деталей с концентраторами напряжений в условиях
многоциклового нагружения наблюдается увеличение предела выносливости
на 30–70 % по сравнению с неупрочненными [12,13].

Наличие упрочненного поверхностного слоя с наведенными ОН сжатия
ППД благоприятно влияет и на увеличение циклической трещиностойкости.
Согласно работам [20,21] доказано, что технологическая операция, например,
дробеструйной обработки позволяет достигнуть увеличения пороговых зна-
чений критериальных параметров механики разрушения материалов, вслед-
ствие чего увеличивается срок службы подверженных разрушению стальных
образцов. При этом автор работы [21] отмечает, что среди обширного количе-
ства опубликованных экспериментальных работ, посвященных влиянию сжи-
мающих ОН на увеличение сопротивляемости материалов усталостному рас-
трескиванию, большинство исследователей не уделяет должного внимания
эффекту улучшения параметров трещиностойкости. Из всего этого следует,
что положительное влияние образованных после ППД сжимающих ОН в об-
ласти трещин недооценено. В этой связи настоящая работа посвящена разра-
ботке численного метода расчета полей ОН для поверхностно упрочненного
призматического образца с несквозной V-образной трещиной в упругопла-
стической постановке с целью изучения НДС в области действия остаточных
сжимающих напряжений.

1. Постановка задачи. Так как численный метод расчета на основе ме-
тода конечных элементов (МКЭ) можно реализовать только для конкретного
элемента конструкции, в настоящей работе влияние несквозной трещины V-
образного профиля на НДС рассмотрено на примере поверхностно упрочнен-
ного призматического образца из сплава ЭП742 с размерами 100×10×10 мм.
Трещина расположена в центре образца (рис. 1). В качестве параметров,
описывающих геометрию дефекта, рассмотрены следующие: длина трещины
l = 3 мм, глубина b = {0.1; 0.3} мм, начальный угол раскрытия берегов тре-
щины ϕ = 15◦ и радиус скругления фронта трещины r = b. Процедура упроч-
нения верхней грани образца осуществлялась ультразвуковой механической
обработкой, методика проведения которой подробно изложена в работе [15],
в соответствии с технологией опережающего поверхностного пластического
деформирования (ОППД) [14,16,19].

Численное решение поставленной задачи основано на методе начальных
деформаций, сводящей исходную задачу к фиктивной задаче термоупруго-
пластичности [13–19], когда на первом этапе определяются поля остаточных
напряжений и пластических деформаций после упрочнения гладкой (безде-
фектной) детали, а затем остаточные пластические деформации приравнива-
ются к температурным деформациям в фиктивно заданном температурном
поле по объему детали. На втором этапе на упрочненный образец наносится
V-образная трещина, т. е. удаляется часть материала образца, и для осталь-
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Рис. 1. Схематическое изображение поверхностно упрочненного призматического образца
с несквозной V-образной трещиной

[Figure 1. Schematic representation of a surface-hardened prismatic sample with a non-through
V-shaped crack]

ной области решается задача термоупругопластичности о перераспределении
остаточных напряжений. Именно в такой последовательности представлен
далее материал статьи.

2. Метод расчета остаточных напряжений и пластических де-
формаций в поверхностно упрочненном гладком образце. Началь-
ный (первый) этап описанного в настоящей работе подхода основан на мето-
де определения полей ОН и пластических деформаций (ПД) в поверхност-
но упрочненном гладком «бездефектном» образце призматической формы,
подверженном виброударному ультразвуковому упрочнению (УЗУ) верхней
грани [15]. Несмотря на то, что этот метод хорошо известен, для лучшего
дальнейшего понимания материала статьи изложим его подробно в соответ-
ствии с [15]. Математическое описание процесса поверхностного упрочнения
сводится к расчету компонент тензоров ОН и ПД в декартовой системе коор-
динат (см. рис. 1), зависящих только от координаты y: σx = σx(y), σz = σz(y),
σy = σy(y) = 0, а значения всех оставшихся недиагональных компонент ОН
и ПД полагаются равными нулю, что теоретически доказано в [15]. Ненуле-
выми компонентами являются упругие ei = ei(y), пластические qi = qi(y)
и полные εi = εi(y) деформации, соответственно, i = x, y, z. В соответствии
с гипотезой плоских сечений для компонент εi = εi(y) выполняется условие

εx(y) = εz(y) = 0.

Для рассматриваемого случая изотропного поверхностного упрочнения
в направлении осей x и y с учетом пластической несжимаемости материала
qx + qy + qz = 0 и гипотезы qx = qz расчетные формулы принимают вид [15]

σz(y) = σx(y), qx(y) = qz(y) = −
1− v
E

σx(y), qy(y) =
2(1− v)

E
σx(y), (1)

где v— коэффициент Пуассона, E — модуль Юнга.
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Как следует из зависимостей (1), все компоненты тензоров ОН и ПД вы-
ражаются через компоненту σx = σx(y), поэтому при наличии известной экс-
периментальной зависимости σx = σx(y) (рис. 2) оставшиеся компоненты тен-
зоров ОН и ПД определяются соотношениями (1).

Однако экспериментальное определение этой зависимости возможно лишь
в тонком упрочненном слое, поэтому необходимо построить аппроксимацию
этой зависимости и экстраполировать ее на все значения 0 6 y 6 H в преде-
лах высоты упрочненного образцаH = 10 мм с учетом условия самоуравнове-

шенности ОН вида

∫ H

0
σx(y)dy = 0. Для этого использовалась зависимость,

предложенная в [15]:

σx(y) = σ0 − σ1 exp
[

−
(y − y∗

b

)2]

, (2)

где σ0, σ1, b, y
∗ — параметры аппроксимации экспериментальной эпюры σx =

= σx(y), методика идентификации которых приведена в работе [15]. Дальней-
шее использование зависимостей (1) и (2) в качестве исходной информации
о начальном напряженно-деформированном состоянии поверхностно упроч-
ненного образца необходимо для реализации метода расчета ОН и ПД в этом
же образце, но уже с учетом несквозной V-образной трещины.

Рис. 2. Данные для компоненты σx = σx(y)
после ультразвукового упрочнения поверх-
ности образца из сплава ЭП742: экспери-
ментальные (маркеры), расчетные (сплош-
ная линия) по аппроксимации (2) и расчет-
ные (штриховая линия) для термоупругой

задачи (воспроизведено по [27])

[Figure 2. Data for the component
σx = σx(y) after ultrasonic hardening of
the surface of a sample made of EP742
alloy: experimental (markers), calculated
(solid line) by approximation (2) and
designed (dashed line) for the thermo-

elastic problem (reproduced by [27])]

3. Численный метод расчета остаточных напряжений в образце
с V-образной трещиной в упругопластической постановке. В рабо-
те [14] показано, что решения задач о перераспределении ОН в области сквоз-
ного V-образного надреза, расположенного перпендикулярно оси x, в упругой
и упругопластической постановках в области, прилегающей к концентратору
напряжений, в среднеквадратичной норме отличаются на 100–200% и более.
При этом компонента σx = σx(y) в упругом решении превышает по модулю
временной предел сопротивления материала более чем в 3–5 раз, что говорит
о нефизичности этих результатов. Основной причиной этого с позиций линей-
ной механики разрушения является наличие сингулярности в вершине трещи-
ны для упругого материала. Это, в свою очередь, при численной реализации
задачи приводит к большим значениям напряжений в конечных элементах
геометрической сетки в слоях, непосредственно примыкающих к границе тре-
щины, что отмечается во многих работах [23–26]. Например, при использова-
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нии J-интеграла в качестве критерия раскрытия трещины его значения в сло-
ях КЭ, примыкающих к трещине, существенно отличаются от его стабиль-
ных значений в КЭ вдали от трещины. По этой причине мы рассматриваем
задачу распределения остаточных напряжений в поверхностно упрочненном
призматическом образце с V-образной несквозной трещиной исключительно
в упругопластической постановке.

Реализация численного метода расчета ввиду повышенной сложности ме-
тодики решения задачи возможна лишь с применением современных про-
граммных комплексов на основе метода конечных элементов (МКЭ). Поэтому
в качестве компьютеризированной вычислительной среды был выбран про-
граммный комплекс инженерного анализа ANSYS Mechanical APDL. Анало-
гично [19] алгоритм численного метода решения задачи сводился к следую-
щим этапам.

1. Начальный этап численного расчета заключался в аппроксимации из-
вестной экспериментальной зависимости для компоненты σx = σx(y) по
формуле (2) (сплошная кривая на рис. 2 c параметрами аппроксима-
ции: y∗ = 0.034 мм, σ0 = 13.38 МПа, σ1 = 1100.98 МПа, b = 0.0928 мм
[14–17, 19, 27]) и расчете полей ОН и ПД для гладкого образца по фор-
мулам (1).

2. На втором этапе расчета в предварительно построенной модели гладко-
го «бездефектного» призматического образца задавалось неоднородное
фиктивное распределение для температуры T = T (y), закон изменения
которой не влияет на последующее решение термоупругопластической
задачи [14–17,19].
Компоненты остаточных ПД qi = qi(y), рассчитанные предварительно
по зависимостям (1), моделировались температурными деформациями
с использованием соотношений

qi(y) = βi(T (y))[T (y)− T0], i = x, y, z, 0 6 y 6 H, (3)

где βi(T (y))— коэффициенты температурного расширения,H = 10 мм —
высота образца, T = T (y)— неоднородное температурное поле с ма-
лым градиентом температур, не зависящее от закона распределения,
T0 = T (H) = 20 ◦C — фиксированное значение температуры на нижней
грани образца (рис. 1), T1 = T (0) = 400 ◦C — значение температуры на
противоположной упрочненной грани.
По известным значениям qi(y) и при заданном распределении темпера-
туры T = T (y) по формуле (3) вычислялись коэффициенты темпера-
турного расширения βi = βi(T (y)).
Далее с этими значениями численно МКЭ решалась термоупругая за-
дача для гладкого образца для проверки адекватности метода сведения
исходной задачи к фиктивной термоупругой.
На рис. 2 штриховой линией представлены результаты расчета задачи
фиктивной термоупругости методом КЭ для компоненты σx = σx(y),
которые практически совпадают с данными расчета по аппроксимации
(2). Эти данные служили исходной информацией при осуществлении
следующего расчетного этапа.

3. На третьем этапе в соответствии с технологией ОППД на верхней гра-
ни предварительно упрочненного образца осуществлялась имитация его
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повреждения с образованием несквозной V-образной трещины с нену-
левым углом раскрытия ϕ = 15◦.
На программном уровне этот процесс реализовывался удалением из
модели гладкого поверхностно упрочненного образца части материа-
ла, представляющего объем дефекта с наведенными упрочнением ОН
и ПД, что приводило поле полных деформаций к неуравновешенному
состоянию.
Состояние равновесия упрочненного образца с трещиной достигалось
посредством перераспределения полей ОН и ПД в области трещины
из численного решения задачи термоупругопластичности с сохранени-
ем температурного поля и вычисленных значений βi = βi(T (y)) в остав-
шейся после удаления части материала области.

Учет пластичности материала образца в модельных расчетах в программе
ANSYS осуществлялся заданием диаграммы упругопластического деформиро-
вания в координатах «истинное напряжение – полная деформация» (σ – ε).
При этом предполагалось, что диаграммы «растяжение – сжатие» для рас-
сматриваемого в работе сплава упрочненного образца ЭП742 идентичны
(с учетом знака), а уровень образующихся ОН в области сжатия выше преде-
ла текучести (пропорциональности) σT вблизи основания концентратора на-
пряжений для случая образца с дефектом, что приводит к появлению здесь
вторичных пластических деформаций. Поскольку исходная эксперименталь-
ная диаграмма для сплава ЭП742 представляется в виде «номинальное на-
пряжение – полная деформация» (σ0 – ε) с ниспадающим участком деформи-
рования на закритической стадии деформирования, для пересчета номиналь-
ных σ0 напряжений в истинные σ с учетом теории реологического деформи-
рования и накопления поврежденности использовались зависимости [22]

σ = σ0(1 + ω), ω̇ = ασq̇, (4)

где ω— параметр поврежденности; q— пластичная деформация; α = const—
феноменологический параметр; σ0, σ— номинальное и истинное напряжения,
соответствующие одному и тому же уровню пластической деформации q.

Для жесткого режима одноосного нагружения образца (ε̇ = const) исполь-
зовалась неявно заданная зависимость σ0 = σ0(q) [22]:

q = c

[

σ0 exp

(
∫ a

0
ασ0(ξ)dξ

)

− σT
]n

, (5)

где σT — предел текучести материала; c и n— параметры аппроксимации на-
чального участка диаграммы упругопластического деформирования степен-
ной зависимостью при ω ≈ 0 и σ ∼= σ0:

q = c(σ0 − σT)n. (6)

Типовые кривые «мгновенного» упругопластического деформирования для
сплава ЭП742 при температуре 20 ◦C представлены на рис. 3. Здесь кривой 1

изображена экспериментальная диаграмма, кривыми 2 и 3 — диаграммы, рас-
считанные в координатах σ0 – ε (с ниспадающим участком) и координатах
σ – ε (монотонно возрастающая функция) по формулам (4)–(6) соответствен-
но. Для построения кривой 3 использовались следующие параметры [22]:
σT = 863.3 МПа, c = 1.356 · 10−6 МПа−n, n = 1.776, α = 1.916 · 10−3 МПа−1.
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Рис. 3. Кривые упругопластического де-
формирования сплава ЭП742 при темпера-
туре 20 ◦C: 1 — экспериментальные данные
[22], 2 — расчет в координатах σ0 – ε, 3 — рас-

чет в координатах σ – ε

[Figure 3. The stress-strain curves of the EP742
alloy under elastic-plastic deformation at a
temperature of 20 ◦C: 1 — experimental data
[22], 2 — calculation in coordinates σ0 – ε, 3 —

calculation in coordinates σ – ε]

Необходимость в расчетной кривой 3 на рис. 3 для сплава ЭП742 диктует-
ся требованиями конечно-элементного пакета ANSYS, согласно которым учет
упругопластических свойств возможен только при условии задания строго
возрастающей зависимости между напряжением и деформацией. Для этого
в истинных координатах σ – ε использовалась полилинейная модель матери-
ала, задаваемая в виде кусочно-линейной функции в координатах «напряже-
ние – полная деформация» по точкам (σi, εi), i = 1, 2, 3, . . . , 100.

Процесс конечно-элементного моделирования для рассматриваемого слу-
чая задачи поверхностно упрочненного образца с несквозной V-образной тре-
щиной по сравнению с ранними работами [14,16,19] в этом направлении, в ко-
торых использовались образцы со сквозными надрезами, имеет следующую
особенность.

Здесь построение модели образца начиналось с моделирования централь-
ного объема, содержащего V-образную трещину, после чего выполнялось «на-
ращивание» этой модели до достижения объемом призматической формы
с размерами 100×10×10 мм. Для этого в горизонтальной плоскости xz (см.
рис. 1) по исходным геометрическим параметрам трещины выполнялось по-
строение малой поверхности с V-образным вырезом, после чего на ней осу-
ществлялась генерация плоской сетки из фиктивных поверхностных четы-
рехузловых элементов типа MESH200. Далее методом экструзии вдоль пред-
варительно построенной кривой вытягивания (будущей линии фронта тре-
щины) формировался объем с трещиной, представленный восьмиузловыми
элементами SOLID185. В завершение полученная часть модели с дефектом
достраивалась также методом экструзии до формирования полноценной ко-
нечно-элементной модели призматического образца, состоящей также из эле-
ментов SOLID185. Однородность сетки построенной конечно-элементной мо-
дели при этом достигалась посредством правильного соответствия всеми эле-
ментами своим узловым точкам, что исключило вероятность появления про-
граммных ошибок при проведении расчетов. Процедура моделирования тон-
кого упрочненного слоя толщиной до 200 мкм, необходимая для правиль-
ной реализации расчета ОН на всех расчетных этапах модели поверхностно
упрочненного образца (как при имитации процедуры упрочнения гладкого,
так и при инициации концентратора напряжений), реализовывалась выбором
конечных элементов с линейным размером ребер не более 7 мкм.
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Важно отметить, что выбор типа конечных элементов SOLID185 обосно-
ван необходимостью проведения структурного анализа построенной модели
с учетом свойств пластичности и больших деформаций, а также решения
температурной задачи за счет встроенной в программу ANSYS функции за-
мены на элементы SOLID70 и обратно без необходимости перестроения сетки
элементов расчетной математической модели.

4. Апробация метода и анализ полученных результатов. Анализ
разработанного метода расчета ОН в области V-образной трещины поверх-
ностно упрочненного призматического образца выполнялся на примере двух
расчетных случаев модели с глубиной дефекта b = 0.1 мм и b = 0.3 мм соот-
ветственно.

Детальное исследование распределения ОН выполнялось по полученным
значениям напряжений в узлах конечно-элементной модели, распределенных
вдоль четырех основных направлений (рис. 4):

– по глубине h от начала трещины вдоль оси y от точки A (контур I);
– по глубине h от дна трещины в центральном сечении вдоль оси y от

точки B (контур II);
– вдоль линии фронта трещины от точки A в направлении точки B (кон-

тур III);
– вдоль левой кромки берега раскрытия трещины от точки A в направ-

лении точки C (контур IV).
Важно отметить, что в зависимости от выбранной схемы исследования

оценка характера распределения ОН производилась по глубине h от упроч-
ненной поверхности для контура I и по глубине h от дна трещины для кон-
тура II, а ввиду симметрии модели относительно продольного центрального
сечения — по полудлине фронта трещины l1 (контур III) и полудлине левой
кромки берега трещины l2 (контур IV).

На рис. 5–8 приведены распределения компонент ОН σi, i = x, y, z, по
вышеобозначенным контурам несквозной V-образной трещины в поверхност-
но упрочненном призматическом образце для случаев глубины дефекта 0.1

Рис. 4. Схематическое изображение основных контуров для визуализации распределения
остаточных напряжений: I— по глубине от начала трещины, II— по глубине от центра

трещины, III— вдоль фронта трещины, IV— вдоль левой кромки берега трещины

[Figure 4. Schematic representation of the main contours for visualizing the distribution of
residual stresses: I — with depth from the crack origin, II — with depth from the crack center,

III — along the crack front, IV — along the left edge of the crack bank]
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и 0.3 мм. Отметим, что на рис. 7, 8 приведены значения ОН в области вер-
шины несквозной трещины, так как за пределами вершины трещины они
выходят на постоянные значения (происходит их стабилизация).

Анализ результатов для случаев распределения ОН по контуру I (рис. 5),
контуру III (рис. 7) и контуру IV (рис. 8) показал, что практически для всех
компонент σi, i = x, y, z, при глубине дефекта 0.3 мм наблюдаются бо́льшие
(по модулю) значения остаточных сжимающих напряжений, чем при глубине
дефекта 0.1 мм. Это явление обусловлено дополнительным изменением ОН
напряжений вследствие появления изгибающего момента от эффекта закры-
тия трещины, причем по мере увеличения глубины дефекта интенсивность
напряжений возрастает. Поэтому сжимающие ОН для всех компонент тен-
зора (за исключением компоненты σz на рис. 7, c и рис. 8, c) при глубине
дефекта 0.1 мм в упрочненном слое приобретают меньшие значения в преде-
лах от 0.008 мм для компоненты σx (рис. 8, a) до 1 мм для компоненты ОН
σy (рис. 5, b), после чего наблюдается стабилизация численных значений ОН
по для обоих расчетных случаев в зависимости от глубины трещины.

При анализе распределения ОН по высоте h от дна трещины в централь-
ном сечении (рис. 6) полученные результаты для соответствующих компонент
при глубинах дефекта 0.1 и 0.3 мм дают близкие результаты.

Частичная адекватность разработанного метода расчета полей ОН в зоне
дефекта оценивалась исходя из характера распределений напряжений σx и σy,
рассчитанных вдоль кромки одного из берегов трещины по полудлине l2
и практически равных нулю (рис. 8, a, b), за исключением области, непо-
средственно примыкающей к вершине трещины. Согласно теории механики
разрушения, напряжения в местах разрыва материала, где наблюдается рас-
хождение берегов трещины, равны нулю, поскольку материал конструкции
в этом месте не оказывает сопротивления. При этом компонента σz, распре-
деленная вдоль берегов трещины, для рассматриваемого случая отлична от
нуля (рис. 8, c). Важно отметить, что экстремальные значения ОН для всех
исследуемых компонент принимают в области вблизи дна концентратора (ли-
нии фронта трещины).

Еще один аспект частичной проверки адекватности численного метода
состоит в том, что, как это следует из рис. 5 и 6, компоненты σx и σz с уда-
лением от упрочненной поверхности стремятся к значению σ0 = 13.38 МПа
в аппроксимации (2) для гладкого образца. Это связано с тем, что трещина
влияет на напряженно-деформированное состояние только в непосредствен-
ной близости от себя, в то время как на большем расстоянии ОН практически
совпадают с соответствующими значениями для гладкого образца. Компонен-
та же σy с удалением от упрочненной поверхности приближается к нулю, что
не противоречит условию σy(y) = 0 (0 6 y 6 H) для гладкого образца.

Помимо нормальных компонент ОН исследовались и касательные напря-
жения. Оценка уровня и характера их распределения в упрочненных дета-
лях и элементах конструкций также вызывает интерес, поскольку при экс-
плуатации изделий такие напряжения чаще всего приводят к мгновенному
разрушению по наиболее ослабленному сечению. Исследование касательных
напряжений проводилось по тем же контурам I–IV (см. рис. 4), что и для
нормальных компонент ОН.
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Параметрическая идентификация
сосредоточенных воздействий в многомерных
обратных задачах теплопроводности

А. Н. Дилигенская, И. С. Бочкарева

Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация

Работа посвящена дальнейшему исследованию и построению кон-
структивных методов последовательной параметрической оптимизации
неизвестных характеристик нестационарных процессов технологической
теплофизики на компактном множестве непрерывных и непрерывно-
дифференцируемых функций. Предложенная методика распространяет
разработанный алгоритмически точный метод решения на многомерную
постановку обратных задач технологической теплофизики и позволяет
отыскать физически обоснованную идентифицируемую характеристику
на последовательно сходящихся компактных множествах.

В качестве объекта исследования рассматривается двумерное осесим-
метричное тело канонической формы, где искомой функцией являет-
ся сосредоточенная величина мощности внутренних теплоисточников.
Задача сформулирована в равномерной метрике оценивания темпера-
турного отклонения расчетного состояния от экспериментального. В ка-
честве математической модели рассматриваемого объекта использует-
ся его модальное описание, на основе которого проведена редукция ис-
ходной обратной задачи теплопроводности, сформулированной в экстре-
мальной постановке, к задаче оптимального управления.

Использование предварительной параметризации искомой характе-
ристики процесса приводит к ее представлению в форме кусочно-пара-
болических функций, конкретизируемых в рамках выбранной структу-
ры с помощью вектора параметров. Количество учитываемых парамет-
ров определяет точное представление идентифицируемой величины, а
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их значения отыскиваются в результате решения полученной задачи па-
раметрической оптимизации. Для решения полученной задачи матема-
тического программирования относительно оптимальных значений век-
тора параметров используются, аналогично одномерному случаю, аль-
тернансные свойства искомых экстремалей, в результате чего задача
сводится к замкнутой системе соотношений.

Полученные результаты демонстрируют эффективность распростра-
нения конструктивного метода последовательной параметрической оп-
тимизации, опробованного на одномерных обратных задачах теплопро-
водности, на решение двумерных задач с использованием их модаль-
ного представления. Увеличение числа параметров решений, образую-
щих кусочно-параболическую форму искомой зависимости, приводит к
уменьшению погрешности восстановления как искомой сосредоточенной
функции, так и пространственно-временного температурного поля во
всей двумерной области определения пространственных переменных.

Ключевые слова: двумерная обратная задача теплопроводности, па-
раметрическая оптимизация, метод последовательных приближений.

Получение: 2 февраля 2024 г. / Исправление: 19 марта 2024 г. /
Принятие: 29 апреля 2024 г. / Публикация онлайн: 17 ноября 2024 г.

Введение. Общая проблема увеличения эффективности функционирова-
ния технологического оборудования при реализации производственных про-
цессов приводит к необходимости поиска скрытых резервов технического,
методического и алгоритмического обеспечения на всем производственном
цикле: начиная от проектирования технологических установок и заканчивая
оптимизацией режимных параметров при их функционировании.

Одним из возможных путей достижения заданной цели является построе-
ние и дальнейшее использование в расчетах точных математических моделей
оптимизируемых процессов, учитывающих как существенные закономерно-
сти исследуемого явления, так и специфику реализации производственных
процессов или режимов работы оборудования в каждом отдельном случае.
Нестационарность исследуемых явлений, неучтенные взаимодействия приво-
дят к отклонению основных характеристик от своих проектных значений, что
вызывает необходимость их оценивания в реальных условиях. Построение мо-
делей, содержащих не подлежащие непосредственному контролю факторы,
невозможно без использования доступной экспериментальной информации.
На основе экспериментальных данных, полученных в ограниченной области
(отдельных точках контроля) исследуемого объекта, с помощью теории об-
ратных задач математической физики возможно восстановить не подлежа-
щие непосредственному измерению характеристики процесса [1, 2].

В сфере технологической теплофизики актуален ряд задач, предусмат-
ривающих идентификацию ненаблюдаемых в силу используемых технологий
внутренних или граничных управляющих воздействий по экспериментальной
информации о температуре, полученной в некоторых точках термометриро-
вания, расположенных по объему нагреваемого тела. Данный класс задач
относится к обратным задачам теплопроводности (ОЗТ), и для их решения
создано и продолжает разрабатываться большое число различных методов:
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численных и аналитических, методов подбора, на основе различных способов
регуляризации и других [3–8].

Для получения математического описания с точностью, необходимой для
решения реальных производственных задач управления процессами техноло-
гической теплофизики, математическая модель должна максимально полно
воссоздавать процессы нагрева во всей пространственной области. Для это-
го нужно использовать многомерные модели (трехмерные или двумерные в
случае осесимметричного нагрева) [9, 10].

В работах [11,12] восстановление неизвестных пространственно-временных
внутренних или внешних воздействий в результате решения одномерной и
двумерной ОЗТ осуществлено с помощью модального описания температур-
ного поля и искомых характеристик в форме разложения в ряды по собствен-
ным функциям тепловой задачи. Однозначная зависимость между числом
точек контроля температуры и количеством модальных составляющих, ис-
пользуемых для модального описания объекта, ограничивает возможности
применения данного метода. Необходимость повышения точности решения
задачи за счет увеличения количества учитываемых мод вступает в противо-
речие с требованиями минимизации числа размещаемых датчиков, наруша-
ющих целостность конструкции и вносящих искажения в результаты измере-
ний.

Поэтому разработка методов решения многомерных обратных задач теп-
лопроводности по экспериментальной информации, полученной в точках кон-
троля температуры, число которых будет минимальным, на сегодняшний
день остается актуальной научно-технической проблемой. В статье метод
последовательной параметрической оптимизации идентифицируемых воздей-
ствий [13–15], показавший свою эффективность при решении одномерных за-
дач, распространен на случай многомерных ОЗТ. Решена обратная задача
теплопроводности по идентификации сосредоточенного закона распределе-
ния внутренних источников тепла на примере процесса индукционного на-
грева двумерного осесимметричного тела прямоугольной формы.

1. Модальное описание линейных моделей процесса теплопро-
водности. Поведение температурного поля θ(x, y, ϕ) в процессе индукцион-
ного нагрева осесимметричной бесконечной прямоугольной призмы [20] опи-
сывается линейным неоднородным уравнением Фурье в относительных де-
картовых координатах (x, y) на заданном временном интервале ϕ ∈ [0, ϕ∗]:

∂θ(x, y, ϕ)

∂ϕ
=
∂2θ(x, y, ϕ)

∂x2
+ β2

∂2θ(x, y, ϕ)

∂y2
+Ψ(x, y, ϕ), (1)

0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < ϕ < ϕ∗

и дополняется начальными (в данном случае нулевыми)

θ(x, y, 0) = 0, x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]

и граничными условиями (здесь – однородными граничными условиями вто-
рого рода)

∂θ(0, y, ϕ)

∂x
=
∂θ(1, y, ϕ)

∂x
= β

∂θ(x, 0, ϕ)

∂y
= β

∂θ(x, 1, ϕ)

∂y
= 0, ϕ ∈ (0, ϕ∗]. (2)
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Здесь Ψ(x, y, ϕ)— функция внутренних теплоисточников, которая, как пра-
вило, в реальных промышленных условиях может быть представлена в виде
Ψ(x, y, ϕ) = F (x, y)u(ϕ), где F (x, y) и u(ϕ)— закон пространственного распре-
деления электромагнитных источников тепла и их мощность соответственно,
коэффициент β = X/Y определяет отношение геометрических размеров те-
ла, где X и Y — половина большей и меньшей сторон сечения призмы соот-
ветственно.

Применение метода конечных интегральных преобразований [16] приво-
дит к представлению температурного поля

θ(x, y, ϕ) =
∞
∑

m=0

∞
∑

k=0

C2
mC

2
k θ̄mk(µm, ηk, ϕ) cos(πmx) cos(πky) (3)

в форме его разложения в бесконечный сходящийся в среднем ряд [16] по
собственным функциям cos(πmx) и cos(πky) задачи (1), (2), определяемым
собственными числами µ2m = π2m2 и η2k = π2k2; C2

m и C2
k — нормирующие

множители, которые равны 1 при m = 0, k = 0 или равны 2 при m > 1, k > 1.
Модальные составляющие (временные моды) температурного поля также по-
лучены в результате применения конечных интегральных преобразований по
пространственным координатам:

θ̄mk(µm, ηk, ϕ) =

∫ 1

0

∫ 1

0
θ(x, y, ϕ) cos(πmx) cos(πky) dxdy, (4)

а их поведение задано бесконечной системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений

θ̄mk

dϕ
= −(µ2m + β2η2k)θ̄mk(µm, ηk, ϕ) + F̄mk(µm, ηk)u(ϕ), (5)

m, k = 0, 1, . . . , ϕ ∈ (0, ϕ∗],

где модальные переменные функции внутренних теплоисточников могут быть
определены аналогично (4):

F̄mk(µm, ηk) =

∫ 1

0

∫ 1

0
F (x, y) cos(πmx) cos(πky) dxdy (6)

и позволяют получить ее соответствующее представление:

F (x, y) =

∞
∑

m=0

∞
∑

k=0

C2
mC

2
k F̄mk(µm, ηk) cos(πmx) cos(πky).

Для однозначного описания процесса индукционного нагрева система диф-
ференциальных уравнений (5) дополняется нулевыми начальными условиями
для модальных переменных

θ̄mk(µm, ηk, 0) = 0, m, k = 0, 1, . . . (7)

и соответствующими граничными условиями (2).
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2. Постановка и решение обратной задачи теплопроводности. Та-
ким образом, модальное представление процесса индукционного нагрева за-
дано математической моделью (2), (3), (5), (7). На основе этого математи-
ческого описания рассматривается ОЗТ, в которой функция u(ϕ) является
неизвестной и подлежащей идентификации на основе дополнительной ин-
формации о температурном распределении θ∗(ϕ) = θ∗(x∗, y∗, ϕ), полученном
в одной фиксированной точке с координатами (x∗, y∗): x∗ ∈ [0, 1], y∗ ∈ [0, 1]
на интервале идентификации ϕ ∈ (0, ϕ∗]. В качестве точки контроля может
быть выбрана любая точка из пространственной области, занимаемой объек-
том, это окажет влияние лишь на точность решения задачи, но все основные
свойства предлагаемого метода останутся без изменений, что обусловлено его
универсальным характером. Подобно ОЗТ в одномерном случае [13–15], фор-
мулируется минимаксная постановка задачи, в которой по эксперименталь-
ным данным θ∗(ϕ) требуется определить функцию u(ϕ), минимизирующую
функционал

I0(u) = max
ϕ∈(0,ϕ∗)

|θM (x∗, y∗, ϕ)− θ∗(ϕ)| → min
u(ϕ)

, (8)

где θM (x∗, y∗, ϕ)— рассчитанная на основе модели процесса (2), (3), (5), (7)
температура в той же точке (x∗, y∗) на заданном интервале идентификации.

Аналогично [13–15] осуществляется сужение множества решений до физи-
чески реализуемых функций. Так, переход к классу функций, непрерывных
вместе со своей производной, производится на основе соотношений

du(ϕ)

dϕ
= v(ϕ),

dv(ϕ)

dϕ
= w(ϕ); u(0) = u0; v(0) = u′(0) = v0 (9)

и выполнения ограничений на максимально допустимое значение wmax нового
управления

|u′′ϕ| = |w(ϕ)| 6 |wmax|, ϕ ∈ (0, ϕ∗). (10)

В таком случае осуществляется переход от задачи (8) к минимаксной за-
даче

I1(w) = max
ϕ∈(0,ϕ∗)

|θM (x∗, y∗, ϕ)− θ∗(ϕ)| → min
w(ϕ)

(11)

с условным управляющим воздействием w(ϕ), которая дополняется соотно-
шениями (9), (10), что в совокупности соответствует поиску решения исход-
ной задачи в заданном классе функций.

Решение задачи далее осуществляется по схеме аналитического метода
параметрической оптимизации, представленного в [13–15], и сводится к пе-
реходу от задачи оптимального управления с минимаксным критерием (11)
к задаче с интегральным функционалом

I2(w,α) =
1

ϕ∗

∫ ϕ∗

0
αdϕ = α→ min

w,α
(12)

при учете дополнительного фазового ограничения

|θM (x∗, y∗, ϕ)− θ∗(ϕ)| − α 6 0, ϕ ∈ (0, ϕ∗). (13)
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В [13] обосновывается, что фазовое ограничение (13) не нарушается на
всем интервале идентификации, следовательно, решение полученной задачи
(12) осуществляется без его учета на основе принципа максимума Понтря-
гина. Процедура принципа максимума и последующее интегрирование соот-
ношений (9) позволяют получить параметрическое представление искомой
характеристики в виде кусочно-параболической функции времени:

u∗(ϕ,∆) =























































u0 + v0ϕ+
(±1)wmax

2
ϕ2, ϕ ∈ [0, ∆̃1], N > 1;

u0 + v0ϕ+
(±1)wmax

2
ϕ2 +

+ (±1)wmax

j
∑

q=2

(−1)q+1

(

ϕ−
q−1
∑

i=1

∆̃i

)2

,

j−1
∑

i=1

∆̃i 6 ϕ 6

j
∑

i=1

∆̃i, j = 2, N, N > 2.

(14)

Здесь число N соответствует количеству интервалов постоянства имеющего
релейный характер оптимального условного управления w∗(ϕ,∆), ∆̃ = (∆̃i),
i = 1, N — вектор длительностей интервалов постоянства w∗(ϕ,∆), а вектор

∆ = (∆̃i, wmax, u0, v0) коэффициентов параметрического представления u∗(ϕ)
дополнен соответствующими параметрами.

Далее с использованием полученного параметрического представления
(14) на базе общего решения уравнения теплопроводности (1) с соответству-
ющими нулевыми начальными и граничными условиями (2) вида

θ(x, y, ϕ) =

∫ ϕ

0

∂Λ(x, y, ϕ− τ)
∂ϕ

u(τ) dτ, (15)

где ∂Λ(x, y, ϕ)/∂ϕ является импульсной переходной функцией (функцией Гри-
на краевой задачи), осуществляется переход к параметризованной форме тем-
пературного поля:

θ(x, y, ϕ,∆) =











































Λ(x, y, ϕ, u0, v0, wmax), ϕ ∈ [0, ∆̃1], N > 1;

Λ(x, y, ϕ, u0, v0, wmax) +

+ 2

j
∑

q=2

(−1)q+1Λ

(

x, y, ϕ−
q−1
∑

i=1

∆̃i, wmax

)2

,

j−1
∑

i=1

∆̃i 6 ϕ 6

j
∑

i=1

∆̃i, j = 2, N, N > 2.

(16)

Найденное параметрическое представление (16) θ(x, y, ϕ,∆) позволяет рас-
считать модельную температурную зависимость θM (x∗, y∗, ϕ,∆) в точке с за-
данными координатами (x∗, y∗) на временном интервале идентификации
ϕ ∈ (0, ϕ∗], что в дальнейшем используется для перехода от задачи (11) к за-
даче параметрической оптимизации

I2(∆) = max
ϕ∈(0,ϕ∗)

|θM (x∗, y∗, ϕ,∆)− θ∗(ϕ)| → min
∆

. (17)
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Дальнейшее решение полученной специальной задачи математического
программирования (17) осуществляется с помощью альтернансных условий
экстремума [17], соответствует оцениванию температурной невязки между
модельной θM (x∗, y∗, ϕ,∆) и экспериментальной θ∗(ϕ) кривыми в равномер-
ной (чебышевской) метрике и реализуется аналогично одномерному случаю
[13–15].

Альтернансные свойства распределения невязки θM (x∗, y∗, ϕ,∆) − θ∗(ϕ)
проявляются при оптимальном решении ∆0 и выражаются в достижении в
определенных точках, количество которых, как правило, на единицу превы-
шает число искомых параметров, знакочередующихся максимальных по аб-
солютной величине отклонений I2(∆

0). Данные условия совместно с условия-
ми существования экстремума температурной невязки во внутренних точках
альтернанса на интервале идентификации приводят к замкнутой относитель-
но всех неизвестных параметров системе уравнений. Решение сформирован-
ной таким образом системы уравнений и определяет оптимальные значения
∆0 вектора параметров.

3. Вычислительный эксперимент и решение двумерной внутрен-
ней обратной задачи теплопроводности. На базе представленной ме-
тодики была решена серия обратных задач теплопроводности, позволяющая
восстановить неизвестное сосредоточенное воздействие по мощности внутрен-
них источников тепла u(ϕ).

Для задачи (2), (3), (5), (7) общее решение (15) принимает вид

θ(x, y, ϕ) = Umax

(
∫ ϕ

0
F̄00u(τ)dτ +

+ 2

∞
∑

m=1

F̄m0 cos(πmx)

∫ ϕ

0
e−π2m2(ϕ−τ)u(τ)dτ +

+ 2
∞
∑

k=1

F̄0k cos(πky)

∫ ϕ

0
e−β2π2k2(ϕ−τ)u(τ)dτ +

+ 4
∞
∑

m=1

∞
∑

k=1

F̄mk cos(πmx) cos(πky)

∫ ϕ

0
e−(π2m2+β2π2k2)(ϕ−τ)u(τ)dτ

)

, (18)

где необходимые коэффициенты F̄00, F̄m0, F̄0k, F̄mk определяются по соотно-
шениям (6).

В задачах индукционного нагрева под действием электромагнитного по-
ля индуктора активируются внутренние источники, и нахождение функции
F (x, y) связано с определенными трудностями решения сложной электромаг-
нитной двумерной задачи [18, 19]. В большинстве типовых процессов индук-
ционного нагрева глубина проникновения электромагнитного воздействия,
зависящая от частоты тока индуктора, настолько мала, что в первом прибли-
жении полагают, что все тепловыделение происходит в поверхностном слое
металла. В таком случае приближенная аналитическая зависимость

F (x, y) = δ(x− 1) + βδ(y − 1), (19)

которая отражает действие точечных источников тепла в виде дельта-функ-
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ции, сосредоточенных в точках на внешних границах тела, достаточно адек-
ватно описывает распределение данной функции [18,19].

При вычислительном эксперименте по сбору экспериментальных данных
θ∗(ϕ) характер изменения мощности тепловыделения соответствовал плавно-
му нагреву

u0(ϕ) = k(1− e−σϕ). (20)

Вычислительный эксперимент был проведен на основе математической
модели (18) температурного поля в процессе индукционного нагрева при при-
нятых распределениях F (x, y) и u(ϕ) согласно (19) и (20). Далее, полагая
функцию u(ϕ) неизвестной и подлежащей идентификации на основе темпера-
турной кривой θ∗(ϕ), полученной в фиксированной точке (x∗ = 0.9, y∗ = 0.9)
на интервале ϕ ∈ (0, ϕ], была решена обратная задача теплопроводности (8)
согласно (11), (14), (16), (17).

4. Результаты решения обратной задачи теплопроводности. На
рис. 1–4 и в табл. 1 и 2 представлены некоторые полученные результаты ре-
шения серии внутренних ОЗТ в зависимости от числа N = 1, 2, 3 интервалов
постоянства условного управляющего воздействия w(ϕ).

На рис. 1 показана конфигурация

εθ = θM (x∗, y∗, ϕ,∆)− θ∗(ϕ)

погрешности приближения экспериментальной зависимости в классе кусочно-
параболических функций (16) при N = 1, 2, 3 на интервале идентификации
в точке контроля (x∗, y∗).

На рис. 2 продемонстрирована разность

εu = u∗(ϕ,∆)− u0(ϕ)

между восстановленной и идентифицируемой зависимостью сосредоточенной
мощности тепловыделения в том же классе функций при ϕ ∈ (0, ϕ∗].

Табл. 1 отражает минимаксную погрешность для восстанавливаемой тем-
пературы ε̄θ = maxϕ∈(0,ϕ∗) |θM (x∗, y∗, ϕ,∆) − θ∗(ϕ)| и мощности тепловыде-

ления ε̄u = maxϕ∈(0,ϕ∗) |u∗(ϕ,∆) − u0(ϕ)| на интервале ϕ ∈ (0, ϕ∗] в точке
с заданными координатами.

Особый интерес при решении двумерных задач представляет анализ по-
грешности восстановления результирующего температурного поля и иденти-
фицируемой характеристики не только в точке контроля температуры, но и
во всей пространственной области, занимаемой объектом. Рис. 3, 4 и табл. 2
демонстрируют некоторые результаты подобного анализа.

Так, на рис. 3 представлена температурная погрешность

θM (x, y, ϕ∗,∆)− θ∗(x, y, ϕ∗, u0(ϕ∗))

во всей области изменения пространственных координат 0 < x < 1, 0 < y < 1
в конечный момент времени при N = 3. Максимальное отклонение восстанов-
ленного температурного поля от полученного с использованием точного вы-
ражения идентифицируемой характеристики (20) достигается в точке x = 1,
y = 1. Аналогичная ситуация наблюдается и при N = 1, 2.
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Рис. 1. Ошибка приближения заданного температурного распределения:
1 — N = 1; 2 — N = 2; 3 — N = 3

[Figure 1. Error in approximating of the given temperature distribution:
1 — N = 1; 2 — N = 2; 3 — N = 3]

Рис. 2. Погрешность аппроксимации идентифицируемой функции: 1 —
N = 1; 2 — N = 2; 3 — N = 3

[Figure 2. Approximation error of the identified function: 1 — N = 1;
2 — N = 2; 3 — N = 3]
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Рис. 3. Температурное отклонение расчетного значения от принятого во
всей пространственной области в конечный момент времени

[Figure 3. The temperature deviation of the calculated value from the one
taken in the entire spatial region at the final moment of time]

Рис. 4. Температурная невязка на границе y = 1 в процессе идентифи-
кации

[Figure 4. Temperature discrepancy at the boundary of y = 1 in the
identification process]
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Таблица 1

Погрешность восстановления температуры и идентифицируемой функции в точке
контроля в зависимости от числа N + 3 учитываемых параметров

[The error in restoring the temperature and the identified function at the control point,
depending on the number of N + 3 parameters taken into account]

N 1 2 3

ε̄θ 0.0198 0.0115 0.0074
ε̄u 0.1465 0.0947 0.0657

Таблица 2

Погрешность восстановления температуры во всей пространственной области в за-
висимости от числа N + 3 учитываемых параметров

[The error of temperature recovery in the entire spatial domain, depending on the
number of N + 3 parameters taken into account]

N 1 2 3

ε̃θ 0.0503 0.0268 0.0166

Рис. 4 отражает погрешность температурного распределения

θM (x, 1, ϕ,∆)− θ∗(x, 1, ϕ, u0(ϕ))

на границе 0 < x < 1, y = 1 на протяжении интервала идентификации
ϕ ∈ (0, ϕ∗] при N = 3. Вследствие симметричного характера нагрева тем-
пературное отклонение вдоль оси x = 1, 0 < y < 1 будет иметь аналогичное
поведение.

В табл. 2 приведено максимальное абсолютное отклонение

ε̃0 = max
∣

∣θM (x, y, ϕ∗,∆)− θ∗(x, y, ϕ∗, u0(ϕ∗))
∣

∣

рассчитанного температурного поля от экспериментального во всей простран-
ственной области 0 < x < 1, 0 < y < 1 для N = 1, 2, 3.

Как видно из данных, представленных в табл. 1 и 2, с ростом числа N , за-
дающего количество используемых параметров в модельном описании темпе-
ратуры (16), (18), ошибка приближения истинного температурного состояния
уменьшается как в точке контроля (x∗, y∗) на всем интервале идентификации,
так и во всей пространственной области, занимаемой объектом. Аналогично,
с увеличением значения N снижается погрешность восстановления иденти-
фицируемого воздействия — сосредоточенной мощности внутренних источни-
ков тепла. Зависимость точности идентификации искомой характеристики
и аппроксимации температурного состояния от координат точки контроля
температуры имеет сложный неоднозначный характер и требует дополни-
тельного исследования.

Заключение. Проведенное исследование показывает возможность реше-
ния многомерных ОЗТ по восстановлению неизвестных характеристик про-
цессов технологической теплофизики на основе экспериментальной инфор-
мации о температуре, полученной в одной точке контроля. Представленные
результаты демонстрируют эффективность предложенной методики как для
определения неизвестной сосредоточенной мощности теплоисточников, так и
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для восстановления температуры по всей пространственной области, занима-
емой объектом, в любой момент времени.

Предложенный подход на основе модального описания объекта с распре-
деленными параметрами в процессе нестационарной теплопроводности мо-
жет быть распространен с необходимыми изменениями и дополнениями на
идентификацию другого класса характеристик — пространственно распреде-
ленных или пространственно-временных внутренних и внешних воздействий.
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Abstract

The study is dedicated to further research and development of construc-
tive methods for sequential parametric optimization of unknown character-
istics of nonstationary processes in technological heat physics on a com-
pact set of continuous and continuously differentiable functions. The pro-
posed methodology extends the algorithmically accurate method developed
for solving inverse problems in technological heat physics to the multidi-
mensional case of the inverse heat conduction problem, allowing the iden-
tification of a physically justified characteristic on sequentially converging
compact sets.

The research focuses on a two-dimensional axisymmetric body of canon-
ical shape. The problem is formulated in a uniform metric for assessing the
temperature deviation of the calculated state from the experimental one.
The mathematical model of the studied object is based on its modal de-
scription, which led to the reduction of the original inverse heat conduction
problem, formulated in an extremal setting, to an optimal control problem.

The use of preliminary parameterization of the sought-after characteristic
of the process results in its representation in the form of piecewise-parabolic
functions defined by a parameter vector. The number of considered parame-
ters determines the specific type of approximating function, and their values
are found by solving the obtained parametric optimization problem. To solve
the mathematical programming problem for optimal parameter vector val-
ues, alternating properties of the sought extremals are used, similar to the
one-dimensional case, leading to the formulation of a closed system of rela-
tionships.
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The obtained results demonstrate the effectiveness of extending the con-
structive method of sequential parametric optimization, tested on one-dimensional
inverse heat conduction problems, to solving two-dimensional problems using
their modal representation. Increasing the number of parameters of solutions
forming the piecewise-parabolic form of the sought dependence leads to a
reduction in the reconstruction error of both the sought concentrated func-
tion and the spatial-temporal temperature field throughout the domain of
spatial variables.
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Аннотация

Вопрос исследования гравитационного поля тел сложной формы (не
относящийся к шарообразной) представляет большой интерес для гео-
физики, астрофизики, математической физики и других областей. Ста-
тья состоит из двух частей. В первой части представлен краткий литера-
турный обзор различных методов расчета потенциала гравитационного
поля однородного куба в рамках классической механики: получение ана-
литического решения; как частный случай задачи нахождения гравита-
ционного поля полиэдра; методом конечных элементов; методом муль-
типольного разложения. Более подробно проанализирован метод расче-
та потенциала гравитационного поля однородного куба с помощью ана-
литического решения и мультипольного разложения. Во второй части
статьи описан релятивистский случай гравитационного поля однород-
ного куба в рамках постньютоновского формализма в первом и втором
приближении. Данный метод расчета выбран по причине чрезвычайной
сложности получение решения с помощью уравнений Эйнштейна. Ранее
подобные задачи для тел с формой куба не рассматривались. Для реше-
ния задачи выбрана физическая модель — координатный равновесный
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куб, заполненный несжимаемой жидкостью с нулевой скоростью и по-
стоянной плотностью. Получены релятивистские поправки для времен-
ной и пространственной координаты. Получен точный аналитический
вид этих поправок для области вне куба, а также компоненты метриче-
ского тензора. Дано краткое сравнение полученных результатов для ре-
лятивистского случая с результатами классического ньютоновского слу-
чая. Для области внутри куба решение получено с помощью численных
методов. Полученные результаты с достаточной точностью определяют
параметры гравитационного поля для однородного куба, рассмотренно-
го в рамках релятивистского подхода. Основное приложение этой задачи
в рамках релятивистской физики относится к области математической
физики (или, шире, математики).

Ключевые слова: однородный куб, гравитационное поле, потенциал
гравитационного поля, ньютоновская механика, постньютоновский фор-
мализм.

Получение: 26 февраля 2024 г. / Исправление: 12 марта 2024 г. /
Принятие: 26 апреля 2024 г. / Публикация онлайн: 13 сентября 2024 г.

Введение

Вопрос исследования гравитационного поля тел сложной формы пред-
ставляет большой интерес для геофизики, астрофизики, математической фи-
зики и других областей. В настоящей работе рассматривается гравитационное
поле однородного куба для классического и релятивистского случаев. Фор-
ма куба выбрана не только из-за наличия нетривиальной симметрии. Ранее
в литературе [1, 2] не встречались решения уравнений Эйнштейна для тел,
имеющих форму однородного куба, в силу чего задача актуальна в рамках
математической физики.

Кроме фундаментального значения, эта задача интересна своим практи-
ческим приложением. Несмотря на то, что астрономические тела кубической
формы неизвестны, некоторые объекты могут иметь форму, обладающую схо-
жими параметрами. Так, астероид Рюгу имеет форму, близкую к кубической,
хотя ее можно описать как куполообразную [3]. Также в [4] рассматривалась
модель столкновений частиц пыли с астероидами, приводящих к образованию
больших относительно плоских областей и острых краев, что может свиде-
тельствовать в пользу возможности образования астероидов кубической или
подобной сложной формы.

В ряде случаев четкое представление о гравитационном поле объекта име-
ет важное значение для космических аппаратов, имеющих кубическую фор-
му (например, при планировании высадки на небольшие астероиды и при
выполнении других задач) [5]. Справедлива и актуальна также обратная за-
дача по расчету орбит движения тел, находящихся в гравитационном поле
тел с формой куба [6–8].

Также важно рассмотреть эту задачу с точки зрения ее значения в области
геофизики. Для оценки гравитационного поля массивных объектов (возвы-
шенностей, гор и горных хребтов) используется метод расчета их гравитаци-
онных полей, аналогичный методу конечных элементов, где в качестве еди-
ничного элемента выступает однородный куб или квадрат [9]. Аналогичным
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образом производится оценка потенциала гравитационного поля астероидов
и галактик [8,10].

Стоит отметить, что рассматриваемая задача имеет и научно-методоло-
гическое значение и была предложена для описания особенностей физики
гравитационных полей для тел разной формы [11,12].

К настоящему времени опубликовано достаточно много работ, посвящен-
ных расчетам гравитационного поля однородного куба в рамках классической
ньютоновской механики, однако должной систематизации результатов этих
работ и целостного представления обо всех методах решения до сих пор нет.
Поэтому авторы посчитали важным привести литературный обзор подобных
решений. Кроме того, эта тема поднимается в современных работах [13, 14].
Также сведения, приведенные в литературном обзоре, будут использоваться
для рассмотрения релятивистского случая. Основное приложение этой зада-
чи в рамках релятивистской физики относится к области математической
физики (или, шире, математики).

В разделе 1 приведен обширный литературный обзор расчета гравита-
ционного поля для классического ньютоновского тяготения. В разделе 2 для
релятивистского случая рассмотрено гравитационное поле однородного куба;
приведены основные модели и приближения, приводящие к этой задаче.

1. Классический случай

Способы расчета потенциала и напряженности гравитационного поля од-
нородного куба можно разделить на 4 класса:

1) получение аналитического решения;
2) как частный случай задачи нахождения гравитационного поля полиэд-

ра;
3) применение метода конечных элементов;
4) использование мультипольного разложения.
Рассмотрим каждый способ решения.

1.1. Получение аналитического решения. Вероятно, впервые данная
задача была сформулирована в [15], однако в [16, p. 522] решалась близкая по
постановке задача. В работе [15] автор рассматривает формулу для вычис-
ления проекции гравитационного потенциала параллелепипеда со сторонами
a, b, c вдоль оси 0z, однако общую формулу для гравитационного потенциа-
ла куба (параллелепипеда) он не приводит, ссылаясь на излишне трудоемкие
расчеты. Позже были получены общие выражения для гравитационного по-
тенциала призмы по трем проекциям на оси [17, pp. 93–104].

В работе [18] автор исходя из теоремы Эйлера об однородных функциях
доказывает, что первые производные потенциала и сам потенциал гравитаци-
онного поля можно легко вычислить из вторых производных, не интегрируя
их. Данный результат позволяет вычислить гравитационный потенциал пря-
моугольной призмы. Подобный подход к решению данной задачи встречается
в работе [19].

Практическое использование полученных результатов описано в работах
[20, 21], в которых решались задачи вычисления гравитационного потенциа-
ла прямоугольной призмы в связи с моделированием гравитационного поля
Земли и массивных горных образований. Потенциал (напряженность) гра-
витационного поля куба впервые обсуждался в работе [22], в том числе для
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анализа потенциала (напряженности) гравитационного поля массивных объ-
ектов сложной формы.

К основным недостаткам этих работ [15–23] можно отнести:
– приведение неудобной в применении общей громоздкой формулы;
– отсутствие общей формулы, хотя приводятся выкладки, позволяющие

легко рассчитать гравитационный потенциал (напряженность) куба (пря-
моугольной призмы);

– нераскрытые пределы суммирования (или интегрирования) в конечной
записи или расчет только для проекции на оси.

Этих недостатков лишена работа [24], где дается формула расчета потен-
циала, записанная с помощью сумм:

U(x0, y0, z0) =

1
∑

i=0

1
∑

j=0

1
∑

k=0

[

xiyj · th−1
( zk
rijk

)

+

+ yjzk · th−1
( xi
rijk

)

+ zkxi · th−1
( yj
rijk

)

− x2i
2

tg−1
( yjzk
xirijk

)

−

−
y2j
2

tg−1
( zkxi
yjrijk

)

− z2k tg−1
( xiyj
zkrijk

)]

, (1)

где x1 = a − x0, y1 = b − y0, z1 = c − y0; a, b, c— ребра прямоугольной

призмы; x0, y0, z0 — начало координат; rijk =
√

x2i + y2j + z2k, i, j, k = 0, 1;

здесь константы определены как G = ρ = 1.
Однако формула (1), представленная в работе [24], имеет неточность (или

опечатку), а именно вместо z2k необходимо записать z2k/2. Таким образом,
корректная формула выглядит так:

U(x0, y0, z0) =
1

∑

i=0

1
∑

j=0

1
∑

k=0

[

xiyj · th−1
( zk
rijk

)

+
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+ zkxi · th−1
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−
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2
tg−1

( xiyj
zkrijk

)]

. (2)

Кроме того, уравнение (1) несимметрично, хотя от куба ожидается сим-
метричность. В дальнейшем подобные задачи решались в [13, 14], но они не
лишены проблем, которые были описаны ранее.

1.2. Как частный случай задачи нахождения гравитационного
поля полиэдра. Так как космические тела могут иметь сложную форму
многогранника, нахождение потенциала (напряженности) гравитационного
поля куба, в том числе, можно рассматривать как частный случай нахожде-
ния потенциала (напряженности) полиэдра. В настоящей работе подробный
литературный обзор становления данного метода не проводится, так как он
хорошо описан в [25]. Также в работе [25] представлен оригинальный под-
ход к решению этой задачи с помощью элементарных теорем векторного ис-
числения. Значение потенциала гравитационного поля однородного полиэдра
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плотностью ρ (в соответствии с работой [25,26]) найдем как

U(~r) =
ρ

2

∑

i

~ni ·
(

~r − ~r ′
)

∮

Ci

~Qi

(

~r − ~r ′
)

d~r ′, (3)

где ~Q(~r)— дополнительный векторный потенциал, причем

x

S

U(~r) dS =

∮

C

~Q(~r) d~r,

а ~ni — единичные нормали.
Суть метода состоит в оценке величины поверхностного интеграла одно-

родного многогранника:

Ir(~r) =
x

Si

dS′

|~r − ~r ′| , (4)

где Ir(~r)— интегральное выражение по i-той грани полиэдра; Si — любая из
плоских поверхностей полиэдра.

Запишем связь уравнений (4) и (3):
∮

Ci

~Qi

(

~r − ~r ′
)

d~r ′ =
∑

j

Ii,j .

Основной трудностью использования данного метода являются вычисле-
ния интегрального выражения (4). Несмотря на то, что в результате вычис-
ления разными методами получаются отличные друг от друга значения по-
тенциала однородного куба, все они отличаются в 7–8 знаке после десятичной
запятой [25].

В общем виде интегральное выражение имеет вид

Ii,j = di,j





ci,j
√

a2i,j − b2i,j − c2i,j
tg−1

(

ci,j(1− bi,j)
√

a2i,j − b2i,j − c2i,j
√

1 + a2i,j − 2b2i,j

)

+

+
ci,j

√

a2i,j − b2i,j − c2i,j
tg−1

(

ci,jbi,j

ai,j
√

a2i,j − b2i,j − c2i,j

)

+

+ ln

(1− bi,j +
√

1 + a2i,j − 2b2i,j

ai,j − bi,j

)



 , (5)

где

ai,j =
|~r − ~ri,j |
|~ri,j+1 − ~ri,j |

, bi,j =
(~r − ~ri,j) · (~ri,j+1 − ~ri,j)

|~ri,j+1 − ~ri,j |2
,

ci,j =
~ni · (~r − ~ri,j)
|~ri,j+1 − ~ri,j |

, di,j =
(~ni × (~r − ~ri,j)) · (~ri,j+1 − ~ri,j)

|~ri,j+1 − ~ri,j |
.

В уравнении (5) аргументы различных членов квадратного корня и на-
турального логарифма могут быть нулевыми только тогда, когда точка поля
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r лежит на краевой линии или продолжении краевой линии полиэдра. Мож-
но заметить явное сходство формул (2) и (5). Несмотря на высокую ресур-
соемкость с вычислительной точки зрения, этот метод расчета потенциала
гравитационного поля однородного куба используется в работах [6, 7].

1.3. Метод конечных элементов. Задачи расчета гравитационного по-
тенциала системы N тел анализируется на основе наложения на группу то-
чечных тел квадратной сетки, например, как в [27]. Таким образом, условно
такие задачи можно отнести к расчету гравитационного потенциала (напря-
женности) квадрата.

1.4. Мультипольное разложение. В силу своей простоты метод расче-
та потенциала (напряженности) гравитационного поля мультипольным раз-
ложением (рядом Лапласа) в последнее время стал востребован для исследо-
вания орбит, создаваемых вокруг тел кубической формы [8]. Впервые задача
на вычисление потенциала за пределами куба до четвертого порядка мульти-
польного разложения была решена в [28], а позже обсуждалась в работе [21]:

Uext(x, y, z) =
M

r
− 7Ma4

18r9
(x4 + y4 + z4 + 3x2y2 + 3y2z2 + 3z2x2), (6)

где Uext(x, y, z)— потенциал гравитационного поля вне куба, M — масса куба,
a— половина стороны ребра куба.

Эквипотенциальные поверхности, полученные с помощью формулы (6),
изображены на рис. 1.

Формула более высоких порядков мультипольного разложения для обла-
сти внутри куба приводится в работе [14]:

Uint(x, y, z) =
(

24 ln
1 +
√
3√

2
− 2π

)

−
[2

3
π(x2 + y2 + z2)

]

+

+
[

− 4

9
√
3
(x4 + y4 + z4) +

4

3
√
3
(x2y2 + x2z2 + y2z2)

]

+

+
[

− 1

162
√
3
(x6 + y6 + z6) +

5

108
√
3
(x2y4 + x2z4 + x4y2 + x4z2 + y2z4 + y4z2)−

− 5

9
√
3
x2y2z2

]

, (7)

где Uint(x, y, z)— потенциал гравитационного поля внутри куба.
Эквипотенциальные поверхности, полученные с помощью формулы (7),

изображены на рис. 2.
Рассмотрим потенциал гравитационного поля однородного куба, получен-

ный с помощью формул (6), (7) и (2) и изображенный на рис. 3.
По рис. 3 видно, что для анализа гравитационного поля за пределами куба

в релятивистском случае вполне обосновано использование формулы (6) из-за
ее простоты по сравнению с формулой (2) и способности обеспечить плоское
пространство на r � 2a. Аналогичное утверждение справедливо и для фор-
мулы (7) для области внутри куба.
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Рис. 1. Визуализация эквипотенциаль-
ных поверхностей, полученная с помо-

щью формулы (6)

[Figure 1. Visualization of equipotential
surfaces obtained using the formula (6)]

Рис. 2. Визуализация эквипотенциаль-
ных поверхностей, полученная с помо-

щью формулы (7)

[Figure 2. Visualization of equipotential
surfaces obtained using the formula (7)]

Рис. 3. Потенциалы гравитационного поля однородного куба от координаты x, полученные
с помощью формул (6), (7) и (2), причем G = c = ρ = 1; вертикальные линии представляют

собой границы куба: a = 0.5

[Figure 3. Potentials of the gravitational field of a homogeneous cube as functions of the
coordinate x obtained using the formulas (6), (7) and (2), with G = c = ρ = 1; the vertical

lines represent the boundaries of the cube: a = 0.5]
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2. Релятивистский случай

2.1. Общая постановка задачи о гравитационном поле однородно-
го куба. Современная теория тяготения в своей основе использует систему
уравнений Эйнштейна, по которым и определяется гравитационное поле тела:

Rαβ − 1

2
Rgαβ =

8πG

c4
Tαβ . (8)

Однако поскольку уравнения тяготения являются системой нелинейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных, решение такой системы в
общем виде является очень тяжелой задачей как с математической, так и фи-
зической точки зрения. Поэтому в настоящее время получен лишь небольшой
класс точных решений [1,2]. В данной задаче при описании гравитационного
поля куба в рамках ОТО следует решать именно уравнения (8), и авторы
предполагают рассмотреть этот вопрос в будущих публикациях, но ввиду его
чрезвычайной сложности рассмотрим другой метод решения.

В [29] описан способ приближенных решений уравнений тяготения. В со-
временной литературе данный способ получил название постньютоновского
формализма, или PNN [30, 31]. Применим данный подход в нашем исследо-
вании и, как следствие, получим приближенные выражения для компонент
метрического тензора однородного куба. Несмотря на общеизвестность дан-
ного метода, ранее к однородному кубу он не применялся. Постньютоновский
формализм для решения этой задачи выбран по причине наличия известного
нерелятивистского решения и эффективного использования в практических
задачах. Также постньютоновский формализм хорошо подходит для расчета
гравитационных полей малой напряженности, в особенности в применении к
телам несферической формы, например, с формой куба.

В рамках рассматриваемой задачи определим куб следующим образом.
Пусть в плоском пустом пространстве, которое задается обычной галилеевой
метрикой, находится куб со стороной 2a и метрикой

ds20 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2, (9)

центр куба совмещен с началом координат; V = 8a3 — объем куба.
В данной метрике все компоненты тензора энергии-импульса куба равны

нулю, никакого воздействия на геометрию пространства он не оказывает. Ко-
гда куб заполнен веществом, данная метрика должна быть справедлива на
бесконечности, поэтому на больших расстояниях компоненты метрического
тензора следующие:

g00∞ = c2, gik∞ = −δik.
Теория Эйнштейна, основанная на уравнениях (8), в первом приближе-

нии должна давать то же, что и ньютоновская теория тяготения. Поскольку
теория Ньютона нерелятивистская, а перед нами стоит задача решать реля-
тивистские уравнения, необходимо выделить некий параметр, характеризую-
щий переход. Таким параметром формально будет являться скорость света c.

Для решений уравнений тяготения с достаточной точностью мы будем
использовать приближенный метод [29]. Этот метод основан на разложении
всех искомых функций по обратным степеням скорости света U/c2. Наша
задача облегчается тем, что метрика везде мало отличается от евклидовой.
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Таким образом, в результате решения задачи мы получим приближенные
выражения для метрического тензора.

2.2. Физическая модель. Пусть координатный куб в пространстве (9)
заполнен несжимаемой жидкостью с нулевой скоростью и плотностью ρ. Рав-
новесие обеспечивается изотропным давлением жидкости, которое можно най-
ти как

ρ
∂U

∂xi
= −∂pik

∂xi
,

где xi = x, y, z, а U — гравитационный потенциал куба.
Когда ρ = const, получим, что

p = ρU.

Для тензора энергии-импульса в правой части (8) мы используем прибли-
женные выражения, которые соответствуют евклидовой метрике:

T 00 = ρ/c2, T 0α = 0, T ik = p/c2. (10)

При решении внешних уравнений будем считать, что тензор энергии-
импульса во всем пространстве равен нулю, кроме некоторого отдельного
объема 8a3, поэтому масса куба

Mcube =

∫ a

−a

∫ a

−a

∫ a

−a
Tdxdydz = 8ρa3, (11)

где T = T 00g00.
Решая уравнения тяготения, необходимо учитывать влияние метрики на

вид тензора энергии-импульса (10), поэтому далее для упрощения пренебре-
гаем обратной реакцией пространства на вещество.

2.3. Первое приближение. После заполнения координатного куба ве-
ществом по заданному распределению масс можно найти распределение гра-
витационного потенциала. В первом приближении единственной компонен-
той, вносящей вклад, будет компонента

T 00 = ρ/c2.

Перепишем уравнение (8) в виде

Rµν = −κ
(

Tµν − 1

2
gµνT

)

,

оставляя в первом приближении компоненты тензора Риччи:

R00 =
1

2
∆g00, Rik =

1

2
∆gikδik. (12)

Таким образом, метрика внутри куба удовлетворяет уравнениям

∆g00 = −8πG

c4
ρ, ∆gik = −8πG

c2
ρδik. (13)
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Решение уравнений тяготения (13) определит приближенные выражения
для компонент метрического тензора в виде

g00 =
1

c2

(

1 +
2U

c2

)

, gik = −
(

1− 2U

c2

)

δik. (14)

Переход к ковариантным компонентам дает выражения

g00 = c2 − 2U, gik = −
(

1 +
2U

c2

)

δik.

Данные выражения для компонент метрического тензора удовлетворяют
в первом приближении уравнениям тяготения. Соответствующее им выраже-
ние для квадрата интервала имеет вид

ds2I = (c2 − 2U)dt2 −
(

1 +
2U

c2

)

(dx2 + dy2 + dz2)

с соответствующим ньютоновым потенциалом (7) и удовлетворяет выраже-
нию

∆Uint = −4πGρ.
Приближение накладывает ограничение на потенциал в виде

Umax � c2/2,

что в свою очередь ограничивает плотность вещества куба

ρ <
c2

a2G
.

2.4. Второе приближение. Во втором приближении необходимо еще
раз решить уравнения тяготения, но на этот раз учесть следующий порядок
точности по 1/c. Поэтому точность, с которой необходимо вычислить времен-
ную компоненту метрического тензора, равна

g00 =
1

c2
+
f(x, y, z)

c4
+
f(x, y, z)

c6
,

а точность, с которой будут вычислены пространственные компоненты, —

gik = −δik + g(x, y, z)

c4
.

Правая часть уравнений тяготения останется без изменений, однако учтем
пространственные компоненты. Тогда во втором приближении имеем

T 00 = ρ/c2, T ik = ρU/c2. (15)

Контравариантный тензор Риччи представим в виде

Rµν = −1

2
gαβ

∂2gµν

∂xα∂xβ
+ ΓµαβΓν

αβ − Γµν . (16)
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Первый член (16) в ньютоновом приближении дает (12); последний член в
(16) является сложной квадратичной функцией, содержащей первые произ-
водные от gµν . Поэтому во втором приближении должно учитываться попар-
ное произведение скобок Кристоффеля с той точностью, которого требует
приближение. Во втором приближении мы ограничимся членами порядка

Γ0
µν ∼ 1/c2, Γ0

ik ∼ O(1/c4), Γi
kl ∼ 1/c2.

При решении уравнений тяготения мы свободны в выборе системы коор-
динат. Наиболее простой вид приближенные уравнения тяготения имеют в
гармонических координатах, таких, что

∂

∂xµ
(
√−g gµν) = 0, Γµν = 0. (17)

Для удобства дальнейшего представления введем величину

Gµν =
√−ggµν , √−g ≈ c.

Компоненты Gµν в первом приближении равны dsI :

G00 = 1

c
+

4

c3
U, Gik = −δikc.

Компоненты Gµν во втором приближении равны dsII :

G00 = 1

c
+

4

c3
V (x, y, z) +

7

c5
V (x, y, z)2,

Gik = −δikc+ 4

c3
Sik(x, y, z),

(18)

где V и S — некоторые функции разложения, которые удовлетворяют при-
ближенным уравнениям Эйнштейна (в соответствии с обозначениями, при-
нятыми в [29]).

Используя условие (17), подставим разложение (18) в тензор Риччи (16).
Приравнивая полученное выражение компонентам тензора энергии-импульса
(15), получим два уравнения для релятивистских поправок. Поправка для
координаты t:

∆V = 4πGρ
(

c2 +
1

2
U
)

. (19)

Поправка пространственной координаты, которая позволит вычислить дав-
ление p:

∆S = −4πGρU − 1

2

(∂U

∂xi

)2
. (20)

Уравнения (20) и (19) для релятивистских поправок представляют собой
уравнения Пуассона, которые решаются, например, с использованием функ-
ции Грина [32, 33]. Но так как физическая модель представляет собой коор-
динатный куб в пространстве (9), решать уравнения (20) и (19) стоит именно
в декартовых координатах (x, y, z).
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Получение аналитических решений для уравнений (20) и (19) для области
внутри куба (т.е. области на некотором расстоянии R < a) с использованием
внутреннего потенциала куба (7) представляет собой крайне непростую за-
дачу. Поэтому решение для уравнений (20) и (19) для области внутри куба
получено с помощью численных методов.

Граничные условия при решении уравнений (20) и (19): S(a) = 0; V (a) = 0.
Результат представлен на рис. 4 и 5.

Из рис. 4 видно, что значение V в центре куба будет минимальным.
Из рис. 5 видно, что значение S в центре куба будет максимальным, что

согласуется с физической моделью, т.к. ожидается, что давление p в цен-
тре куба будет также максимальным. Полученные распределения S(x, y) и
V (x, y, z) соответствуют визуализации, представленной на рис. 2.

Рис. 4. Результат расчета релятивистских поправок V (x, y) и V (x, y, z) в системе Wolfram
Mathematica 13.0 с использованием численных методов (c = G = ρ = 1)

[Figure 4. The result of the calculation of relativistic corrections V (x, y) and V (x, y, z) in the
Wolfram Mathematica 13.0 system using numerical methods (c = G = ρ = 1)]

Рис. 5. Результат расчета релятивистских поправок S(x, y) и S(x, y, z) в системе Wolfram
Mathematica 13.0 с использованием численных методов (c = G = ρ = 1)

[Figure 5. The result of the calculation of relativistic corrections S(x, y) and S(x, y, z) in the
Wolfram Mathematica 13.0 system using numerical methods (c = G = ρ = 1)]
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Рассмотрим аналитические решения уравнений (20) и (19) для области на
некотором расстоянии от куба R > a. Уравнения (19) для временной поправ-
ки запишем так:

V (R) = Gc2
∫

V ′

ρ′

|R− r′|dV
′ +

G

2

∫

V ′

ρ′Uext

|R− r′|dV
′, (21)

где r′ = x′i — компоненты радиус-вектора, принадлежащие элементу объема
куба, R = xi — компоненты радиус-вектора до точки вычисления потенциала.

Для случая, когда R � a, разложим |R − r′| в ряд по мультполям [28].
Для куба из-за наличия симметрии квадроупольный момент равен Qαβ = 0,
Qαβγ = 0. Вычислим следующий полином — октоуполь. Введем координаты
радиус-вектора r′ и R, причем

r′ = nix
′
i, R = njxj .

Октоуполь является четвертым полиномом Лежандра:

O =
r4

8R5
(35 cos4 α− 30 cos2 α+ 3),

тогда получим

O =
xixlxαxγ

8R9
(x′kx

′
mx

′
µx

′
β)
[

35γilαγkmµβ − 30niklmδβµδαγ + 3δβµδkmδilδαγ
]

,

где γilαγkmµβ = niklm(δαβδγµ + δαγδβµ + δαµδβγ)/225, niklm = (δikδlm + δilδkm +
+ δimδkl)/15— усредненные значения единичного вектора.

Для куба разложение 1/|R − r′| в ряд по мультполям имеет следующий
вид:

1

|R− r′| =
1

R
+

(xi)
2(xj)

2

8R9
(x′α)

2(x′β)
2γ, (22)

где γ = 0.16(2δiα + 1)(2δjβ + 1)− 2(2δiα + 1) + 3.
Подставляя разложение (22) в (21), получим

V (R) =
Gc2

R

∫

V ′

ρ′dV ′ +
Gc2γ(xi)

2(xj)
2

8R9

∫

V ′

ρ′(x′α)
2(x′β)

2dV ′ +

+
G

2R

∫

V ′

ρ′UextdV
′ +O(1/R9+n).

Рассмотрим аналитическое решение уравнения для пространственных по-
правок (20). Поскольку первый член уравнения (20) зависит от ρ, вне куба он
обращается в ноль, поэтому первый интеграл конечен. Второй член в (20) не
обращается в ноль во всем пространстве, однако на бесконечности обращает-
ся в ноль, что также говорит о конечности интеграла. Перепишем уравнение
(20) в виде

∆S = −4πGρUext +
G2

2

∫

V ′

∫

V ′′

ρ′ρ′′∇′
( 1

|R− r′|
)

∇′′
( 1

|R− r′′|
)

dV ′dV ′′, (23)

где r′ и r′′ — радиус-векторы, принадлежащие элементам объема V ′ и V ′′ куба.
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Решение (23) принимает вид

S(R) =
G

R

∫

V
ρUextdV +O(1/R9+n) +

G2

2

∫

V ′

∫

V ′′

ρ′ρ′′
∂2(ln z)

∂x′i∂x
′′
i

dV ′dV ′′,

где ln z = ln(|R− r′|+ |R− r′′| − |r′ − r′′|) и удовлетворяет уравнению

∆ ln z =
1

|R− r′||R− r′′| .

Для нахождения внешнего решения на больших расстояниях от куба R� a
разложим функцию z по обратным степеням R. В разложении отбросим чле-
ны, убывающие быстрее 1/R2, и учтем симметрию куба, тогда

∂2(ln z)

∂x′i∂x
′′
i

=
1

2R2
− 1

R

1

|r′ − r′′| .

Запишем решение для функции S на больших расстояниях от куба R� a:

S(R) =
G

R

∫

V
ρUextdV +O(1/R9+n) +

+
16G2ρ2a6

R2
− G2

2R

∫

V ′

∫

V ′′

ρ′ρ′′

|r′ − r′′|dV
′dV ′′. (24)

Интегралы, входящие в S и V , являются вполне определенными физическими
величинами:

W =
1

2

∫

V
ρUdV — гравитационная энергия тела [14,34],

M =

∫

V
ρdV = 8ρa3 — масса куба (11).

В (24) 6-кратный интеграл можно упростить, используя определение нью-
тонового потенциала:

G2

2R

∫

V ′

∫

V ′′

ρ′ρ′′

|r′ − r′′|dV
′dV ′′ =

G

2R

∫

V ′

ρ′U(r′)dV ′ =
GW

R
.

Таким образом, решение S и V снаружи куба имеет вид

V (R) =
GM

R
c2 − 7Ma4

18R9
c2(x4 + y4 + z4 + 3x2y2 + 3y2z2 + 3z2x2) +

+
GW

R
+O(1/R9+n); (25)

S(R) =
G2M2

4R2
+O(1/R9+n). (26)

Компоненты метрического тензора во внешнем пространстве будут иметь вид

g00 ≈ G00c = 1 +
4GM

R
− 3Ma4

2R9
A(x, y, z) +

4GW

Rc2
+

+
7

c4

(GM

R
c2 − 7Ma4

18R9
A(x, y, z) +

GW

R

)2
, (27)
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gik ≈ Gikc = −c2δik
(

1− G2M2

R2c4

)

, (28)

где A(x, y, z) =
(

x4 + y4 + z4 + 3x2y2 + 3y2z2 + 3z2x2
)

.
Рассмотрим параметры гравитационного поля однородного куба, полу-

ченные с помощью формул (6) и (27) и отраженные на рис. 6.

Рис. 6. Сравнение параметров гравитационного поля во внешнем пространстве без реляти-
вистских поправок и с их наличием от координаты x, причем c = G = ρ = 1; вертикальные

линии представляют собой границы куба: a = 1

[Figure 6. Comparison of the gravitational field parameters in outer space without relativistic
corrections and with their presence as functions of the x coordinate, with c = G = ρ = 1; the

vertical lines represent the boundaries of the cube: a = 1]

На рис. 6 очевиден вклад релятивистских поправок. Стоит обратить вни-
мание, что функция g00(x) убывает с большей скоростью, чем функция Uext(x),
а также имеет большее значение функции при равных значениях аргумента x.
Черные линии, представляющие границы куба, являются также асимптотой
к функции g00(x). Полученные результаты с точностью достаточной для на-
шей задачи, определяют параметры гравитационного поля для однородного
куба, рассмотренного в рамках релятивистского подхода.

Выводы

В работе проведен литературный обзор расчета потенциала гравитацион-
ного поля однородного куба в рамках ньютоновской механики. Для реляти-
вистского случая описана физическая модель, в которой координатный куб
в пространстве (9) заполнен несжимаемой жидкостью с нулевой скоростью и
плотностью ρ. Методом постньютоновского формализма (в первом и во вто-
ром приближении) аналитически описана временная и пространственная по-
правка S и V для области вне куба (см. формулы (25) и (26)), а для области
внутри куба решение получено с помощью численных методов. Получены
компоненты метрического тензора во внешнем пространстве в первом (см.
формулы (14)) и во втором (см. формулы (27) и (28)) приближении.
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Abstract

The problem of studying the gravitational field of cube-shaped bodies is
of great interest to geophysics, astrophysics, mathematical physics, and other
fields. The first part of the article presents a brief literary overview of various
methods for calculating the gravitational field potential of a homogeneous
cube within the framework of classical mechanics: obtaining an analytical
solution; as a special case of the problem of finding the gravitational field of
a polyhedron; by the finite element method; multipole decomposition. The
method of calculating the gravitational field potential of a homogeneous
cube using an analytical solution and multipole decomposition is analyzed
in more detail. The second part of the article describes the relativistic case
of the gravitational field of a homogeneous cube within the framework of
post-Newtonian formalism in the first and second approximations. To solve
the problem, a physical model was chosen that involved a balanced coordi-
nate cube filled with an incompressible liquid with zero velocity and constant
density. Relativistic corrections for the time and spatial coordinates are ob-
tained. A precise analytical expression for these corrections in the region
outside the cube, together with the components of the metric tensor, are
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obtained. A brief comparison of the results obtained for the relativistic case
with the results of the classical Newtonian case is provided. The solution is
obtained using numerical methods for the region inside the cube. The results
obtained determine, with sufficient accuracy, the gravitational field parame-
ters for a homogeneous cube considered in the framework of the relativistic
approach.

Keywords: homogeneous cube, gravitational field, gravitational field po-
tential, Newtonian mechanics, Post-Newtonian approximation.
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Аннотация

Массоперенос в электромембранных системах в режимах интенсив-
ного тока сопровождается возникновением дополнительных механизмов
переноса, которые существенно влияют на эффективность их функци-
онирования. Согласно современным представлениям для разбавленных
растворов электролитов среди таких механизмов особенно важными яв-
ляются электроконвекция и реакции диссоциации/рекомбинации моле-
кул воды. Эти процессы оказывают противоположное действие на эф-
фективность электромембранных технологий.

В исследованиях мембранных систем активно применяются матема-
тические модели, учитывающие влияние указанных механизмов, однако
они обычно описывают только потенциодинамический режим, при кото-
ром устанавливается скачок потенциала в системе. Для интерпретации
обширной базы экспериментальных данных по гальванодинамическому
режиму (при фиксированной плотности тока) также необходимы ин-
струменты теоретического анализа.

Цель данной работы заключается в разработке математической мо-
дели массопереноса в слое раствора электролита у ионообменной мем-
браны с учетом электроконвекции и диссоциации воды в гальваноди-
намическом режиме. Модель основана на системе связанных уравнений
Нернста—Планка—Пуассона—Навье—Стокса, дополненной новым галь-
ванодинамическим граничным условием для потенциала.

С использованием разработанной модели впервые рассчитаны хро-
нопотенциограммы мембранной системы с учетом влияния как электро-
конвекции, так и реакции диссоциации/рекомбинации молекул воды.
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Результаты показали, что отношение концентрации продуктов диссо-
циации воды к концентрации ионов соли определяет баланс эффектов
электроконвекции и диссоциации.

Рассмотрены следующие варианты соотношения эффектов электро-
конвекции и диссоциации молекул воды:

1) значимое влияние на массоперенос оказывает электроконвекция,
в то время как влияние диссоциации воды минимально;

2) электроконвекция и диссоциация существенно влияют на процес-
сы переноса: образование дополнительных носителей заряда в ре-
зультате диссоциации молекул воды снижает скачок потенциала
в слое раствора электролита, что уменьшает интенсивность элек-
троконвекции, в то время как развитие электроконвекции, в свою
очередь, замедляет процесс диссоциации;

3) продукты интенсивной диссоциации молекул воды тормозят раз-
витие электроконвекции.

Ключевые слова: электромембранная система, перенос ионов, элек-
троконвекция, реакция диссоциации/рекомбинации молекул воды, галь-
ванодинамический режим, уравнения Нернста—Планка—Пуассона—На-
вье—Стокса.

Получение: 3 марта 2024 г. / Исправление: 29 апреля 2024 г. /
Принятие: 4 июня 2024 г. / Публикация онлайн: 23 сентября 2024 г.

1. Введение. Электромембранные системы (электродиализные аппара-
ты, нано- и микрофлюидные устройства) применяются для обессоливания и
деионизации воды, производства кислот и оснований, при преобразовании и
производстве энергии и в других областях [1–3]. В основе принципов функ-
ционирования электромембранных систем лежит селективный перенос ионо-
обменных мембран, то есть проницаемость для ионов одного знака (противо-
ионов) и ограничение движения ионов другого знака (коионов). В структуре
вольт-амперной кривой электромембранной системы выделяются следующие
характерные участки [4, 5]:

– допредельный ток — начальный линейный участок, когда концентрация
ионов раствора электролита в примембранной области достаточно вы-
сока;

– плато предельного тока — горизонтальный участок с небольшим накло-
ном, когда селективный перенос противоионов в мембране приводит
к практически полному обессоливанию раствора электролита в примем-
бранной области;

– сверхпредельный ток — участок вторичного роста тока.
Согласно современным представлениям основным механизмом сверхпре-

дельного массопереноса для рассматриваемых в данной работе разбавлен-
ных растворов электролитов является электроконвекция (ЭК) [6, 7], то есть
увлечение молекул жидкости ионами, образующими пространственный за-
ряд у ионоселективной поверхности под действием электрической силы [6].
В режиме сверхпредельного тока на границе раздела раствор/мембрана фор-
мируется расширенная область пространственного заряда (ОПЗ), действие
электрического поля на который генерирует значимое электроконвективное
течение [6], которое интенсифицирует процесс массопереноса. Наряду с появ-
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лением ОПЗ при сверхпредельных токах фиксируется смещение показателя
pH раствора, что объясняется диссоциацией молекул воды с образованием
ионов водорода H+ и гидроксила OH− [8]. Отклонение от равновесия в ре-

акции H2O
kd←→
kr

H+ + OH− (где kd и kr — константы скорости диссоциации

и рекомбинации воды соответственно) приводит к появлению новых носите-
лей заряда (ионов H+ и OH−), что снижает эффективность обессоливания
растворов [9], уменьшает толщину расширенной ОПЗ и величину заряда [10,
29], вызывает уменьшение интенсивности ЭК [12, 13]. Поэтому особое значе-
ние имеет математическое моделирование сверхпредельного переноса ионов
с учетом ЭК и реакции диссоциации/рекомбинации молекул воды (РДРВ),
которые оказывают противоположное действие на эффективность электро-
мембранных процессов.

Одним из основных подходов математического описания переноса ионов в
мембранных системах является использование уравнения Нернста—Планка,
учитывающего диффузию и миграцию ионов, а также конвекцию раствора.
Уравнение Нернста—Планка совместно с уравнением материального балан-
са описывают как стационарные, так и нестационарные процессы, учитывая,
в частности, протекание химических реакций. На основе уравнений Нернста—
Планка и условия электронейтральности построены модели переноса ионов
соли и ионов водорода и гидроксила, образующихся в результате расщеп-
ления воды, в стационарном состоянии трехслойной системы (ионообменная
мембрана и два смежных с ней слоя раствора электролита) Г. Гроссманом [14]
и в неперемешиваемом слое электролита у ионообменной мембраны И. Рубин-
штейном [15].

И. Рубинштейн и Л. Штильман на основе системы уравнений Нернста—
Планка и уравнения Пуассона для электрического потенциала построили од-
номерную модель переноса ионов 1 : 1-валентного электролита в непереме-
шиваемом слое раствора у поверхности идеально селективной мембраны при
постоянном скачке потенциала в стационарном состоянии [16]. Численное ре-
шение соответствующей краевой задачи модели показало существование рас-
ширенной ОПЗ у границы раствор электролита/мембрана, которая значи-
тельно больше, чем область равновесного двойного электрического слоя, при
наложении достаточно высокого скачка потенциала [16]. В. И. Заболоцкий
и соавт. [10] обобщили одномерную модель И. Рубинштейна и Л. Штильма-
на (то есть модель переноса ионов соли 1 : 1-валентного электролита в непе-
ремешиваемом слое раствора у поверхности идеально селективной мембра-
ны) [16] для описания переноса ионов четырех видов: катионов и анионов
соли, ионов водорода и гидроксила, образующихся в результате диссоциации
молекул воды. Показано, что появление ионов водорода и гидроксила в обед-
ненном диффузионном слое уменьшает величину пространственного заряда
и толщину ОПЗ [10]. Помимо численного анализа математической модели
переноса ионов в стационарном состоянии для анализа влияние РДРВ на пе-
ренос также получено асимптотическое решение [17, 18].

М. Х. Уртенов и соавт. [19] с использованием модели переноса ионов с уче-
том РДРВ в диффузионном слое у ионообменной мембраны в стационарном
состоянии показали, что интенсивное некаталитическое расщепление воды
происходит в расширенной ОПЗ и условие химического равновесия выпол-
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няется всюду в диффузионном слое, за исключением области рекомбинации
и ОПЗ. Позже подобный подход (на основе системы уравнений Нернста—
Планка—Пуассона) применен для описания переноса в одномерном сечении
электродиализного канала, образованного между анионо- и катинообменной
мембранами для стационарного [20] и нестационарного [21] случаев. Резуль-
таты численного моделирования работ [20, 21] показали, что РДРВ может
создать ОПЗ в центральной части мембранного канала обессоливания.

В работах [22, 23] математическая модель стационарного переноса ионов
соли с учетом РДРВ в диффузионном слое [19] была модифицирована с це-
лью описания влияние температурных эффектов, связанных с РДРВ: система
уравнений Нернста—Планка и Пуассона дополнена уравнением теплопровод-
ности, а коэффициент скорости диссоциации определен как функция темпе-
ратуры.

В. В. Никоненко и соавт. в работе [24] получили численное и полуана-
литическое решение задачи описания стационарного переноса ионов и ионов
водорода и гидроксила, образующихся в результате диссоциации воды. Рас-
сматриваемая в работе [24] модель основана на системе уравнений Нернста—
Планка и Пуассона и учитывает отклонение от локальной электронейтраль-
ности в обедненном диффузионном слое. Аналитическое решение получено
путем разделения обедненного диффузионного слоя на электронейтральную
часть, расширенную область пространственного заряда и квазиравновесную
зону у поверхности мембраны [24].

А. В. Коваленко в работе [25] для исследования влияния РДРВ и ЭК пред-
ложена двумерная модель на основе системы уравнений Нернста—Планка—
Пуассона—Навье—Стокса для половины канала обессоливания у катионооб-
менной мембраны. Было показано, что диссоциация воды приводит к увели-
чению значения скачка потенциала, при котором развивается ЭК [25]. В рабо-
те [21] область рассмотрения данной модели была расширена, она включает
канал обессоливания от анионо- до катионообменной мембраны. Показано,
что когда концентрации ионов водорода и гидроксила становятся сопоста-
вимыми с концентрацией ионов соли, РДРВ может вызвать появление ОПЗ
в центральной части канала обессоливания. В недавней работе [26] на осно-
ве модели переноса в электродиализном канале обессоливания исследовано
совместное влияние РДРВ, ЭК и спейесеров на массоперенос.

В работах [8–26] заложены основы теоретического анализа влияния РДРВ
на массоперенос в электромембранных системах. Работы [21, 25, 26] посвяще-
ны изучению массопереноса с учетом как ЭК, так и РДРВ. В них выполнено
исследование только для потенциодинамического (когда задается скачок по-
тенциала) режима электрического поля. При этом в исследованиях и прак-
тике функционирования электромембранных систем важное значение име-
ет и гальванодинамический режим (когда задается плотность протекающего
через систему тока), так как для характеристики процесса массопереноса
используются различные конкретные критические значения тока, такие, на-
пример, как предельный ток, экзальтационный ток, ток Харкаца и т.д.

В данной работе впервые выполняется математическое моделирование
сверхпредельного переноса ионов в двумерном сечении слоя раствора бинар-
ного электролита у поверхности катионообменной мембраны в гальванодина-
мическом режиме с учетом ЭК и РДРВ. Впервые рассчитана хронопотенцио-
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грамма мембранной системы с учетом ЭК и РДРВ. С целью оценки влияния
РДРВ и ЭК на характеристики массопереноса сопоставляются результаты
расчета с учетом и без учета РДРВ, а также с учетом и без учета ЭК.

2. Математическая модель. Рассмотрим покоящийся слой разбавлен-
ного раствора бинарного электролита у поверхности катионообменной мем-
браны, через который протекает постоянный ток плотностью i. Селективные
свойства мембраны зададим граничными условиями. Плотность, температу-
ру и диэлектрическую проницаемость раствора примем постоянными. Пусть
x и y— нормальная и касательная координаты к поверхности мембраны со-
ответственно; H и L— толщина и длина рассматриваемой области, рис. 1.

Плотность потоков ионов соли (катионов Na+, n = 1, и анионов Cl−,
n = 2) и продуктов диссоциации воды (ионов H+, n = 3, и OH−, n = 4)
определяется уравнениями Нернста—Планка

~jn = − F

RT
znDncn∇ϕ−Dn∇cn + cn~V (1)

и материального баланса [27]

∂cn
∂t

= − div~jn +Rn, (2)

где ~jn, cn, Dn, zn — плотность потока, концентрация, коэффициент диффузии
и зарядовое число n-го иона соответственно; ϕ— потенциал электрического

поля; ~V — скорость течения раствора; F — постоянная Фарадея; R— газовая
постоянная; T — абсолютная температура; Rn — скорость формирования n-
го иона. Скорости формирования ионов соли равны нулю (R1 = R2 = 0),
так как они не участвуют в химической реакции. Скорость диссоциации
молекул воды определяется величиной kdcH2O (где cH2O — концентрация во-
ды), скорость рекомбинации — krc3c4. Результирующая скорость образования
ионов H+ и OH− равна разности скоростей диссоциации и рекомбинации:
R3 = R4 = kdcH2O − krc3c4 = kr(Kw − c3c4), где Kw — ионное произведение
воды (Kw = 10−8 моль2/м6).

Рис. 1. Двумерное сечение слоя раствора
NaCl у поверхности катионообменной мем-
браны (КОМ). Схематически показаны по-
токи ионов соли Na+, Cl−, а также водо-
рода H+ и гидроксила OH−, образующихся
в расширенной области пространственного
заряда (ОПЗ) в сверхпредельном режиме

[Figure 1. Two-dimensional cross-section of a
layer of NaCl electrolyte at the surface of a
cation-exchange membrane (CEM). The flows
of salt ions Na+, Cl−, as well as hydrogen
H+ and hydroxyl OH−, generated in the
extended space charge region (SCR) in the

overlimiting mode]
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Поле электрического потенциала с учетом пространственного заряда, обу-
словленного нарушением баланса катионов и анионов, определяется уравне-
нием Пуассона

ε0εr∆ϕ = −F
4

∑

n=1

zncn, (3)

где ε0 — электрическая постоянная, εr — диэлектрическая проницаемость рас-
твора, правая часть уравнения (3) представляет собой плотность простран-

ственного заряда ρ = F
∑4

n=1 zncn.
Течение раствора электролита с учетом электрической силы, действую-

щей на пространственный заряд, описывается уравнениями Навье—Стокса и
неразрывности несжимаемой жидкости:

∂~V

∂t
+ (~V∇)~V = − 1

ρ0
∇P + ν∆~V − 1

ρ0
~fe, div ~V = 0, (4)

где P , ρ0, ν — давление, плотность и кинематическая вязкость раствора элек-

тролита; ~fe = ρ∇ϕ— плотность силы электрического поля, действующей на
заряд плотностью ρ.

Величины ϕ, ~V , P , ~jn, cn, n = 1, 2, 3, 4, в системе уравнений (1)–(4) явля-
ются неизвестными функциями координат x, y и времени t.

В предлагаемую математическую модель включены следующие гранич-
ные условия: для скорости течения раствора задается условие прилипания
на границе раздела раствор/мембрана (x = H) и нулевая нормальная ско-
рость на остальных границах:

~V (H, y, t) = 0, ~V · ~n(0, y, t) = 0, ~V · ~n(x, 0, t) = 0, ~V · ~n(x, L, t) = 0, (5)

где ~n— нормаль к границе.
На границе x = 0 концентрации ионов соли обоих знаков фиксирова-

ны и равны начальной концентрации электролита; концентрации ионов H+

и OH− равны
√
Kw = 10−4 моль/м3 (что соответствует нейтральному раст-

вору):

c1(0, y, t) = c0, c2(0, y, t) = c0, c3(0, y, t) =
√

Kw, c4(0, y, t) =
√

Kw. (6)

Перечислим граничные условия при x = H: концентрация катионов соли
задается постоянной; условие непрерывности потока ионов на границе раз-
дела раствор/мембрана для анионов соли; ионы H+, OH−, формирующиеся
в результате диссоциации воды, беспрепятственно переносятся из зоны ре-
акции через катионообменную мембрану [21]; рассматриваются некаталити-
ческая диссоциация и плотность потока инжекция ионов гидроксила OH−

с поверхности мембран, j4c не учитывается:

c1(H, y, t) = Ncc0,
(

− F

RT
z2D2c2

∂ϕ

∂x
−D2

∂c2
∂x

+ c2Vy

)

(H, y, t) =
T2c
Fz2

ix(H, y, t),

∂c3
∂x

c1(H, y, t) = 0,
(

− F

RT
z4D4c4

∂ϕ

∂x
−D4

∂c4
∂x

+ c4Vy

)

(H, y, t) = j4c = 0,

(7)

где (H, y, t)— аргументы соответствующих выражений.
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На границах y = 0 и y = L приняты «мягкие» условия [28, 29]:

∂cn
∂y

(x, 0, t) = 0,
∂cn
∂y

(x, L, t) = 0, n = 1, 2, 3, 4. (8)

При моделировании гальванодинамического режима с использованием
уравнения Пуассона для потенциала одна из продольных границ системы, па-
раллельных поверхности мембраны, предполагается эквипотенциальной (за-
дается некоторое постоянное значение скачка потенциала, например ноль),
а на другой границе задается граничное условие, связывающее производную
потенциала и плотность тока. Зададим нулевой потенциал на границе x = H:

ϕ(H, y, t) = 0. (9)

Гальванодинамическое граничное условие на границе x = 0 выведем на
основе следующего соотношения для плотности полного тока [30, 31]:

~itot = F

4
∑

n=1

zn~jn − ε0εr
∂(∇ϕ)
∂t

, (10)

где первое слагаемое в правой части является током проводимости, а второе —
током смещения.

Пусть граница рассматриваемого слоя раствора электролита с объемом
(x = 0) достаточно удалена от поверхности мембраны, у которой форми-
руется ОПЗ и развивается ЭК при протекании тока. Тогда на этой грани-
це плотность тока смещения пренебрежимо мала, а также можно принять
равномерное распределение нормальной составляющей плотности тока, т. е.
ix(0, y, t) = i, где i— плотность задаваемого тока.

С учетом данных упрощений из уравнения (10) можно записать следую-
щее граничное условие при x = 0:

∂ϕ

∂x
(0, y, t) = −RT

F 2

( i+
∑4

n=1 FznDn
∂cn
∂x

∑4
n=1 z

2
nDnCn

)

(0, y, t). (11)

На границах y = 0 и y = L для потенциала устанавливается «мягкое»
граничное условие

∂ϕ

∂x
(x, 0, t) = 0,

∂ϕ

∂x
(x, L, t) = 0. (12)

Начальные условия соответствуют предположению, что концентрации
ионов соли равны начальной концентрации раствора электролита во всей рас-
сматриваемой области (кроме границы x = H); концентрации ионов водорода
и гидроксила равны 10−4 моль/м3, что соответствует нейтральному раствору:

c1(x, y, 0) = c2(x, y, 0) = c0,
c3(x, y, 0) = c4(x, y, 0) =

√
Kw,

ϕ(x, y, 0) = 0, 0 6 x < H.
(13)
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Численное решение краевой задачи (1)–(9), (11)–(13) найдено методом ко-
нечных элементов с использованием пакета Comsol Multiphysics [28]. Урав-
нения для концентрации ионов (2) и уравнение Пуассона (3) построены на ос-
нове модуля общей формы уравнения в частных производных General Form
PDE; уравнения Навье—Стокса и неразрывности (4) реализованы с помощью
модуля ламинарного течения Laminar Flow [28]. Дискретизация по простран-
ственным координатам полей концентрации и потенциала использует квад-
ратичные интерполяционные функции Лагранжа; в модуле ламинарного те-
чения используются элементы второго порядка для составляющих скорости
и линейные элементы для поля давления [32]. Вычисления по времени реали-
зуются с использованием сегрегированного узла с неявным методом выбора
временного шага BDF (формула обратного дифференцирования) [32]. Каж-
дая отдельная итерация включает выполнение двух отдельных шагов: первый
шаг — расчет концентраций ионов и потенциала; на втором этапе рассчиты-
ваются скорость и давление. Шаг по времени определяется так, чтобы выпол-
нялось требование для относительной погрешности (устанавливается 10−3).
Кроме того, при решении краевых задач моделей устанавливалось ограниче-
ние на максимальный шаг по времени, чтобы погрешность расчета плотности
тока на границах составляла менее 1 %. Все расчеты проводились с использо-
ванием процессора Intel(R) Core(TM) i9-10900K (10 ядер 3.70 ГГц), 64 ГБ
оперативной памяти.

Влияние РДРВ на характеристики массопереноса зависит от соотноше-
ния концентрации ионов соли и продуктов диссоциации, а следовательно,
и от исходной концентрации раствора электролита. При описании процессов
массопереноса в мембранных системах плотность тока рассматривается от-
носительно предельного значения, которое прямо пропорционально исходной
концентрации электролита c0 [33]. Поэтому для оценки влияния РДРВ на
массоперенос выполнены расчеты при различных значениях концентрации
c0 для следующих значений плотности тока:

i = 10 А/м2 для c0 = 10 моль/м3;
i = 1 А/м2 для c0 = 1 моль/м3;
i = 0.1 А/м2 для c0 = 0.1 моль/м3.

Рассматривается раствор электролита CuSO4 при температуре T = 298 K
плотностью ρ0 = 1002 кг/м3 и вязкостью ν = 0.89 · 10−6 м2/с; коэффици-
енты диффузии ионов задаются значениями D1 = 0.72 · 10−9 м2/c, D2 =
= 1.065 · 10−9 м2/c, D3 = 9.34 · 10−9 м2/c, D4 = 5.23 · 10−9 м2/c; числа пе-
реноса катионов в катионообменной мембране и растворе имеют значения
T1C = 1 и t1 = 0.403 соответственно; зарядовые числа ионов следующие:
z1 = 1, z2 = −1, z3 = 1, z4 = −1. Толщина и длина рассматриваемого слоя
раствора электролита H = 10−3 м и L = 10−3 м соответственно.

Указанные параметры системы соответствуют экспериментальному ис-
следованию, выполненному в работе [34], с той разницей, что длина рассмат-
риваемой системы выбрана меньшей. Это позволило уменьшить вычисли-
тельную трудоемкость задачи без значительного искажения хронопотенцио-
граммы, так как вынужденное течение раствора отсутствует и обессоливание
раствора не зависит от продольной координаты. Для упрощения численного
решения отношение концентрации катионов при x = H к c0 (используемое
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в граничном условии (7)) было принято равным Nc = 1. Это значение мень-
ше, чем в реальных системах [35]; однако в работе [36] показано, что значение
Nc существенно не влияет на решение задачи в расширенной ОПЗ.

Большие градиенты концентраций ионов и потенциала электрического по-
ля вблизи границы раздела раствор/мембрана обуславливают значительную
вычислительную сложность рассматриваемой задачи. Поэтому для упроще-
ния численного решения задачи была построена неоднородная расчетная сет-
ка, в которой 33 пограничных слоя с коэффициентом растяжения 1.16 и тол-
щиной первого слоя 0.001 мкм размещены у правой границы. В остальной
части рассматриваемой области расчетная сетка построена с использованием
треугольной сетки (опция Free Triangular) [32]. Полученная сетка состоит
из 163 911 элементов области и 2 811 граничных элементов. Структура рас-
четной сетки определена на основе следующего алгоритма:

– проводятся расчеты хронопотенциограммы dϕk1(t) при некоторой плот-
ности тока на интервале времени от 0 до установления квазистационар-
ного состояния t̃ для расчетной сетки, состоящей из k1 элементов;

– затем сетка уточняется (и содержит теперь k2 элементов), проводятся
расчеты значения dϕk2(t);

– затем определяется максимальная относительная погрешность расчета
скачка потенциала по формуле γ1 = max

t∈[0,t̃]
(|dϕk1 − dϕk2 |/dϕk2) · 100%.

Приведенные шаги повторяются до тех пор, пока не выполнено условие
γki 6 5%.

3. Результаты. Чтобы оценить влияние ЭК и РДРВ на массоперенос,
для каждого значения концентрации электролита выполнены следующие ва-
рианты расчетов:

– без учета ЭК и РДРВ;
– с учетом ЭК и без учета РДРВ;
– без учета ЭК с учетом РДРВ;
– с учетом ЭК и РДРВ.
На рис. 2, a показаны хронопотенциограммы, рассчитанные для указан-

ных вариантов учета механизмов сверхпредельного тока, а также хронопо-
тенциограмма, полученная экспериментально для катионообменной мембра-
ны Neosepta CMX и раствора электролита CuSO4 концентрацией 10 моль/м3

при плотности тока 10 А/м2 и площади мембраны 3× 4 мм2 [34].
На хронопотенциограмме, рассчитанной для c0 = 10 моль/м3 с учетом

ЭК и РДРВ, можно выделить участок начального быстрого омического ро-
ста скачка потенциала (при t < t′ = 10−8 c). На рис. 2 этот участок отброшен
и используется приведенный скачок потенциала d′ϕ(t) = dϕ(t)−dϕ(t′), так как
это исключает влияние омического сопротивления, которое является функ-
цией расстояния между измерительными электродами, толщины мембраны
и некоторых других параметров, которые трудно найти, тогда как они не
имеют значения для поведения мембраны и не учитываются в модели.

Далее следует участок монотонного роста скачка потенциала, вызванный
электродиффузионным обессоливанием раствора. Скорость роста скачка по-
тенциала быстро возрастает после уменьшения концентрации на границе раз-
дела раствор/мембрана. В момент времени τ ≈ 71.15 с касательная к профи-
лям концентрации в электронейтральной области вблизи поверхности мем-
браны проходит через 0 при x = H.
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Рис. 2. Хронопотенциограммы d′ϕ(t) и средние значения толщины электроконвективного

вихревого слоя dec(t), рассчитанные для концентрации c0 = 10 моль/м3, при плотности
тока i = 10 А/м2 (a), (b); c0 = 1 моль/м3, i = 1 А/м2 (c), (d); c0 = 0.1 моль/м3, i =
= 0.1 А/м2 (e), (f ). Расчеты с учетом (сплошные линии) и без учета (пунктирные линии)
ЭК, с учетом (синие лини) и без учета (красные линии) РДРВ. На рис. (a) также приведена
экспериментальная хронопотенциограмма для катионообменной мембраны Neosepta CMX
в растворе CuSO4 10 моль/м3 (черная линия) при i = 10 А/м2, полученная в работе [34]

[Figure 2. Chronopotentiograms d′ϕ(t) and average values of the thickness of the electroconvective

vortex layer dec(t), calculated for concentration c0 = 10 mol/m3 at current density i = 10 A/m2

(a), (b); c0 = 1 mol/m3, i = 1 A/m2 (c), (d); c0 = 0.1 mol/m3, i = 0.1 A/m2 (e), (f ).
Calculations with (solid lines) and without (dashed lines) considering EC, and with (blue
lines) and without (red lines) considering DRRW. Fig. (a) also shows an experimental
chronopotentiogram for the Neosepta CMX cation exchange membrane in the 10 mol/m3 CuSO4

(black line) at i = 10 A/m2 from reference [34]
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После этого момента начинается формирование расширенных ОПЗ, а на
хронопотенциограмме отмечается быстрое увеличение скачка потенциала.
При t ≈ 71.5 с развивается электроконвективное течение, что вызывает сни-
жение скачка потенциала, за которым следует его рост с меньшей скоростью;
рост скачка потенциала сопровождается увеличением интенсивности ЭК.

С течением времени скачок потенциала начинает колебаться относительно
некоторого значения, система переходит в квазистационарное состояние.

В экспериментальных измерениях хронопотенциограмм ионообменных
мембран [34] момент времени, предшествующий быстрому росту скачка по-
тенциала, определяется как переходное время. Для аналитической оценки
времени перехода используется уравнение

τS =
πD

4

c0Fz1
T1C − t1

1

i2
. (14)

Уравнение (14) было получено Сандом (Henry J. S. Sand) на основе тео-
ретического анализа переноса ионов в бесконечном диффузионном слое, в ко-
тором выполняется условие локальной электронейтральности [37]. Согласно
теории Санда, переходное время определяется по моменту, когда концентра-
ция противоионов у поверхности мембраны уменьшается до нуля, а скачок
потенциала быстро возрастает. Для рассматриваемых параметров системы
согласно соотношению (14) переходное время Санда τS ≈ 70.55 с. Переход-
ное время, рассчитанное по предлагаемой модели, определено по моменту
времени, когда касательная к концентрационным профилям (в произволь-
ном нормальном сечении рассматриваемого слоя, например, в сечении при
y = 0.5L) в электронейтральной области вблизи поверхности мембраны про-
ходит через 0 при x = H.

Для всех рассматриваемых значений концентрации раствора электролита
(см. таблицу) значения переходного времени, рассчитанные без учета ЭК и
РДРВ, совпадают друг с другом, а также с аналитической оценкой Санда (от-
личие составляет менее 0.03 %). Для концентрации раствора c0 = 10 моль/м3

ЭК и РДРВ слабо влияют на переходное время: для всех четырех типов рас-
четов различие значений переходного времени не превышает 1%. Для кон-
центрации раствора c0 = 1 моль/м3 ЭК увеличивает переходное время (0.2 с,
то есть 0.3 %), а РДРВ увеличивает на 3.63 с (≈ 5 %). Для концентрации рас-
твора c0 = 0.1 моль/м3 в расчетах с учетом РДРВ система стабилизируется
со временем без достижения предельного состояния.

Структура рассчитанных хронопотенциограмм качественно совпадает со
структурой экспериментальной кривой [34], в которой выделяются следую-

Переходное время, рассчитанное с использованием предлагаемой модели
[Transition time calculated using the proposed model]

Calculations for cases c0 = 10 mol/m3 c0 = 1 mol/m3 c0 = 0.1 mol/m3

Without EC and without DRRW 70.53 s 70.53 s 70.53 s
With EC and without DRRW 70.60 s 70.72 s 70.53 s
Without EC and with DRRW 70.85 s 74.15 s —
With EC and with DRRW 71.15 s 74.35 s —
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щие характерные участки (рис. 2): медленный рост скачка потенциала, пре-
дельное состояние быстрого роста скачка потенциала, переходная стадия раз-
вития ЭК и квазистационарное состояние.

Экспериментальное переходное время составляет τexp ≈ 77 с, что на 8.4 %
больше значения, рассчитанного с использованием модели. Подобное поведе-
ние экспериментальной и расчетной кривых наблюдается при t < τ . Переход-
ная стадия развития ЭК отличается более существенно.

На рассчитанной хронопотенциограмме в момент времени τ наблюдается
резкое снижение скачка потенциала, связанное с развитием ЭК. В экспери-
ментальной ХП скорость роста скачка потенциала плавно уменьшается из-за
появления дополнительных механизмов, основным из которых является ЭК
[34]. По-видимому, это различие связано с геометрической и электрической
неоднородностью поверхности, что влияет на развитие ЭК, в то время как
в расчете предполагается, что поверхность мембраны является совершенно
однородной.

Различие хронопотенциограмм, рассчитанных с учетом и без учета РДРВ
(рис. 2), можно объяснить с использованием временных зависимостей отно-
шения концентраций продуктов диссоциации и ионов соли. На рис. 3 при-
ведены зависимости от времени отношений средних значений концентрации
ионов водорода c3av и гидроксила c4av к соответствующим значениям ионов
соли c1av и c2av, которые рассчитаны с учетом ЭК и РДРВ по формуле

cnav(t) =
1

HL

∫ H

0

∫ L

0
cn(x, y, t)dxdy, n = 1, 2, 3, 4.

Из рис. 3 видно, что для всех рассматриваемых значений концентрации
электролита c0 с течением времени отношение концентраций ионов водорода
и катиона соли c3av/c1av убывает (и не превышает значения 0.001), а отно-
шение концентраций ионов гидроксила и аниона соли c4av/c2av возрастает до
значений, способных оказывать значимое влияние на процесс массопереноса.
При этом меньшей концентрации c0 соответствует большее значение c4av/c2av,
например, при t = 100 с для c0 = 10 моль/м3 значение c4av/c2av ≈ 0.004; для
c0 = 1 моль/м3 — c4av/c2av ≈ 0.04; для c0 = 0.1 моль/м3 — c4av/c2av ≈ 0.01.

Таким образом, при протекании тока в слое раствора электролита у по-
верхности катионообменной мембраны влияние РДРВ проявляется возраста-
нием концентрации ионов гидроксила.

Скорость роста отношения c4av/c2av в расчете с учетом ЭК и РДРВ для
c0 = 10 моль/м3 увеличивается после достижения переходного времени, при
этом максимальное значение c4av/c2av в рассматриваемом временном диапа-
зоне не превышает 0.004 (рис. 3, c). Поэтому при t 6 τ отличие значений скач-
ка потенциала в системе не превышает 3 %, а при t > τ отличие мгновенных
значений скачка потенциала может достигать 16 %, но диапазон колебаний
скачка потенциала совпадает.

Для исследования влияния РДРВ на ЭК в расчетах с учетом и без учета
РДРВ рассчитана усредненная по длине канала толщина электроконвектив-
ного вихревого слоя dec (рис. 2, b, d, f ). Граница электроконвективного слоя
определялась по точкам, в которых разница среднеквадратического значения
скорости и ее максимального значения Vmax (на рассматриваемом временном
отрезке Vmax ≈ 0.0044 м/с) превышает 1 % от Vmax. Так как диапазон колеба-
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Рис. 3. Отношения концентраций ионов водорода и катиона соли c3av/c1av (a) и концентраций ионов гидроксила и аниона соли c4av/c2av (b).
Рис. (c) — увеличение фрагмента рис. (b). Результаты расчета с учетом (сплошные линии) и без учета ЭК (пунктирные линии) и с учетом

РДРВ для c0 = 10 моль/м3, i = 10 А/м2, c0 = 1 моль/м3, i = 1 А/м2, c0 = 0.1 моль/м3, i = 0.1 А/м2

[Figure 3. The relationship between the concentrations of hydrogen ions and the cation of the salt c3av/c1av (a) and the concentrations of hydroxyl
ions and the anion of the salt c4av/c2av (b). Fig. (c) shows an enlarged fragment of Fig. (b). The calculation results are presented with (solid lines)
and without (dashed lines) consideration of EC, and with consideration of RDRW DRRW for c0 = 10 mol/m3, i = 10 A/m2, c0 = 1 mol/m3,

i = 1 A/m2, c0 = 0.1 mol/m3, i = 0.1 A/m2]
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ний скачка потенциала при t > τ в расчетах с учетом и без учета РДРВ для
c0 = 10 моль/м3 приблизительно совпадает, колебания dec также находится
приблизительно в одном диапазоне значений (рис. 2, b).

В расчете для концентрации c0 = 1 моль/м3 значение отношения концен-
траций c4av/c2av на порядок выше, чем для c0 = 1 моль/м3 (рис. 2, b). Образо-
вание дополнительных носителей заряда в результате диссоциации молекул
воды в таком количестве снижает скачок потенциала в слое раствора элек-
тролита (рис. 2, c), что уменьшает толщину электроконвективного вихревого
слоя (рис. 2, d).

Электроконвективные вихри, в области у поверхности мембраны пере-
мешивая обедненный раствор электролита с раствором из объема (рис. 4),
в свою очередь, приводят к уменьшению скачка потенциала (рис. 2, a, c, e),
в результате чего уменьшается концентрация ионов гидроксила (рис. 3, b, c).
Таким образом, развитие ЭК в мембранной системе снижает интенсивность
РДРВ.

Рис. 4. Распределение концентрации ионов Na+ (величина показана цветом) и течения
раствора (белые линии) в момент времени t = 140 c, рассчитанные без учета (a) и с учетом

РДРВ (b) для c0 = 1 моль/м3, i = 1 А/м2

[Figure 3. The distribution of Na+ ion concentrations (showed in color) and the flow of the
solution (white lines) at the time t = 140 s, calculated without considering (a) and with

consideration of (b) for c0 = 1 mol/m3, i = 1 A/m2]

4. Заключение. Разработана двумерная математическая модель пере-
носа ионов в слое раствора бинарного электролита у поверхности ионооб-
менной мембраны при сверхпредельных постоянных токах с учетом разви-
тия ЭК и РДРВ. Модель построена на основе системы связанных уравнений
Нернста—Планка—Пуассона—Навье—Стокса и нового гальванодинамическо-
го граничного условия для потенциала. Переходное время, рассчитанное с ис-
пользованием предлагаемой модели, совпадает с высокой точностью (отличие
менее 0.03%) с аналитической оценкой Санда для этой величины. С исполь-
зованием разработанной модели впервые рассчитаны хронопотенциограммы
мембранной системы с учетом влияния электроконвекции и реакции диссо-
циации/рекомбинации молекул воды. Структура рассчитанных хронопотен-
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циограмм качественно совпадает со структурой экспериментальной кривой.
Показано, что отношение концентрации продуктов диссоциации воды к

концентрации ионов соли определяет различное соотношение эффектов элек-
троконвекции и диссоциации.

Рассмотрены следующие варианты соотношения эффектов электрокон-
векции и диссоциации молекул воды:

1) значимое влияние на массоперенос оказывает электроконвекция, влия-
ние реакции диссоциации воды — незначительные;

2) электроконвекция и диссоциация оказывают значимое влияние на про-
цессы переноса: образование дополнительных носителей заряда в ре-
зультате диссоциации молекул воды снижает скачок потенциала в слое
электролита, что уменьшает интенсивность электроконвекции; разви-
тие электроконвекции, в свою очередь, замедляет процесс диссоциации
молекул воды;

3) продукты интенсивной диссоциации молекул воды препятствует разви-
тию электроконвекции.
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Abstract

Mass transfer in electrodialysis systems during intense current modes is
accompanied by the emergence of additional transfer mechanisms that sig-
nificantly affect their operational efficiency. According to modern concepts,
for dilute electrolyte solutions, mechanisms such as electroconvection and
the dissociation/recombination reactions of water molecules are particularly
important. These processes have opposing effects on the effectiveness of elec-
trodialysis technologies.

Mathematical models that take these mechanisms into account are ac-
tively used in membrane system research; however, they typically describe
only the potentiostatic regime, in which a potential jump is established in the
system. The interpretation of a vast database of experimental data for the
galvanodynamic regime (at fixed current density) also requires theoretical
analysis tools.

The aim of this work is to develop a mathematical model of mass trans-
fer in the electrolyte solution layer at an ion-exchange membrane, consider-
ing electroconvection and water dissociation in the galvanodynamic regime.
The model is based on a system of coupled Nernst–Planck–Poisson–Navier–
Stokes equations, supplemented by a new galvanodynamic boundary condi-
tion for the potential.

Using the developed model, chronopotentiograms of the membrane sys-
tem were calculated for the first time, taking into account the influence
of both electroconvection and the dissociation/recombination reactions of
water molecules. The results showed that the ratio of the concentration of
water dissociation products to the concentration of salt ions determines the
balance of the effects of electroconvection and dissociation.
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The following options for balancing the effects of electroconvection and
dissociation of water molecules are considered:

1) electroconvection significantly influences mass transfer, while the in-
fluence of water dissociation is minimal;

2) electroconvection and dissociation substantially affect transport pro-
cesses: the formation of additional charge carriers from the dissocia-
tion of water molecules reduces the potential jump in the electrolyte
layer, which decreases the intensity of electroconvection, while the de-
velopment of electroconvection, in turn, slows down the dissociation
process;

3) the products of intense water dissociation slow down the development
of electroconvection.

Keywords: electromembrane system, ion transport, electroconvection, dis-
sociation/recombination reaction of water molecules, galvanodynamic mode,
Nernst–Planck–Poisson–Navier–Stokes equations.
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Аннотация

Рассматриваются математические модели конвекции–диффузии–ре-
акции, которые относятся к моделям тепломассопереноса и применяют-
ся при исследовании природных и техногенных процессов. Для данного
класса моделей актуальной является задача идентификации как пара-
метров самой модели, так и входящих в нее граничных условий по ре-
зультатам измерений значений искомой функции в отдельных точках
рассматриваемой области. Задачу усложняет наличие неполных изме-
рений, искаженных случайными помехами.

Решение заключается в разработке комбинированного двухэтапного
метода идентификации, основанного на последовательном применении
метода минимизации критерия идентификации безградиентного типа и
рекуррентного метода оценивания неизвестных входных сигналов. Для
применения указанных методов выполняется переход от исходной мо-
дели, описываемой уравнениями в частных производных, к дискретной
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линейной стохастической модели в пространстве состояний, в которой
неизвестные граничные условия рассматриваются как неизвестные вход-
ные сигналы.

В результате построены новые дискретные линейные стохастические
модели конвекции–диффузии–реакции для трех разных типов гранич-
ных условий. Предложена общая схема процесса параметрической иден-
тификации, включающая двухэтапную идентификацию неизвестных па-
раметров математической модели и идентификацию неизвестных гра-
ничных условий.

Для проверки работоспособности предложенного метода построены
компьютерные модели конвекции–диффузии–реакции и выполнена ре-
ализация всех алгоритмов на языке MATLAB. Проведена серия вычисли-
тельных экспериментов, результаты которых показали, что разработан-
ная двухэтапная комбинированная схема позволяет идентифицировать
параметры исходной модели, значения функций, входящих в граничные
условия, а также вычислить по неполным зашумленным измерениям
оценки функции, описывающей процесс конвекции–диффузии–реакции.

Полученные результаты могут быть использованы не только при ис-
следовании процессов тепломассопереноса, но также при решении задач
идентификации параметров моделей дискретных стохастических систем
с неизвестными входными сигналами и при наличии случайных помех.

Ключевые слова: модели конвекции–диффузии–реакции, параметри-
ческая идентификация, квадратичный критерий идентификации, дис-
кретная линейная стохастическая модель в пространстве состояний, оце-
нивание неизвестных входных сигналов.
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Введение и постановка задачи. Задачи параметрической идентифи-
кации относятся к классу обратных задач математического моделирования
и заключаются в определении неизвестных параметров математической мо-
дели объекта, принадлежащей выбранному классу моделей, по известным
входным сигналам и выходным данным измерений. Одними из основных под-
ходов к их решению являются метод подпространств (subspace identification
method) и метод минимума ошибки предсказания (minimum prediction-error
(MPE) method). Фундамент данных подходов был заложен еще в середине
прошлого века в работах [1,2]. Базовые концепции второго подхода определе-
ны в работах Л. Льюнга [3,4], в рамках которого конкретные методы иденти-
фикации получаются как частные случаи в зависимости от выбора функции
потерь, критерия качества, структуры модели и численного метода мини-
мизации. В нашей стране большой вклад в развитие теории идентификации
систем внес выдающийся советский ученый Я. З. Цыпкин [5].

В классе дискретных линейных стохастических систем с известными вход-
ными сигналами методы идентификации неизвестного модельного парамет-
ра, от которого зависят системные матрицы, хорошо развиты. Классическим
подходом к решению задачи параметрической идентификации модельного па-
раметра θ одновременно с оцениванием вектора состояния дискретной линей-
ной стохастической системы по известным входным и выходным данным яв-
ляется применение методов адаптивной фильтрации [6]. При этом критерий
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идентификации определяет разницу между выходами реальной физической
системы и дискретной линейной стохастической модели с присоединенным
фильтром Калмана, параметры которого необходимо настроить таким обра-
зом, чтобы численное значение критерия идентификации стало оптималь-
ным [3]. В настоящее время существуют различные подходы к построению
алгоритмов параметрической идентификации, требующие построения адап-
тивных фильтров. В общий класс методов минимума ошибки предсказания
входят хорошо известные метод максимального правдоподобия [7] и метод
наименьших квадратов [8], а также методы минимаксного оценивания [9].
Отдельно отметим метод вспомогательного функционала качества [10,11].

Сходимости оценок неизвестных параметров как для линейных, так и для
нелинейных стохастических систем посвящены, в частности, работы [12–14].
Общие условия сходимости оценок неизвестных параметров при решении за-
дач параметрической идентификации линейных стохастических систем рас-
смотрены в работе Л.Льюнга [12]. При решении задач параметрической иден-
тификации предположения о выполнении условий сходимости, среди которых
полная управляемость и наблюдаемость дискретной линейной стохастической
системы, а также непрерывная дифференцируемость по модельному пара-
метру элементов системных матриц и компактность множества допустимых
значений модельного параметра, обеспечивают применимость численных ме-
тодов для минимизации критерия параметрической идентификации.

Отметим, что для квадратических критериев качества, являющихся вы-
пуклыми и монотонно возрастающими функциями по искомому параметру,
существует глобальный минимум. Следовательно, отыскание точки мини-
мума представляется возможным с помощью подходящих численных мето-
дов [15].

Методы оценивания для линейных стохастических систем с неизвестными
входными сигналами в последние десятилетия привлекли к себе большое вни-
мание благодаря их практическим приложениям для решения таких задач,
для которых нельзя делать никаких предположений об эволюции неизвест-
ных входных сигналов.

Для систем с дискретным временем самые ранние подходы основаны на
включении неизвестного вектора входных сигналов в вектор состояния си-
стемы. Предполагалось, что модель динамики вектора входных сигналов из-
вестна. В этом случае для решения задачи применялся расширенный фильтр
Калмана.

Большой вклад в развитие теории дискретной фильтрации стохастиче-
ских систем с неизвестными входными сигналами внесли С. Гиллейнс и Б. Де-
Мор. В [16] они расширили результаты, полученные в [17,18], и предложили
рекуррентный алгоритм одновременного оценивания вектора состояния си-
стемы и вектора неизвестных входных сигналов. При этом полученные оцен-
ки имеют минимальную дисперсию ошибки. Кроме того, они доказали опти-
мальность вычисляемых оценок. Перечисленные результаты относятся к ре-
шению задач оценивания вектора состояния и неизвестных входных воздей-
ствий. Во всех постановках задач предполагалось, что системные матрицы,
определяющие математическую модель объекта и измерителя, точно извест-
ны.

Таким образом, задача параметрической идентификации линейных дис-
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кретных стохастических систем с неизвестными входными сигналами в ука-
занных работах не решалась. В данной работе мы рассматриваем более слож-
ную постановку задачи, в которой вводится дополнительный источник апри-
орной неопределенности модели, а именно неизвестный векторный параметр,
от элементов которого зависят матрицы, определяющие уравнения матема-
тической модели. Такая постановка задачи при условии неизвестных входных
сигналов и наличии случайных помех описывает высокую степень априорной
неопределенности дискретной линейной стохастической системы.

Практическое применение полученного решения поставленной задачи по-
казано на примере идентификации параметров математических моделей кон-
векции–диффузии–реакции, которые относятся к моделям тепломассоперено-
са и широко применяются при исследовании природных и техногенных про-
цессов [19]. Для данного класса моделей актуальной является задача иден-
тификации как параметров самой модели, так и входящих в нее граничных
условий по результатам измерений значений искомой функции в отдельных
точках рассматриваемой области. Усложняет задачу наличие случайных по-
мех в измерениях.

Применение рекуррентных методов калмановского типа для решения за-
дачи параметрической идентификации моделей, описываемых уравнениями
в частных производных, рассмотрено в работах [20–23]. Рекуррентные ме-
тоды решения задач параметрической идентификации моделей конвекции–
диффузии предложены в работах [24–27].

Развивая и дополняя полученные ранее результаты [24–29], данная работа
ставит целью построение комбинированного двухэтапного метода идентифи-
кации моделей тепломассопереноса, основанного на совместном применении
методов минимизации критерия идентификации безградиентного типа и ре-
куррентного оценивания неизвестных входных сигналов.

Рассмотрим математическую модель конвекции–диффузии–реакции, за-
данную уравнением

∂c(x, t)

∂t
+ v

∂c(x, t)

∂x
= α

∂2c(x, t)

∂x2
− βc(x, t) (1)

с начальным условием
c(x, 0) = ϕ(x) (2)

и граничными условиями третьего рода

∂c(a, t)

∂x
= λ[c(a, t)− f(t)], ∂c(b, t)

∂x
= −λ[c(b, t)− g(t)] (3)

либо смешанными граничными условиями первого и третьего рода

c(a, t) = f(t),
∂c(b, t)

∂x
= −λ[c(b, t)− g(t)] (4)

или
∂c(a, t)

∂x
= λ[c(a, t)− f(t)], c(b, t) = g(t), (5)

где x ∈ [a; b]— пространственная координата; t ∈ [0;T ]— время; c(x, t)— ис-
комая функция; v— скорость конвекции; α— коэффициент диффузии β — ко-
эффициент реакции; ϕ(x), f(t), g(t)— заданные функции.
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В уравнении (1) c(x, t) может иметь смысл температуры, концентрации
вещества и т.д. Поставим задачу идентификации параметров данной модели,
состоящую в определении коэффициентов v, α, β и λ при наличии случайных
помех в измерениях значений функции c(x, t) в отдельных точках рассмат-
риваемого отрезка в различные моменты времени. При этом функции f(t)
и g(t), входящие в граничные условия (3), (4) или (5), считаются неизвестны-
ми и также подлежат идентификации. Функция ϕ(x) в начальном условии
(2) предполагается известной.

В первом разделе предложено новое решение задачи параметрической
идентификации моделей тепломассопереноса, которое заключается в перехо-
де к дискретной линейной стохастической модели в пространстве состояний
и разработке комбинированного двухэтапного метода идентификации, осно-
ванного на последовательном применении методов минимизации критерия
идентификации безградиентного типа и рекуррентного оценивания неизвест-
ных входных сигналов. Во втором разделе построены новые дискретные ли-
нейные стохастические модели конвекции–диффузии–реакции для трех раз-
ных типов граничных условий. В третьем разделе изложен этап I — иденти-
фикация параметров дискретной стохастической модели. Четвертый раздел
содержит описание этапа II — рекуррентное оценивание неизвестных гранич-
ных условий модели. В пятом разделе представлены результаты компьютер-
ного моделирования на языке MATLAB, а также их обсуждение. Заключение,
в котором перечислены полученные результаты, завершает статью.

1. Комбинированный метод идентификации неизвестных пара-
метров и неизвестных граничных условий моделей тепломассопе-
реноса. Математическая модель конвекции–диффузии–реакции, заданная
уравнениями (1)–(5), имеет параметрическую неопределенность двух прин-
ципиально различных типов:

1) неизвестный векторный параметр θ = (v, α, β, λ)> ∈ R
4, элементы кото-

рого являются числовыми константами;
2) неизвестные функции f(t) и g(t), входящие в граничные условия (3)–(5).
В данной работе для устранения параметрической неопределенности ма-

тематической модели мы предлагаем комбинированную двухэтапную схему
решения поставленной задачи, представленную на рис. 1.

Общая схема процесса идентификации состоит из одного подготовитель-
ного и двух основных этапов. Априорные данные о модели включают в се-
бя непрерывную параметризованную модель M(θ), заданную уравнениями
в частных производных, измерительную информацию Z, которая представля-
ет собой измеренные датчиками отдельные значения целевой функции c(x, t)
в заданных точках пространства, причем измерения являются неточными
ввиду наличия случайных помех.

На подготовительном этапе с помощью метода конечных разностей осу-
ществляется переход от исходной непрерывной модели M(θ) к дискретной
модели MD(θ), представленной разностными уравнениями в пространстве со-
стояний.

На первом этапе при сборе измерительной информации в качестве гранич-
ных условий используется известный тестовый сигнал. Затем по доступным
данным измерений Z и тестовым сигналам U проводится идентификация век-
торного параметра θ с помощью численной минимизации критерия качества
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Рис. 1. Схема процесса идентификации [Figure 1. Identification process diagram]

идентификации J . По завершении первого этапа найденная оценка θ̂? исполь-
зуется для настройки модели MD(θ).

На втором этапе при сборе измерительной информации граничные усло-
вия считаются неизвестными. Для идентификации доступны только измере-
ния Z. Граничные условия, подлежащие идентификации, рассматриваются
как неизвестные входные сигналы. Применяется алгоритм одновременного
оценивания вектора состояния модели и неизвестных входных сигналов.

Таким образом, по завершении процесса идентификации математической
модели мы получаем:

1) оценку параметра θ в соответствии с выбранным критерием иденти-
фикации J ;

2) численные значения функций f(t) и g(t), входящих в граничные усло-
вия;

3) оценки значений целевой функции c(x, t) в каждой точке пространст-
венно-временной сетки в рассматриваемой области.

В последующих разделах приведем подробное описание подготовительно-
го этапа и двух основных этапов процесса параметрической идентификации.

2. Подготовительный этап: переход от исходной модели к дис-
кретной линейной динамической модели в пространстве состояний.
Перейдем от исходной непрерывной модели к дискретной модели, представ-
ленной линейной динамической системой в пространстве состояний. Следуя
[25, 26], зададим в рассматриваемой пространственно-временной области ко-
нечно-разностную сетку {(xi, tk) | i = 0, 1, . . . , N, k = 0, 1, . . . ,K}, где

xi = a+ i∆x, tk = k∆t, ∆x = (b− a)/N, ∆t = T/K. (6)
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Введем обозначения: cki = c(xi, tk), ϕi = ϕ(xi), f
k = f(tk), g

k = g(tk). За-
меним частные производные в уравнении (1) их конечно-разностными ап-
проксимациями, используя двухслойную по времени и симметричную по про-
странственной переменной схему. Предполагая, что соответствующие условия
устойчивости для разностной схемы выполняются [30], получим следующую
систему уравнений:

cki − ck−1
i

∆t
+ v

ck−1
i+1 − ck−1

i−1

2∆x
=

= α
ck−1
i+1 − 2ck−1

i + ck−1
i−1

∆x2
− βck−1

i , k = 1, 2, . . . ,K, (7)

где i = 0, 1, . . . , N для граничных условий (3); i = 1, 2, . . . , N для условий (4);
i = 0, 1, . . . , N − 1 для (5).

Обозначим r1 = α∆t(∆x2, r2 = β∆t, r3 = v∆t/(2∆x), r4 = 2∆t/∆x2

и выразим из (7) cki :

cki = (r1+ r3)c
k−1
i−1 +(1− r2− r4)ck−1

i +(r1− r3)ck−1
i+1 = a1c

k−1
i−1 + a2c

k−1
i + a3c

k−1
i+1 ,

где a1 = r1 + r3, a2 = 1− r2 − r4, a3 = r1 − r3.
С учетом (6) для начального условия (2) получаем

c0i = ϕi, i = 0, 1, . . . , N.

Дискретизируя граничные условия (3), получаем

ck1 − ck0
∆x

= λ[ck0 − fk],
ckN − ckN−1

∆x
= −λ[ckN − gk], k = 1, . . . ,K.

Обозначим a4 = 1/(1 + λ∆x), a5 = λ∆x/(1 + λ∆x). Тогда из первого гранич-
ного условия получаем

ck0 = a4c
k
1 + a5f

k = a4a1c
k−1
0 + a4a2c

k−1
1 + a4a3c

k−1
2 + a5f

k, k = 1, . . . ,K,

а из второго —

ckN = a4a1c
k−1
N−2 + a4a2c

k−1
N−1 + a4a3c

k−1
N + a5g

k, k = 1, . . . ,K.

Для случая смешанных граничных условий (4) и (5) находим соответ-
ственно выражения

ck0 = fk,
ckN − ckN−1

∆x
= −λ[ckN − gk], k = 1, . . . ,K,

и
ck1 − ck0
∆x

= λ[ck0 − fk], ckN = gk, k = 1, . . . ,K,

откуда окончательно получаем

ck0 = fk, ckN = a4a1c
k−1
N−2 + a4a2c

k−1
N−1 + a4a3c

k−1
N + a5g

k, k = 1, . . . ,K,

351



Цы г а н о в а Ю. В., Цы г а н о в А. В., К у в ш ин о в а А. Н., Г а л у шк ин а Д. В.

и

ck0 = a4a1c
k−1
0 + a4a2c

k−1
1 + a4a3c

k−1
2 + a5f

k, ckN = gk, k = 1, . . . ,K.

Запишем в матричном виде полученные системы для исходной модели с
различными граничными условиями:

1) дискретная линейная динамическая система для модели (1), (2), (3):























ck0
ck1
ck2
...

ckN−2

ckN−1

ckN























=





















a4a1 a4a2 a4a3 . . . 0 0 0
a1 a2 a3 . . . 0 0 0
0 a1 a2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . a2 a3 0
0 0 0 . . . a1 a2 a3
0 0 0 . . . a4a1 a4a2 a4a3











































ck−1
0

ck−1
1

ck−1
2
...

ck−1
N−2

ck−1
N−1

ck−1
N























+





















a5 0
0 0
0 0
...

...
0 0
0 0
0 a5





















[

fk

gk

]

,

k = 1, 2, . . . ,K; (8)

2) дискретная линейная динамическая система для модели (1), (2), (4):























ck1
ck2
ck3
...

ckN−2

ckN−1

ckN























=





















a2 a1 0 . . . 0 0 0
a1 a2 a3 . . . 0 0 0
0 a1 a2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . a2 a3 0
0 0 0 . . . a1 a2 a3
0 0 0 . . . a4a1 a4a2 a4a3











































ck−1
1

ck−1
2

ck−1
3
...

ck−1
N−2

ck−1
N−1

ck−1
N























+





















a1 0
0 0
0 0
...

...
0 0
0 0
0 a5





















[

fk−1

gk

]

,

k = 1, 2, . . . ,K; (9)

3) дискретная линейная динамическая система для модели (1), (2), (5):























ck0
ck1
ck2
...

ckN−3

ckN−2

ckN−1























=





















a4a1 a4a2 a4a3 . . . 0 0 0
a1 a2 a3 . . . 0 0 0
0 a1 a2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . a2 a3 0
0 0 0 . . . a1 a2 a3
0 0 0 . . . 0 a1 a2













































ck−1
0

ck−1
1

ck−1
2
...

ck−1
N−3

ck−1
N−2

ck−1
N−1

























+





















a5 0
0 0
0 0
...

...
0 0
0 0
0 a3





















[

fk

gk−1

]

,

k = 1, 2, . . . ,K. (10)

Системы (8), (9) и (10) являются дискретными линейными динамически-
ми системами с постоянными матрицами, в которых значения функций f(t)
и g(t) входят в двумерный вектор входных сигналов (воздействий).

Модель измерителя зададим в виде

zk = Hck + ξk, k = 1, 2, . . . ,K, (11)
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где H ∈ R
m×n — матрица измерений, определяющая структуру измерителя;

n— количество компонент вектора состояния ck, а m— количество его изме-
ряемых компонент; ξk ∈ R

m — погрешность измерителя.

3. Этап I: Идентификация неизвестного вектора параметров θ

дискретной линейной стохастической модели по известным вход-
ным и выходным данным. Обозначим через θ неизвестный (в общем слу-
чае векторный) параметр линейной динамической системы (8), (9) или (10),
который необходимо идентифицировать по доступным измерениям (11).

Дискретные модели конвекции–диффузии–реакции (8), (9) или (10) с мо-
делью измерителя (11) можно представить в общем виде:

{

ck = F (θ)ck−1 +B(θ)uk−1,
zk = Hck + ξk, k = 1, 2, . . . ,K,

(12)

где θ = (v, α, β, λ)> ∈ R
4 — неизвестный векторный параметр, ck ∈ R

n — век-
тор состояния, uk ∈ R

r — вектор входных сигналов (воздействий), zk ∈ R
m —

вектор измерений. Предположим, что шаги пространственно-временной сет-
ки ∆x и ∆t заданы, в уравнении измерений аддитивный шум ξk ∈ R

m являет-
ся последовательностью нормально распределенных независимых случайных
векторов с нулевым математическим ожиданием и известной положительно
определенной ковариационной матрицей R ∈ R

m×m. Матрицы F (θ) ∈ R
n×n,

B(θ) ∈ R
n×r, входящие в уравнение состояния модели, зависят от парамет-

ра θ.
Рассмотрим задачу параметрической идентификации модели (12) по до-

ступным измерениям zk с целью оценки неизвестного (векторного) парамет-
ра θ.

На этапе I предполагаем, что функции f(t) и g(t), входящие в гранич-
ные условия (3), (4) или (5), известны. Последнее означает, что в соответ-
ствующей дискретной модели (12) вектор uk представляет собой известный

тестовый сигнал. Требуется вычислить оценку θ̂∗ неизвестного параметра θ
по известным входным сигналам UK−1

0 = {u0, u1, . . . , uK−1} и выходным дан-
ным измерений ZK

1 = {z1, . . . , zK} в соответствии с выбранным критерием

качества идентификации J (θ;ZK
1 , U

K−1
0 ).

Указанная задача параметрической идентификации сводится к решению
задачи нелинейного программирования

θ̂min = argmin
θ∈D(θ)

J (θ;ZK
1 , U

K−1
0 ), (13)

где D(θ) ⊆ R
4 — область определения параметра θ. Таким образом, оценку θ̂∗

определим как θ̂∗ = θ̂min.
Область D(θ) допустимых значений параметра θ определяется из условий

сходимости его оценок при решении задачи (13). Для дискретных линейных
стохастических систем вида (12) общие условия сходимости известны и опре-
делены в [12, Леммы 2.1 и 3.1]. В данной работе предполагаем, что область
D(θ) является компактом в R

4 и удовлетворяет указанным условиям сходимо-
сти для рассматриваемого класса моделей: ∀θ ∈ D(θ) дискретная модель (12)
является полностью управляемой и наблюдаемой, а элементы матриц F (θ)
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и B(θ) — непрерывно дифференцируемые по θ функции. Например, свой-
ство полной наблюдаемости обеспечивается выполнением следующего усло-
вия [31]:

rankMDTI(θ) = n, (14)

где

MDTI(θ) =
[

H> (HF (θ))> (HF 2(θ))> · · · (HFn−1(θ))>
]>

(15)

есть матрица наблюдаемости модели (12). Условие (14) накладывает ограни-
чения на выбор структуры измерителя, определяемой матрицей H.

Задача выбора оптимальной структуры измерителя с минимальным ко-
личеством сенсоров может быть решена путем анализа свойства полной на-
блюдаемости линейной динамической системы с учетом (14). В частности,
в [27] показано, что для идентификации параметров моделей конвективно-
диффузионного переноса достаточно всего лишь двух сенсоров. Из (15) сле-
дует, что очевидным является выбор H в форме единичной матрицы, что
означает наличие n сенсоров для сбора данных измерений.

Для нахождения решения задачи (13) можно использовать известные чис-
ленные методы оптимизации: градиентный метод, метод Ньютона, метаэври-
стические методы (например, генетический алгоритм или метод имитации
отжига) и др. [15]. Готовые программные реализации данных методов, как
правило, требуют от пользователя задания начального значения параметра θ,
ограничений на переменные и описания целевой функции. Вопрос выбора
конкретного численного метода оптимизации зависит от специфики решае-
мой задачи.

В качестве целевой функции для решения задачи численной минимизации
(13) выберем отрицательную логарифмическую функцию правдоподобия [7]

JLR(θ;ZK
1 , U

K−1
0 ) =

Km

2
ln(2π)+

1

2

K
∑

k=1

{

ln |Σν,k(θ)|+ν>k (θ)Σ−1
ν,k(θ)νk(θ)

}

, (16)

где вектор невязки измерений νk(θ) = zk − Hĉk(θ) и его ковариационную
матрицу Σν,k(θ) = E

{

νk(θ)ν
>
k (θ)

}

при заданных значениях параметра θ вы-
числяют по известным уравнениям фильтра Калмана [32].

Следует отметить, что ранее решение задачи параметрической иденти-
фикации моделей конвективно-диффузионного переноса с известными гра-
ничными условиями с помощью метода максимального правдоподобия на ос-
нове стандартного фильтра Калмана получено в [26]. Решение задачи па-
раметрической идентификации скорости конвекции в модели конвективно-
диффузионного переноса с помощью метаэвристических алгоритмов рассмот-
рено в [24] также с применением стандартного алгоритма Калмана. В [27]
предложен новый подход к идентификации параметров дискретных моделей
конвективно-диффузионного переноса на основе численно устойчивого SVD-
фильтра Калмана. Предложенные ранее решения могут быть использованы
для реализации первого этапа комбинированного метода идентификации мо-
делей конвекции–диффузии–реакции.
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4. Этап II: Численная идентификация неизвестных граничных
условий. На втором этапе оценку параметра дискретной модели (12) считаем

известной, т. е. θ = θ̂∗, а вектор uk, соответствующий граничным условиям (3),
(4) или (5), неизвестным.

Рассмотрим следующую модель дискретной стохастической системы

{

ck = F (θ̂∗)ck−1 +B(θ̂∗)uk−1,
zk = Hck + ξk, k = 1, 2, . . . ,K,

(17)

где θ̂∗ — оценка параметра модели, вычисленная на этапе I; ck ∈ R
n — вектор

состояния; uk ∈ R
r — вектор неизвестных входных воздействий; zk ∈ R

m —
вектор доступных измерений. Предположим, что погрешность измерителя
ξk ∈ R

m, как и на первом этапе, имеет характеристики ξk ∼ N (0, R).
Рассмотрим задачу идентификации вектора uk модели (17) по доступным

измерениям ZK
1 с одновременным оцениванием вектора состояния ck. По-

скольку мы предполагаем, что априорная информация об эволюции входного
сигнала отсутствует, для решения задачи идентификации будем использовать
подход, разработанный С. Гиллейнсом и Б. Де-Мором [16].

Алгоритм Гиллейнса – Де-Мора состоит из трех последовательных шагов,
повторяемых в цикле:

1) обновление оценки вектора состояния по времени;
2) оценка вектора неизвестного входного воздействия;
3) обновление оценки вектора состояния по текущим измерениям.
В работе [16] рассмотрены два варианта алгоритма, в которых шаги 1 и 2

совпадают, а шаги 3 различаются. В первом варианте на шаге 2 получается
MVU-оценка (MVU — minimum-variance unbiased) вектора ûk−1, а на шаге 3 —
несмещенная оценка вектора состояния ĉk. Во втором варианте алгоритма на
шаге 3 за счет более сложных вычислений получается MVU-оценка вектора
состояния. Алгоритмы требуют выполнения условия

rankHB(θ̂∗) = rankB(θ̂∗) = r, (18)

где r — размер вектора uk.
Условие (18) является достаточным для существования несмещенной оцен-

ки вектора состояния в алгоритмах одновременного оценивания вектора со-
стояния и неизвестных входных сигналов [16,18].

Отметим, что ранее решение задачи идентификации неизвестных гранич-
ных условий в модели конвективно-диффузионного переноса на основе ал-
горитмов Гиллейнса – Де-Мора рассматривалось в [25, 29]. В [28] получена
квадратно-корневая модификация алгоритма Гиллейнса – Де-Мора. Предло-
женные ранее решения могут быть использованы для реализации второго эта-
па комбинированного метода идентификации моделей конвекции–диффузии–
реакции.

5. Численные эксперименты. Рассмотрим идентификацию парамет-
ров модели вида (1), (2), (4):

∂c(x, t)

∂t
+ v

∂c(x, t)

∂x
= α

∂2c(x, t)

∂x2
− βc(x, t), x ∈ [0; 1], t ∈ [0; 1];
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c(x, 0) = ϕ(x);

c(0, t) = f(t),
∂c(1, t)

∂x
= −λ[c(1, t)− g(t)],

где v = 3, α = 0.8, β = 4, λ = 0.5, ϕ(x) ≡ 0.
Процесс идентификации будем моделировать в системе MATLAB. Зададим

в рассматриваемой области пространственно-временную сетку c 11 узлами
по оси Ox и 201 узлом по оси Ot (∆x = 0.1, ∆t = 0.005) и получим реше-
ние прямой задачи методом конечных разностей. Смоделируем зашумленные
измерения в узлах пространственной сетки x = 0.1, 0.2, . . . , 1, соответствую-
щих всем компонентам вектора состояния ck1, c

k
2, . . ., c

k
10. Матрица измерений

имеет вид H = I10.
Пусть функции, входящие в граничные условия, известны: f(t) = g(t) ≡ 5.

На рис. 2 приведены графики решения прямой задачи и смоделированных
измерений с матрицей ковариации шума R = 0.052I10.

Рис. 2. Графики решения задачи (a) и зашумленных измерений (b)
[Figure 2. Plots of the solution (a) and noisy measurements (b)]

Минимизация критерия идентификации (16) выполнялась при помощи
функции fmincon. Проведенные эксперименты показали, что точность иден-
тификации параметров зависит как от вида дискретизации пространствен-
но-временной области и уровня шума, так и от выбора граничных условий,
начального решения, настроек функции минимизации и других факторов.
В таблице приведены результаты идентификации параметров для различ-
ных значений уровня шума R по результатам 100 экспериментов (µ— сред-
нее значение, σ2 — дисперсия, RMSE — среднеквадратичная ошибка, MAPE —
средняя абсолютная процентная ошибка). Поиск значений каждого парамет-
ра осуществлялся на отрезке [0.01; 5]. В качестве начального решения выби-
ралась середина отрезка. Основные параметры функции fmincon: Specify-
ObjectiveGradient = false, Algorithm = sqp, MaxFunctionEvaluations = 500.

Результаты экспериментов показывают, что с уменьшением уровня шума
в измерителе точность идентификации параметров возрастает. При этом па-
раметр β идентифицируется хуже всех, что может быть объяснено малым
вкладом слагаемого r2 в коэффициент a2 дискретной модели.

Используем идентифицированные значения параметров v, α, β, λ (в таб-
лице выделены жирным) для оценивания значений неизвестных функций f(t)
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Результаты идентификации [Identification results]

R Parameter µ σ2 RMSE MAPE

0.052I10

v 2.990654 0.018655 0.136219 3.527277
α 0.794360 0.000096 0.011265 1.131970
β 2.628127 5.509623 2.708609 56.280028
λ 0.500398 0.000097 0.009822 1.589091

0.012I10

v 2.995260 0.001055 0.032662 0.863970
α 0.798047 0.000032 0.005990 0.570405
β 3.516434 2.039151 1.500865 28.702054
λ 0.500095 0.000004 0.001965 0.318911

0.0052I10

v 2.998785 0.000287 0.016914 0.445395
α 0.799324 0.000010 0.003165 0.313788
β 3.834971 0.611877 0.795608 15.794188
λ 0.500047 0.000001 0.000982 0.159357

Definition: R is the noise covariance matrix; µ is the mean of data set; σ is the standard devi-
ation; RMSE is the root mean square error; MAPE is the mean absolute percentage error

и g(t), входящих в граничные условия.
Пусть f(t) = 4 |3t− b3t+ 0.5c| (треугольная волна с периодом 1/3 и ам-

плитудой 2), g(t) = t.
Зададим в рассматриваемой области пространственно-временную сетку

c 9 узлами по оси Ox и 201 узлом по оси Ot (∆x = 0.125, ∆t = 0.005) и по-
лучим решение прямой задачи методом конечных разностей. Смоделируем
зашумленные измерения в узлах пространственной сетки x = 0.125 и x = 1,
соответствующих компонентам вектора состояния ck1 и ck8. В этом случае мат-
рица измерений имеет вид

H =

[

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1

]

.

На рис. 3 приведены графики решения прямой задачи и смоделированных
измерений с матрицей ковариации шума R = 0.012I2.

Для одновременного оценивания значений решения, а также функций f(t)
и g(t) используем алгоритм Гиллейнса – Де-Мора, результаты работы кото-
рого представлены на рис. 4. Из приведенных графиков видно, что значения
функции f(t) оцениваются точнее, чем значения функции g(t) (RMSEf =
= 0.034908, RMSEg = 0.175363).

Для сравнения заменим в рассматриваемой модели левое граничное усло-
вие на условие третьего рода

∂c(0, t)

∂x
= λ[c(0, t)− f(t)]

и снова воспользуемся алгоритмом Гиллейнса – Де-Мора. Соответствующие
графики приведены на рис. 5, 6. В данном случае ошибки оценивания зна-
чений f(t) и g(t) имеют одинаковый порядок (RMSEf = 0.184948, RMSEg =
= 0.175259).

6. Заключение. В работе предложен новый комбинированный двухэтап-
ный метод параметрической идентификации моделей тепломассопереноса,
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Рис. 3. Графики решения задачи (a) и зашумленных измерений (b)
[Figure 3. Plots of the solution (a) and noisy measurements (b)]

Рис. 4. Оценки f(t) (a), g(t) (b) и решения задачи (c)
[Figure 4. Estimates of f(t) (a), g(t) (b) and solution (c)]
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Рис. 5. Графики решения задачи (a) и зашумленных измерений (b)
[Figure 5. Plots of the solution (a) and noisy measurements (b)]

Рис. 6. Оценки f(t) (a), g(t) (b) и решения задачи (c)
[Figure 6. Estimates of f(t) (a), g(t) (b) and solution (c)]
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на примере идентификации математических моделей конвекции–диффузии–
реакции с неизвестными граничными условиями при наличии случайных по-
мех в измерениях значений искомой функции c(x, t). Решение заключается
в переходе от исходной модели, описываемой уравнениями в частных про-
изводных, к дискретной линейной стохастической модели в пространстве со-
стояний с неизвестными входными сигналами и разработке комбинирован-
ного двухэтапного метода идентификации, основанного на последовательном
применении метода минимизации критерия идентификации безградиентного
типа и рекуррентного метода одновременного оценивания вектора состояния
и неизвестных входных сигналов.

Предложенный комбинированный двухэтапный метод параметрической
идентификации является новым, поскольку, во-первых, он представляет ком-
бинацию двух принципиально различных методов идентификации, во-вторых,
для класса математических моделей, представленных уравнениями в частных
производных, данный метод построен и применен впервые.

Основными результатами работы являются:
1) новые дискретные линейные стохастические модели конвекции–диффу-

зии–реакции для разных типов граничных условий;
2) общая схема процесса параметрической идентификации, включающая

поэтапную идентификацию неизвестных параметров математической
модели и идентификацию неизвестных граничных условий.

С целью проверки работоспособности предложенного подхода построена
компьютерная модель конвекции–диффузии–реакции и выполнена реализа-
ция всех алгоритмов на языке MATLAB. Идентификация параметров прово-
дилась безградиентным численным методом минимизации критерия иденти-
фикации, а идентификация граничных условий — рекуррентным алгорит-
мом Гиллейнса – Де-Мора. Проведена серия вычислительных экспериментов,
результаты которых подтверждают работоспособность предложенного реше-
ния.

Полученные результаты могут быть использованы не только при иссле-
довании процессов тепломассопереноса, но также при решении задач иденти-
фикации параметров моделей дискретных стохастических систем с неизвест-
ными входными сигналами и при наличии случайных помех.
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Abstract

The study considers mathematical models described by partial differen-
tial equations, namely, convection-diffusion-reaction models, which are re-
lated to heat and mass transfer models and are used in the study of natural
and technogenic processes. For this class of models, the actual problem is
to identify both the model parameters itself and the boundary conditions
included in it based on the results of measuring the values of the desired
function at certain points of the area under consideration. The problem is
complicated by the presence of incomplete measurements distorted by ran-
dom noise.

The solution is to develop a combined two-stage identification method
based on the sequential application of a gradient-free identification criterion
minimization method and a recurrent method for estimating unknown input
signals. To apply the above methods, a transition is made from the original
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model described by partial differential equations to a discrete linear stochas-
tic state-space model in which unknown boundary conditions are treated as
unknown input signals.

In this paper, new discrete linear stochastic models of convection–diffu-
sion–reaction are constructed for three different types of boundary condi-
tions. A general scheme of the parameter identification process is proposed,
including two-stage identification of unknown parameters of a mathematical
model and identification of unknown boundary conditions.

To test the efficiency of the proposed method, computer models of con-
vection–diffusion–reaction were built and all algorithms were implemented
in MATLAB. A series of computational experiments was carried out, the results
of which showed that the developed two-stage combined scheme allows one
to identify the parameters of the original model, the values of the functions
included in the boundary conditions, and also to calculate estimates of the
function, which describes the process of convection–diffusion–reaction given
incomplete noisy measurements.

The results obtained can be used not only in the study of heat and mass
transfer processes, but also in solving problems of identifying the model
parameters of discrete-time stochastic systems with unknown input signals
and in the presence of random noise.

Keywords: convection–diffusion–reaction models, parameter identification,
quadratic identification criterion, discrete-time linear state-space stochastic
model, estimation of unknown inputs.
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Аннотация

Рассматривается функция Фокса с четырьмя параметрами, которая
возникает в теории вырождающихся дифференциальных уравнений с
частными производными дробного порядка. В терминах указанной функ-
ции были ранее записаны явные решения первой и второй краевых за-
дач в полуполосе для уравнения с оператором Бесселя, действующим
по пространственной переменной, и дробной производной по времени.

Для рассматриваемой функции в случае зависимости двух парамет-
ров из четырех в работе получена формула преобразования Лапласа,
которая выражается через специальную функцию Макдональда. Так-
же получены формулы интегральных преобразований, выражающиеся
через обобщенную функцию Райта и более общую H-функцию Фокса.

Вспомогательным средством для доказательства полученных фор-
мул является интеграл Меллина–Барнса, с помощью которого записы-
вается рассматриваемая специальная функция. Сходимость несобствен-
ных интегралов при этом следует из асимптотических оценок, также
приведенных в работе.

Показано, что при частных значениях из формулы преобразования
Лапласа следуют известные формулы преобразований экспоненциаль-
ной функции и функции Райта со степенными множителями.

Ключевые слова: функция Фокса, функция Макдональда, функция
Райта, оператор Бесселя, дробная производная, интегральные преобра-
зования, преобразование Лапласа.
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Введение. Пусть 0 < ρ 6 2, µ, σ и ν ∈ C, (σ + ν)/2 /∈ Z. Рассмотрим
функцию

J ρ,µ,σ
ν (z) = H2,1

2,3

[

z2

4

∣

∣

∣

∣

(

1− σ/2, 1
)

,
(

µ− ρ σ/2, ρ
)

(

ν/2, 1
)

,
(

1− σ/2, 1
)

,
(

− ν/2, 1
)

]

, (1)

где H2,1
2,3 [ · · · ]—H-функция Фокса [1–3].

Функция (1) возникает в теории вырождающихся дифференциальных
уравнений с частными производными дробного порядка. В частности, в тер-
минах функции (1) записываются решения некоторых краевых задач для
дифференциального уравнения

Bxu(x, y)−Dα
0yu(x, y) = 0, (2)

где

Bxu = x−b ∂

∂x

(

xb
∂u

∂x

)

— оператор Бесселя, |b| < 1, Dα
0y — оператор дробного дифференцирования

в смысле Римана—Лиувилля порядка α, 0 < α 6 1 [4, § 0.1]. Например, реше-
ние первой краевой задачи (задачи Дирихле) для уравнения (2) в полуполосе
Ω = {(x, y) : 0 < x <∞, 0 < y < T}

lim
y→0

y1−αu(x, y) = 0, 0 < x <∞,

u(0, y) = τ(y), 0 < y < T,

имеет вид [5]

u(x, y) =

∫ y

0
K1(x, y − η)τ(η)dη,

где

K1(x, y) =
xβy−αβ/2−1

2βΓ(β)
J α,α,2+β

β (xy−α/2), β = (1− b)/2,

Γ(β)— гамма-функция Эйлера [6, § 1], [7, § 1.1, форм. (1)].
Решение второй краевой задачи (задачи Неймана) в области Ω

lim
y→0

y1−αu(x, y) = 0, 0 < x <∞,

lim
x→0

xbux(x, y) = ν(y), 0 < y < T,

имеет вид [8]

u(x, y) =

∫ y

0
K2(x, y − η)τ(η)dη,

где

K2(x, y) = −
xβyαβ/2−1

21−βΓ(1− β)J
α,α,2−β
−β (xy−α/2).
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Некоторые свойства функции (1), такие как представление через кон-
турный интеграл, асимптотические свойства, формулы дифференцирования
и интегрирования, рекуррентные соотношения, рассмотрены в работах [9–
13]. Отметим при этом, что основные свойства функции (1), такие как, на-
пример, представление через контурный интеграл Меллина—Барнса, асимп-
тотические свойства, разложение в степенные ряды, следуют из свойств бо-
лее общей H-функции. Некоторые интегральные преобразования H-функции
Фокса исследованы в работах [1–3].

Среди более поздних работ, посвященных интегральным преобразованиям
с различными специальными функциями гипергеометрического типа в ядрах,
отметим, например, работы [14–23].

В работах [24–26] развиты методы операторов преобразования для эллип-
тических и параболических уравнений с операторами Бесселя.

1. Вспомогательные сведения. Далее в работе

Kν(z) =
1

4πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
Γ (ν/2 + s) Γ (−ν/2 + s)

(z

2

)−2s
ds, γ > |Re ν|/2, (3)

— функция Макдональда [27, § 5.7], [28, § 6, форм. (6.36)];

φ (ρ, δ; z) =
∞
∑

k=0

z k

k! Γ(ρk + δ)
, ρ > −1,

— функция Райта [29, 30];

pΨq

[

z

∣

∣

∣

∣

(

ap, Ap

)

(

bq, Bq

)

]

=
1

2πi

∫

L

Γ (s)
p
∏

j=1
Γ (aj −Ajs)

q
∏

j=1
Γ (bj −Bjs)

(−z)−sds. (4)

— обобщенная функция Райта [3, § 1.8, форм. (1.140)], p, q = 0, 1, 2, . . . ,
p2 + q2 6= 0, ai, bj ∈ C, Ai, Bj ∈ R (ai, bj 6= 0; i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q).

Функция (1) может быть представлена с помощью интеграла Меллина—
Барнса [11]:

J ρ,µ,σ
ν (z) =

1

2πi

∫

Li∞

Θ(s)
(z

2

)−2s
ds, z ∈ C, (5)

где Li∞ = (ω − i∞, ω + i∞), ω1 < ω < ω2, ω1 = −min{Re ν/2, 1 − Reσ/2},
ω2 = Reσ/2,

Θ(s) =
Γ (ν/2 + s) Γ (1− σ/2 + s) Γ (σ/2− s)
Γ (µ− ρ σ/2 + ρ s) Γ (1 + ν/2− s) .

Для функции (1) справедливы асимптотические разложения [11]

J ρ,µ,σ
ν (z) = a0

(z

2

)ν
+ b0

(z

2

)2−σ
+ o(zδ), z → 0, (6)
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где δ = min {Re ν, 2− Reσ},

a0 =
Γ (1− (ν + σ)/2) Γ ((ν + σ)/2)

Γ (µ− ρ(ν + σ)/2) Γ (1 + ν)
, b0 =

Γ ((ν + σ)/2− 1)

Γ (µ− ρ) Γ (2 + (ν − σ)/2) ,

и

J ρ,µ,σ
ν (z) = c0

(z

2

)−σ
+ o(z−σ), z →∞, (7)

где

c0 =
Γ ((ν + σ)/2)

Γ (µ) Γ (1 + (ν − σ)/2) .

Также далее понадобятся частные случаи:

J 1,1,2+ν
ν (z) =

(z

2

)ν
exp

(

−z
2

4

)

, (8)

√
z J 2ρ,µ+ρ,3/2

−1/2 (z) =
√
2π φ(−ρ, µ;−z). (9)

2. Основные результаты. Докажем следующие формулы.

2.1. Для любого Reµ > 0 имеет место равенство

∫ ∞

0
e−ttµ−ρ−ρ ν/2−1J ρ,µ,ν+2

ν (zt−ρ/2) dt = 2Kν(z). (10)

До к а з ат е л ь ств о. Сходимость интеграла в (10) следует из (6) и (7).
Согласно (5) можем записать

J ρ,µ,ν+2
ν (zt−ρ/2) =

1

2πi

∫

L1

Θ1(s)
(zt−ρ/2

2

)−2s
ds,

где

Θ1(s) =
Γ (ν/2 + s) Γ (−ν/2 + s)

Γ (µ− ρ− ρ ν/2 + ρs)
, (11)

L1 = (ω − i∞, ω + i∞), ω > |Re ν|/2.
Тогда левая часть (10) запишется в виде

∫ ∞

0
e−ttµ−ρ−ρ ν/2−1J ρ,µ,ν+2

ν (zt−ρ/2) dt =

=
1

2πi

∫ ∞

0
e−ttµ−ρ−ρ ν/2−1

∫

L1

Θ1(s)
(zt−ρ/2

2

)−2s
ds dt. (12)

Меняя в (12) порядок интегрирования, получим

∫ ∞

0
e−ttµ−ρ−ρ ν/2−1J ρ,µ,ν+2

ν (zt−ρ/2) dt =

=
1

2πi

∫

L1

Θ1(s)
(z

2

)−2s
∫ ∞

0
e−ttµ−ρ−ρ ν/2+ρs−1dt ds. (13)
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Согласно формуле [31, форм. 2.3.3.1]

∫ ∞

0
ta−1e−ptbdt = b−1p−a/bΓ(a/b), b, Re a, Re p > 0, (14)

внутренний интеграл в (13) равен

∫ ∞

0
e−ttµ−ρ−ρ ν/2+ρs−1dt = Γ (µ− ρ− ρ ν/2 + ρs) .

Подставляя найденное значение в (13) и учитывая представления (11) и (3),
приходим к (10).

В терминах преобразования Лапласа формулу (10) можно записать в виде

∫ ∞

0
e−pttµ−ρ−ρ ν/2−1J ρ,µ,ν+2

ν (t−ρ/2) dt =

= 2pρ−µ+ρ ν/2Kν(p
ρ/2), Re p > 0. (15)

При ρ = µ = 1 из (8) и (15) получим формулу

∫ ∞

0
t−ν−1e−pt−1/(4t)dt = 2ν+1pν/2Kν(

√
p), Re p > 0,

которая совпадает с приведенной в [31, форм. 2.3.16.1].
Из (15) при ρ = 2β, µ = β + δ, ν = −1/2 с учетом представлений (9) и

K±1/2(z) =
√

π/(2z)e−z

получим формулу

∫ ∞

0
e−pttδ−1φ(−β, δ;−t−β)dt = p−δe−pβ , Re p > 0,

которая совпадает с приведенной в [32, § 3.2, форм. (3.2.7)]. �

2.2. Пусть выполняется одно из условий: −1 < Re ν < 2 − Reσ либо
2− Re ν < Reσ < 4 + Re ν. Тогда для Re z > 0 имеет место формула

∫ ∞

0
e−zt2/4tν+1J ρ,µ,σ

ν (t) dt =

= 2ν+1z(σ−ν)/2−1
2Ψ1

[

z

∣

∣

∣

∣

(

(σ + ν)/2, 1
)

,
(

1, 1
)

(

µ, ρ
)

]

. (16)

До к а з ат е л ь ств о. Сходимость интеграла в (16) следует из (6) и (7).
Из интегрального представления (5) имеем

∫ ∞

0
e−zt2/4tν+1J ρ,µ,σ

ν (t) dt =
1

2πi

∫

L
22sΘ(s)

∫ ∞

0
tν+1−2se−zt2/4dt ds. (17)
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Из формулы (14) имеем

∫ ∞

0
tν+1−2se−zt2/4dt = 2ν−2s+1Γ (1 + ν/2− s) zs−ν/2−1.

Подставляя найденное значение в (17), находим

∫ ∞

0
e−zt2/4tν+1J ρ,µ,σ

ν (t) dt = 2ν+1z−ν/2−1 1

2πi

∫

L
Θ1(s)z

s ds,

где Θ1(s) =
Γ (ν/2 + s) Γ (1− σ/2 + s) Γ (σ/2− s)

Γ (µ− ρ σ/2 + ρ s)
.

Сделаем замену τ = σ/2− s. Получим

∫ ∞

0
e−zt2/4tν+1J ρ,µ,σ

ν (t) dt = 2ν+1z(σ−ν)/2−1 1

2πi

∫

L2

Θ2(τ)z
−τ dτ, (18)

где
L2 = (ω − i∞, ω + i∞), 0 < ω < min{Re (σ + ν)/2, 1},

Θ2(τ) =
Γ((σ + ν)/2− τ)Γ(1− τ)Γ(τ)

Γ(µ− ρ τ) .

Сравнивая правую часть (18) с представлением (4), приходим к (16). �

2.3. Пусть выполняется одно из условий: −Reα < Re ν < 2 − Reσ либо
2− Re ν < Reσ < 2 + Reα. Тогда для Re z > 0 имеет место формула

∫ ∞

0
e−t/ztα−1J ρ,µ,σ

ν (t) dt =

= zαH2,2
3,3

[

z2

4

∣

∣

∣

∣

(

1− α, 2
)

,
(

1− σ/2, 1
)

,
(

µ− ρ σ/2, ρ
)

(

ν/2, 1
)

,
(

1− σ/2, 1
)

,
(

− ν/2, 1
)

]

. (19)

До к а з ат е л ь ств о. Сходимость интеграла в (19) следует из (6) и (7).
Из интегрального представления (5) имеем

∫ ∞

0
e−t/ztα−1J ρ,µ,σ

ν (t) dt =
1

2πi

∫

L
22sΘ(s)

∫ ∞

0
tα−2s−1e−t/zdt ds. (20)

Из формулы (14) имеем

∫ ∞

0
tα−2s−1e−t/zdt = Γ(α− 2s)zα−2s.

Подставляя найденное значение в (20), получаем

∫ ∞

0
e−t/ztα−1J ρ,µ,σ

ν (t) dt =
zα

2πi

∫

L
Θ2(s)

(z

2

)−2s
ds, (21)

где

Θ2(s) =
Γ(ν/2 + s)Γ(1− σ/2 + s)Γ(σ/2− s)Γ(α− 2s)

Γ(µ− ρ σ/2 + ρ s)Γ(1 + ν/2− s) .
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Сравнивая правую часть (21) с представлением H-функции Фокса [1, форм.
8.3.1.1], [3, § 1.2, форм. (1.2)], приходим к (19). �

Заключение. В работе получены некоторые интегральные преобразова-
ния специальной функции Фокса, которая зависит от четырех параметров.
Рассматриваемая функция представляет интерес в связи с ее применением
в теории вырождающихся дифференциальных уравнений в частных произ-
водных. Показано, что результаты рассматриваемых интегральных преобра-
зований можно записать в терминах известных специальных функций.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.

Авторский вклад и ответственность. Я несу полную ответственность за предо-
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Abstract

The study examines the Fox function with four parameters, which arises
in the theory of degenerate differential equations with partial derivatives of
fractional order. In terms of this function, explicit solutions to the first and
second boundary value problems in a half-space were previously derived for
the equation with the Bessel operator acting on the spatial variable and a
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Аннотация

Рассмотрена коэффициентная обратная задача определения геомет-
рических параметров продольного прямоугольного паза по собственным
частотам изгибных колебаний прямоугольного стержня. Предполагает-
ся, что паз проходит не по всей длине, а от определенной точки до пра-
вого конца. Для решения задачи стержень с продольным пазом моде-
лируется в виде двух стержней, причем первый не имеет паз, а второй
имеет.

В месте соединения используются условия сопряжения, в которых
приравниваются величины прогибов, углов поворота, изгибающие мо-
менты и перерезывающие силы. Исследованы закономерности поведе-
ния собственных частот изгибных колебаний при изменении длины па-
за. Предложен метод решения, позволяющий определять искомые пара-
метры по конечному числу собственных значений изгибных колебаний.
Показано, что решение однозначно в случае использования частотных
спектров относительно взаимно перпендикулярных осей.
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Введение. Изгибные колебания имеют огромное значение в различных
областях науки и техники. В механике и инженерии они используются для
анализа и проектирования различных конструкций, таких как мосты, здания,
металлические конструкции и т.д. Изучение изгибных колебаний помогает
проектировщикам и инженерам понимать, как конструкции будут себя вести
в условиях механических нагрузок, вибраций и ветровых нагрузок. В физике
изгибные колебания исследуются в рамках учения об упругих телах. Они
играют важную роль в теории упругости и могут быть использованы для
измерения механических свойств материалов. Изучение изгибных колебаний
важно для понимания многих физических и инженерных систем и может
приводить к созданию более эффективных и безопасных конструкций [1].

Собственные частоты колебаний играют существенную роль при деталь-
ном выявлении параметров изучаемого объекта, например дефектов. На-
пример, в работах [2, 3] исследована эволюция характеристик собственных
продольных колебаний круглого стержня при увеличении дефекта его попе-
речного сечения. В [4] рассматриваются собственные поперечные колебания
стержня с поперечным сечением прямоугольной формы, имеющим постоян-
ную высоту и переменную ширину, изменяющуюся по экспоненциальному
закону. Исследованы собственные колебания стержня, защемленного на ле-
вом конце и шарнирно опертого на правом, а также защемленного на левом и
правом концах. В [5] рассмотрен численный метод решения задачи изгибных
колебаний стержня с переменным модулем Юнга. В отличие от [5] в насто-
ящей работе приведен метод, позволяющий найти аналитическое решение,
которое дает более точный результат. Работа [6] показывает, как, основы-
ваясь на моделировании дефекта сечения как известной функции, прибли-
женно определяются основные параметры, его характеризующие, такие как
местоположение и объем по двум низшим частотам колебаний свободного
и консольно закрепленного стержней. С помощью численного моделирования
показано, что для удовлетворительного определения свойств дефекта доста-
точно использовать несколько низших частот. В [7] проведено сравнение экс-
периментальных данных с различными теоретическими моделями для опи-
сания продольных колебаний стержня. В [8] исследуется поведение собствен-
ных частот изгибных колебаний стержня при изменении размера полости.
Показано, как местоположение полости влияет на частотные характеристи-
ки колебаний. Доказано, что одного спектра частот изгибных колебаний еще
недостаточно для идентификации местоположения и размеров полости. Для
идентификации полости предложено использование собственных частот из
двух спектров изгибных колебаний (относительно разных осей). Работа [9]
посвящена идентификации длины продольного надреза по собственным ча-
стотам изгибных колебаний консольно закрепленного стержня. Показано, что
задача имеет бесконечное количество решений, но в силу физической поста-
новки можно выделить единственное решение, причем для решения задачи
достаточно одной собственной частоты.

Обратные задачи идентификации таких дефектов, как трещина, имеют
большую популярность [2, 3, 6, 10–17]. Поперечные раскрытые трещины, на-
чиная с работ [10–12], как правило, моделируют условиями сопряжения пру-
жины. В современной литературе предлагаются и другие условия сопряже-
ния для описания поперечных дефектов [13–15]. Однако продольная трещина,
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которая в данной работе моделируется пазом, не может быть описана пру-
жиной.

1. Прямая задача. Рассматривается однородный изотропный прямо-
угольный стержень длины L = 1 с продольным прямоугольным пазом, про-
ходящий не по всей длине стержня, а от некоторой точки xc до правого конца
(см. рис. 1). Предполагается, что оси симметрии поперечного сечения участка
стержня без паза и с пазом совпадают, а стержень заделан на обеих концах.
Поперечное сечение имеет высоту H и ширину B. Прямоугольный паз имеет
длину l = L− xc, глубину h и ширину b. В случае малого b следует рассмат-
ривать прямоугольный паз как продольную трещину.

Рис. 1. Изображение стержня с продольным пазом

[Figure 1. Image of a rod with a longitudinal groove]

Требуется определить собственные частоты изгибных колебаний стерж-
ня относительно вертикальной оси Oy и горизонтальной оси Oz, установить
зависимость размеров и места начала паза на эти частоты.

Рассмотрим колебания относительно вертикальной оси Oy. Изгибные ко-
лебания стержня с постоянным поперечным сечением F описываются урав-
нением [18]

EJ
d4U(x, t)

dx4
+ ρF

d2U(x, t)

dt2
= 0, (1)

где U(x, t)— поперечное смещение относительно оси Oy, E — модуль упруго-
сти, J — момент инерции поперечного сечения, ρ— плотность стержня.

Решение уравнения (1) ищем в виде U(x, t) = y(x) cosωt, где ω— круговая
частота. Тогда (1) сводится к уравнению

y(4)(x) = s4y(x), (2)

где s4 = ρFω2/(EJ). Поскольку стержень слева и справа от точки xc имеет
разную форму поперечного сечения, уравнения (2) слева и справа от точки xc
запишутся в следующей форме:

y
(4)
− = d41λ

4y−, y
(4)
+ = d42λ

4y+, (3)

где d41 = F−/Jy−, d42 = F+/Jy+, λ4 = ρω2/E; y− — поперечное смещение левее
точки xc (участок стержня без паза), y+ — правее точки xc (с пазом).

Моменты инерции относительно оси Oy находим по формулам

Jy+ =
B3H

12
− b3h

12
, Jy− =

B3H

12
. (4)
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Условие сопряжения получим, приравняв в точке xc поперечные смещения,
углы поворота, изгибающие моменты и перерезывающие силы:

y−(xc) = y+(xc), y′−(xc) = y′+(xc),

y′′−(xc) =
Jy+
Jy−

y′′+(xc), y′′′−(xc) =
Jy+
Jy−

y′′′+(xc).
(5)

Так как стержень заделан на левом и правом концах, краевые условия сле-
дующие:

y−(0) = 0, y′−(0) = 0; y+(1) = 0, y′+(1) = 0. (6)

Общее решение уравнений (3) примем в виде

y− = C11y1− + C12y2− + C13y3− + C14y4−,
y+ = C21y1+ + C22y2+ + C23y3+ + C24y4+,

(7)

где y1− = cos(d1λx), y2− = sin(d1λx), y3− = cosh(d1λx), y4− = sinh(d1λx),
y1+ = cos(d2λx), y2+ = sin(d2λx), y3+ = cosh(d2λx), y4+ = sinh(d2λx).

Подставив (7) в (5), (6), получим систему, которая имеет нетривиальное
решение относительно коэффициентов Cij тогда и только тогда, когда опреде-
литель этой системы ∆(λ) равен нулю, вычисляя который, получим частотное
уравнение относительно оси Oy:1

∆(λ) =
1

16λ4d4y1J
2
y−d

4
y2

×

× (−2Jy−Jy+e−dy1λxcedy1λxce−dy2λxxed2λxc sin(dy2λ)
2d2y1d

2
y2 − · · ·

+ J2
y+ sin(dy1λxc)

2 sin(dy2λxc)
2e−dy2λedy2λd4y2) = 0. (8)

По горизонтальной оси Oz частотное уравнение получается аналогично,
разница заключается только в моментах инерции:

Jz+ =
B2H4 − 4h(H2 − 1.5Hh+ h2)HhB + b2h4

12(HB − hb) , Jz− =
BH3

12
. (9)

1.1. Пример решения прямой задачи. Примем следующие входные
данные: H = B = 0.1, h = 0.01, b = 0.02, L = 1, xc = 0.5. При заданных
параметрах моменты инерции (4), (9) относительно осей Oy и Oz, а также их
отношения к площади сечения следующие:

Jy+ = 8.326666 · 10−6, Jy− = 8.333333 · 10−6,
Jz+ = 7.918401 · 10−6, Jz− = 8.333333 · 10−6;
dy1 = 5.88566191, dy2 = 5.85718206,
dz1 = 5.88566191, dz2 = 5.93126244.

Используя эти значения, получаем частотные уравнения относительно
осей Oy и Oz, из которых с помощью математического пакета Maple чис-
ленно находим собственные значения изгибных колебаний:
λ1y = 0.80559430, λ2y = 1.33754047, λ3y = 1.87272027— относительно оси Oy;
λ1z = 0.80053059, λ2z = 1.32919190, λ3z = 1.86093715— относительно оси Oz.

1Из-за большого объема выражение приведено не полностью.
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На рис. 2–4 приведены графические зависимости первых трех собствен-
ных значений стержня от длины паза. Рисунки показывают, что график соб-
ственных значений изгибных колебаний относительно оси Oy растет, а отно-
сительно оси Oz убывает по мере увеличения длины паза. Это обусловлено
тем, что отношение изгибающих моментов и площади поперечного сечения
относительно оси Oy растет с увеличением длины паза, а по оси Oz уменьша-
ется. Видно, что первое собственное значение относительно оси Oy при длине
паза от 0 до 0.4 и от 0.8 до 1 возрастает несущественно. Собственные значе-
ния относительно оси Oz значительно уменьшаются в значениях l от 0 до 0.1
и от 0.9 до 1. В остальных промежутках собственные значения уменьшают-
ся без сильных отклонений. Из анализа графиков следует, что при решении

Рис. 2. Зависимость λ1 от длины паза
[Figure 2. Dependence of λ1 on the groove length]

Рис. 3. Зависимость λ2 от длины паза
[Figure 3. Dependence of λ2 on the groove length]

Рис. 4. Зависимость λ3 от длины паза
[Figure 4. Dependence of λ3 on the groove length]
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обратных задач с использованием частот только из одного спектра могут
возникнуть трудности. Например, при определенных длинах паза собствен-
ные значения меняются несущественно, что приводит к множеству вариантов
решений обратной задачи.

2. Обратная задача. Рассмотрим пример решения обратной задачи.
Пусть имеется прямоугольный стержень длины L = 1 с прямоугольным па-
зом l, проходящим не по всей длине. Требуется найти параметры паза по
собственным частотам изгибных колебаний. Также необходимо определить
наименьшее количество этих частот для решения задачи.

Для определения длины, ширины и глубины паза используем собственные
значения с двух взаимно перпендикулярных осей Oy и Oz. Причем для более
точного решения нужно использовать первые собственные значения, то есть
с наименьшим порядковым номером. Данное требование вытекает из прак-
тических соображений, поскольку приборы для измерения частот наиболее
точно определяют первые собственные частоты.

Возьмем три собственных значения колебания стержня относительно оси
Oz, полученные в результате решения прямой задачи: λ1z = 0.80037439,
λ2z = 1.32665822, λ3z = 1.85699429. Подставляя их в частотное уравнение (8)
в предположении, что ширина b, глубина h, начало паза xc неизвестны, полу-
чим систему нелинейных уравнений относительно искомых параметров. Из
физических соображений ищем вещественные значения xc ∈ [0, 1], b ∈ [0, 0.1]
и h ∈ [0, 0.1]. В табл. 1 приведен набор значений, полученных с помощью
математического пакета Maple.

Для выявления единственного решения предлагается применить подход,
предложенный авторами в работе [16], который заключается в том, что требу-
ется решить несколько систем уравнений с числом уравнений, совпадающим
с числом неизвестных, а затем найти пересечение этих решений. Сравнивая
данные табл. 1, 2, видим, что одно решение является общим и это решение
есть суть решения поставленной задачи (точное решение b = 0.01, h = 0.01,
xc = 0.2).

Для определения наименьшего количества собственных значений, требу-
емых для решения обратной задачи, возьмем по два собственных значения
из спектров частот колебаний относительно взаимно перпендикулярных осей

Таблица 1

Набор решений обратной задачи для λ1z, λ2z и λ3z
[A set of solutions to the inverse problem for λ1z, λ2z, and λ3z]

no. xc h b

1 0.19999999 0.00999999 0.02000000
2 0.32114148 0.02823376 0.01738215
3 0.41343226 0.07987103 0.08653772

Таблица 2

Набор решений обратной задачи для λ1y, λ2y и λ3y
[A set of solutions to the inverse problem for λ1y, λ2y, and λ3y]

no. xc h b

1 0.19999999 0.00999999 0.02000000
2 0.47243139 0.01926569 0.09219030
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Oy и Oz. В табл. 3 приведены результаты для случая, когда две собственные
частоты взяты по оси Oz и одна по Oy, а в табл. 4 — для случая, когда две
собственные частоты взяты по оси Oy и одна по Oz.

Таблица 3

Набор решений обратной задачи для λ1z, λ2z и λ1y
[A set of solutions to the inverse problem for λ1z, λ2z, and λ1y]

no. xc h b

1 0.18623568 0.00985498 0.02020706
2 0.20000000 0.01000000 0.01999999
3 0.39887811 0.09925593 0.09964666

Таблица 4

Набор решений обратной задачи для λ1y, λ2y и λ1z
[A set of solutions to the inverse problem for λ1y, λ2y, and λ1z]

no. xc h b

1 0.20000000 0.01000000 0.01999999
2 0.48204891 0.02422458 0.01478118

Из данных табл. 3, 4 видим, что искомое решение снова является общим.
Отсюда следует вывод, что для однозначного нахождения параметров паза
достаточно четырех собственных значений, два из которых взяты из спектра
колебаний относительно оси Oy и два относительно оси Oz.

3. Оценка погрешности. Проведем вычислительный эксперимент по за-
шумлению входных данных аналогично работе [17]. Для оценки погрешности
метода будем оценивать погрешность нахождения положения точки начала
паза xc. В качестве входных данных примем первое собственное значение,
заданное в виде λjγ = λj(1 + γψj), где λj — собственное значение, вычис-
ленное с точностью до 8 значащих цифр; γ — амплитуда зашумления; ψj —
случайная величина с равномерным законом распределения, определенная
на отрезке [−1, 1]. Относительная погрешность приведенного в данной рабо-
те метода исследуется в зависимости от γ = 10−n, n = 3, . . . , 9.

В табл. 5 приведены результаты пяти экспериментов с различными ψj

для xc при каждом значении амплитуды γ. Значения ψj получены с помощью
генератора случайных чисел математического пакета Maple. Для исключения

Таблица 5

Относительная погрешность нахождения точки начала паза xc в зависимости от
зашумления входных данных [The relative error in determining the starting point of

the groove xc depending on the noise in the input data]

γ δxc
(ψ), %

10−3 13.401911 13.790595 14.779052 16.650421 13.790595
10−4 1.043232 0.675387 0.661847 0.792041 1.165774
10−5 0.021450 0.038733 0.068768 0.155276 0.119227
10−6 0.001472 0.014118 0.014660 0.006625 0.014113
10−7 0.000500 0.001080 0.001173 0.001131 0.000920
10−8 0.000078 0.000076 0.000157 0.000133 0.000099
10−9 0.000014 0.000030 0.000010 0.000013 0.000007
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ложных решений поиск параметра xc производится в более узком интервале:
xc ∈ [0.45, 0.55]. Из табл. 5 следует, что при погрешности входных данных не
более γ = 10−4 погрешность восстановления xc менее двух процентов.

Заключение. Решены прямая и обратная задачи колебания прямоуголь-
ного стержня с продольным прямоугольным пазом, который проходит не по
всей длине. Предложен метод моделирования, в котором стержень состоит из
двух частей, где первая часть с пазом, а вторая без паза, части соединены с
помощью условий сопряжения. Данный метод позволяет решить как прямую
задачу, так и обратную. Анализ зависимости собственных частот изгибных
колебаний от длины паза относительно разных осей показал, что собствен-
ные значения относительно одной оси растут, а относительно другой падают.
Предложен метод решения обратной задачи, позволяющий определять иско-
мые параметры по конечному числу собственных значений изгибных колеба-
ний, взятых из двух спектров частот. Анализ графиков и примеры решения
обратной задачи показали, что решение однозначно в случае использования
первых частот из спектров относительно взаимно перпендикулярных осей.
Из оценки погрешности следует, что при зашумлении входных данных не бо-
лее 10−4 погрешность восстановления одного из коэффициентов составляет
менее 2 %. Данный метод применим для идентификации продольных трещин,
где трещина проходит не по всей длине стержня.
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Abstract

The inverse coefficient problem involves determining the geometric pa-
rameters of a longitudinal rectangular groove based on the natural frequen-
cies of the bending vibrations of a rectangular rod. It is assumed that the
groove does not extend along the entire length of the rod, but rather from
a certain point to the right end. To solve the problem, the rod with the
longitudinal groove is modeled as two sections: the first section without a
groove and the second section with a groove.

Mating conditions are applied at the connection point, where deflection
values, rotation angles, bending moments, and shear forces are equated. The
behavior of the natural frequencies of bending vibrations when changing the
length of the groove was investigated. A solution method is proposed that
allows for determining the required parameters based on a finite number of
natural frequencies of bending vibrations. It is shown that the solution is
unambiguous when using frequency spectra with respect to mutually per-
pendicular axes.
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Длительное разрушение составного стержня
при растяжении в условиях ползучести
в присутствии активной среды

Л. В. Фомин, Ю. Г. Басалов

Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова,
Научно-исследовательский институт механики,
Россия, 119192, Москва, Мичуринский проспект, 1.

Аннотация
Рассматривается напряженно-деформированное состояние и длитель-

ная прочность составного растягиваемого стержня при ползучести в усло-
вии воздействия на него активной окружающей среды. Конструкция
состоит из центрального стержня и двух симметрично расположенных
стержней относительно центрального, соединенных с идеальной адгези-
ей. Ползучесть каждой из трех частей стержня описывается степенной
реологической моделью с различными значениями параметра. Для опре-
деления времени до разрушения используется кинетическое уравнение,
описывающее накопление повреждений в процессе ползучести, структу-
ра которого одна и та же для всех стержней. Влияние активной среды
определяется диффузионным проникновением ее элементов в материал
стержня. Используется приближенный метод решения уравнения диф-
фузии, основанный на введении диффузионного фронта. Анализирует-
ся распределение напряжений во времени при условии проникновения
активной среды в разные части стержня с различными коэффициента-
ми диффузии. Выполнен параметрический анализ влияния напряжений
и параметров реологических моделей материалов составного стержня на
напряженно-деформированное состояние и длительную прочность как
элементов стержневой системы, так и трехстержневой системы в целом.
Определена зависимость времени до разрушения от соотношения коэф-
фициентов диффузии активной среды в элементах составного стержня.

Ключевые слова: составной стержень, ползучесть, поврежденность,
длительная прочность, активная среда, диффузионный фронт.
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Введение. Актуальность исследований высокотемпературной прочности
материалов и конструкций [1], в том числе находящихся в условиях воздей-
ствия активных сред [2, 3], не подлежит сомнению. Современные материалы
и элементы конструкций должны обеспечивать надежность и работоспособ-
ность изделий в течение всего срока службы в рабочих условиях с учетом их
взаимодействия с внешними и/или рабочими средами. Наиболее часто для
дополнительной защиты элементов конструкций от деструктивного воздей-
ствия внешней активной среды применяются типовые элементы составного
типа. Внешний слой такой составной конструкции, как правило, контактиру-
ет с агрессивным веществом и защищает основные элементы конструкции от
его разрушительного воздействия.

В статье [4] рассмотрено напряженно-деформированное состояние, кине-
тика накопления повреждений в процессе ползучести и определены времена
до разрушения составного стержня при различных значениях материальных
констант в уравнениях состояния ползучести и длительного разрушения его
элементов.

В работе [5] проведен анализ влияния эксплуатационных условий на ра-
боту лопаток турбины в составе двигателя. Авторы отмечают, что особен-
ностью работы лопаток турбин практически всех двигателей являются пе-
ременные нагрузки, высокие температуры газа перед турбиной, наличие вы-
сокоскоростного газового потока, которые в значительной мере усложняют
условия работы лопаток, а совместное действие температуры, напряжений и
окислительной среды приводит к диффузионным процессам в поверхностных
слоях лопаток, ограничивающих их долговечность.

В статье [6] приведены результаты экспериментальных исследований вли-
яния высокотемпературных покрытий на лопатках турбины и компрессора из
жаропрочных никелевых и титановых сплавов на характеристики долговеч-
ности при газовой коррозии, термических и термомеханических циклических
нагрузках: количественные характеристики трещиностойкости, вязкости раз-
рушения, циклической долговечности.

В исследовании [7] определены условия, при которых обработка оболочек
тепловыделяющих элементов (ТВЭЛ) из сплава Э110 мощным ультрафио-
летовым или инфракрасным лазерным излучением приводит к повышению
коррозионной стойкости при высокотемпературном (1100 ℃) окислении, мо-
делирующем условия аварии с потерей теплоносителя. Исследовано поведе-
ние защитных покрытий Al, Al2O3 и Cr, нанесенных методом импульсного
лазерного осаждения на сталь ЭП823. Показаны методы практически полно-
го подавления коррозии в жидком свинце до температуры 720 ℃.

В статье [8] рассматривается радиационная ползучесть ТВЭЛа из двух-
слойной оболочки UN-SiC. Проведены исследования параметров с точки зре-
ния скорости ползучести SiC при облучении и скорости отжига. Авторы от-
мечают тепловую эффективность оболочки SiC.

Монография [9] демонстрирует методы противодействия тепловым эф-
фектам быстрой коррозии и деградации открытых материалов и оборудова-
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ния, которые могут возникнуть при высоких рабочих температурах. Это пер-
вое настоящее практическое руководство по использованию термозащитных
покрытий для применения в условиях высоких температур, включая послед-
ние разработки в области создания материалов, используемых для защитных
покрытий.

Настоящая статья посвящена исследованию напряженно-деформирован-
ного состояния и моделированию процессов разрушения такой типовой кон-
струкции, как составной стержень, находящийся в условиях ползучести [1]
при растяжении и воздействии на части стержня активной среды [2,3].

1. Постановка задачи. Рассматривается составной призматический
стержень длиной L прямоугольного поперечного сечения H×b, L � H � b,
в системе координат Oxyz (рис. 1), находящийся в состоянии установившейся
ползучести под действием постоянной растягивающей силы P , приложенной
к его торцам. Расположение частей симметрично относительно срединной
плоскости Oxz. Материалы центральной (1) и периферийной (2) частей со-
ставного стержня (см. рис. 1) удовлетворяют разным законам ползучести.
Дополнительно примем следующее условие: все части составного стержня
жестко, без проскальзывания соединены между собой.

Рис. 1. Схема расположения частей в составном стержне
[Figure 1. Scheme of the arrangement of parts in a composite rod]

Рассмотрим ползучесть данного составного стержня, который дополни-
тельно к действию растягивающей силы находится в активной среде. Влияние
активной среды определяется ее диффузионным проникновением в материал
составных элементов стержня. Поскольку L � H � b, влиянием диффузии
с торцов стержня можно пренебречь, аналогично, влиянием продольной ко-
ординаты стержня на диффузионный процесс можно пренебречь. Таким об-
разом, процесс диффузии является одномерным по координате z. Ввиду при-
нятых одинаковых граничных условий диффузии на гранях стержня в плос-
кости xOy процесс диффузии является симметричным относительно оси Oy.
Примем различные характеристики диффузионного процесса для централь-
ной части и двух крайних частей стержня. Пусть активная среда проникает
в центральную часть (1) с коэффициентом диффузии D1 = const, а в крайние
части (2) — с коэффициентом диффузии D2 = const.

Таким образом, распределение концентрации элементов активной среды
в каждой части составного стержня подчиняется одномерным уравнениям
диффузии:

∂c̄

∂t̃i
=

1

12

∂2c̄

∂z̄2
, c̄ = c̄(z̄, t̃i), 0 6 z̄ 6 1, 0 6 t̃i <∞, i = 1, 2, (1)
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где z̄ = 2z/b, t̃i = 48Dit/b
2, c̄ = c/c0; c0 — равновесная концентрация (экспе-

риментальная константа), достигаемая при t→∞. Начальные и граничные
условия записываются в виде

c̄(z̄, 0) = 0, c̄(1, 0) = 1,
∂c̄

∂z̄
(0, t̃i) = 0.

Предполагается наличие скачка концентрации на границе раздела активной
окружающей среды и материала стержня в момент времени t̃i = 0.

Предлагается приближенный метод решения уравнения диффузии (1),
основанный на введении диффузионного фронта, который подробно описан
в [2,3,10]. Такой подход позволяет разделить весь материал стержня на воз-
мущенную (где среда уже проникла в материал) и невозмущенную (где еще
нет проникновения среды) области и затем определять движение границы
между этими областями во времени. Решение (распределение концентрации
по координатам и времени) ищется в виде полинома, коэффициенты которого
в общем виде являются функциями пространственных координат и времени.
При этом граничные и начальное условия выполняются точно, а уравнение
диффузии удовлетворяется интегрально во всем объеме стержня.

Рассматриваются две последовательные стадии процесса диффузии: ста-
дия проникновения фронта (первая стадия) и стадия насыщения (вторая
стадия). На первой стадии невозмущенная и возмущенная области стержня
разделены движущейся границей x = l(t), соответствующей диффузионно-
му фронту; на второй стадии концентрация среды распространяется на весь
стержень.

На основе предлагаемого подхода получено соотношение для интегрально
средних безразмерных концентраций c̄mi, определяемых соотношением

c̄mi = c̄m(t̃i) ≡
∫ 1

0
c̄(z̄, t̃i)dz̄, i = 1, 2.

Для рассматриваемой задачи

c̄mi = c̄m(t̃i) =

{

1
3

√

t̃i, 0 6 t̃i 6 1,

1− 2
3 exp

(

1−t̃i
4

)

, t̃i > 1.
(2)

2. Определяющие и кинетические соотношения. Используя при-
нятое условие длинномерности стержня, а также учитывая принцип Сен–
Венана, рассмотрим напряженно-деформированное состояние вдали от мест
приложения силы к торцам стержня. Аналогично [4] и с дополнительным
условием симметрии диффузионного процесса относительно центральной плос-
кости симметрии примем одномерный вид напряженно-деформированного со-
стояния в составном стержне.

Пусть соотношения, описывающие скорость деформации ползучести со-
ответственно первой (центральной) и двух крайних частей, имеют вид

ṗi =
Biσ

n
i

(1− ωi)n
, i = 1, 2, (3)
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где σ1 — напряжение в первой (центральной) части стержня, σ2 — напряже-
ния в двух крайних частях стержня; ω1, ω2 — соответствующие параметры
поврежденности; B1, B2, n— материальные константы; точка означает про-
изводную по времени t.

Введем безразмерные переменные:

σ̄1 = σ1/σ0, σ̄2 = σ2/σ0, t̄ = B1σ
n
0 t,

где σ0 — некоторое характерное напряжение, например, половина предела
кратковременной прочности σB (σ0 = σB/2) при соответствующей темпе-
ратуре. Тогда определяющие соотношения (3) будут иметь следующий вид:

dp1
dt̄

=
σ̄n1

(1− ω1)n
,

dp2
dt̄

=
B̄σ̄n2

(1− ω2)n
,

где B̄ = B2/B1.

3. Учет влияния активной среды. Большинство экспериментальных
данных показывает, что активная среда деструктивно влияет на материал,
уменьшает время до разрушения по сравнению с эксплуатацией материалов
и элементов конструкций в нейтральных условиях.

Процессы разрушения инициируются ростом повреждений в материале.
Учтем влияние активной среды в кинетических уравнениях накопления по-
врежденности:

dωi

dt
=

Aσmi
(1− ωi)m

fi(c̄mi), i = 1, 2; (4)

ωi(0) = 0, ωi(t
∗
i ) = 1,

где ωi = ωi(t); t
∗
1 — время до разрушения центральной части стержня, t∗2 —

время до разрушения крайних частей стержня; A, m— материальные кон-
станты, которые определяются на основе испытаний на длительную проч-
ность без влияния активной среды (в нейтральных условиях), при этом fi(c̄mi) =
1.

В уравнениях (4) введены возрастающие функции от интегрально средних
концентраций fi(c̄mi) такие, что fi(0) = 1.

С учетом единого для определяющих и кинетических уравнений безраз-
мерного времени t̄ уравнения (4) примут следующий вид:

dωi

dt̄
=

C̄σ̄mi
(1− ωi)m

fi(c̄mi), i = 1, 2, (5)

где C̄ = Aσm−n
0 /B1.

Поскольку кинетические соотношения (5) и соотношения (2) для инте-
грально средней концентрации c̄m записаны в различных безразмерных вре-
менах t̄, t̃1 и t̃2, для дальнейших расчетов необходимо перейти к одному еди-
ному безразмерному времени для задачи t̄:

t̃i = Kit̄, Ki =
48Di

B1σn0 b
2
, i = 1, 2.
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Отметим, что K2/K1 = D2/D1 = D̄.
Тогда соотношения (2) примут вид (i = 1, 2)

c̄mi(t̄) =

{

1
3

√
Kit̄, 0 6 t̄ 6 1/Ki,

1− 2
3 exp

(

1−Ki t̄
4

)

, t̄ > 1/Ki.
(6)

Кинетические соотношения для первой (центральной) и двух вторых (край-
них) частей составного стержня в едином безразмерном времени t̄ примут
вид

dωi

dt̄
=

C̄σ̄mi
(1− ωi)m

fi(c̄mi(t̄)), i = 1, 2,

где c̄mi(t̄) определены в (6).
Принятое условие жесткого соединения частей стержня без проскальзыва-

ния и гипотеза плоских сечений дают возможность принять условие p1(t̄) =
= p2(t̄). С учетом этого факта и заданного начального условия pi(0) = 0,
i = 1, 2, имеем

∫ t̄

0

σ̄n1
(1− ω1)n

dτ̄ = B̄

∫ t̄

0

σ̄n2
(1− ω2)n

dτ̄ . (7)

Выпишем уравнение равновесия с учетом выражений для безразмерных
напряжений σ̄1 и σ̄2:

Σ0 = ασ̄1 + (1− α)σ̄2, (8)

где Σ0 = P/(bHσ0), α = 2h1/H.
Выразим σ̄2 из (8):

σ̄2 =
Σ0 − ασ̄1
1− α .

С учетом уравнений (5)–(7) получим систему уравнений:

dω1

dt̄
=

C̄σ̄m1
(1− ω1)m

f(c̄m1(t̄)), ω1(0) = 0; (9)

dω2

dt̄
=

C̄(Σ0 − ασ̄1)m
(1− α)m(1− ω2)m

f(c̄m2(t̄)), ω2(0) = 0; (10)

∫ t̄

0

σ̄n1
(1− ω1)n

dτ̄ = B̄

∫ t̄

0

(Σ0 − ασ̄1)n
(1− α)n(1− ω2)n

dτ̄ , (11)

где ω1 = ω1(t̄), ω2 = ω2(t̄) и σ̄1 = σ̄1(t̄)— неизвестные величины.
В расчетах принят линейный вид функции от интегрально средних кон-

центраций f(c̄mi):

f(c̄mi(t̄)) = 1 + ac̄mi(t̄), i = 1, 2,

где константа a определяется из эксперимента на длительную прочность об-
разцов материала, находящихся в активной среде. В [11] для испытаний на
длительную прочность образцов из углеродистой стали, находящихся в вы-
сокотемпературной воздушной среде [12], определено значение данной вели-
чины, равное a = 9.5.
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Разрушение каждой части стержня определяется условиями ω1(t̄
∗
1) = 1

и ω2(t̄
∗
2) = 1. Общее время до разрушения всего составного стержня опреде-

ляется величиной t̄∗ = min{t̄∗1, t̄∗2}.
Результатом решения задачи являются зависимости величин σ̄i = σ̄i(t̄),

ωi = ωi(t̄), i = 1, 2.

4. Пример численного расчета. Численное решение задачи (9)–(11)
осуществлялось методом «шагами по времени», широко применяемым в тео-
рии неупругого реологического деформирования.

В качестве примера для численного расчета использовались следующие
модельные значения параметров, фигурирующие в соотношениях (9)–(11):

m = n = 3, C̄ = 2, K1 = 1, K2 = 2, B̄ = 2, α = 0.5, Σ0 = 0.5.

Типичные расчетные зависимости для величин σ̄i = σ̄i(t̄), ωi = ωi(t̄),
i = 1, 2, показаны на рис. 2.

Рис. 2. Графики зависимостей величин σ̄i = σ̄i(t̄), ωi = ωi(t̄), i = 1, 2
[Figure 2. Graphs of dependences of quantities σ̄i = σ̄i(t̄), ωi = ωi(t̄), i = 1, 2]

5. Анализ полученных результатов. Выполнен параметрический ана-
лиз задачи для различных значений m, n, K1, K2, α и Σ0.

Предварительный анализ показал следующее:
1) с ростом значения D̄ = D2/D1, характеризующего отношение коэффи-

циентов диффузии активной среды в части составного стержня, время
до разрушения t̄∗ составного стержня уменьшается;

2) с ростом показателей степеней n = m в определяющих и кинетических
соотношениях время до разрушения составного стержня увеличивает-
ся.

В статье [4] выполнено исследование аналогичного составного стержня без
влияния активной среды и показано, что коэффициент B̄ = B2/B1 влияет на
характер накопления поврежденности и на очередность разрушения частей
составного стержня. Этот характер влияния коэффициента B̄ на очередность
разрушения частей составного стержня также справедлив и для настоящего
исследования. Но в отличие от [4] в настоящей статье определение времен до
разрушения составного стержня дополнительно зависит еще от диффузион-
ных процессов в частях составного стержня.
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Заключение. Проведено исследование напряженно-деформированного
состояния и определено время до разрушения составного стержня при пол-
зучести в условиях воздействия на него активной окружающей среды и рас-
тягивающей нагрузки.

Изучение и моделирование таких процессов является предварительным
опорным исследованием перспективной задачи о защите внешних частей со-
ставного стержня при его контакте с рабочей активной средой в условиях
длительного действия нагрузки и повышенных температур.

На основе кинетической теории ползучести и длительной прочности
Ю. Н.Работнова получены зависимости накопления поврежденности от вре-
мени в элементах составного стержня, при этом учтено диффузионное про-
никновение элементов активной среды в части стержня с различными коэф-
фициентами диффузии.

В результате проведенного исследования проанализировано влияние па-
раметров моделей ползучести и длительной прочности, коэффициентов диф-
фузии на время до разрушения составного стержня. Такого рода исследова-
ния могут способствовать рациональному выбору необходимых материалов
составных конструкций, работающих в активной среде.

Результаты настоящей работы могут быть применены в энергетическом
машиностроении, авиационно-космической отрасли, судостроении и нефтехи-
мическом машиностроении.
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Abstract

The stress-strain state and long-term strength of a composite tensile
rod under creep conditions in the presence of an active environment are
considered. The structure consists of a central rod and two symmetrically
arranged rods relative to the central one, connected with perfect adhesion.
The creep of each of the three parts of the rod is described by a power
rheological model with different parameter values. To determine the time to
failure, a kinetic equation is used to describe damage accumulation during
creep, which has the same structure for all rods. The influence of the active
environment is determined by the diffusion penetration of its elements into
the rod material. An approximate method of solving the diffusion equation is
used, based on introducing a diffusion front. The distribution of stresses over
time is analyzed considering the penetration of the active environment into
different parts of the rod with varying diffusion coefficients. A parametric
analysis is carried out on the influence of stresses and parameters of the
rheological models of the composite rod materials on the stress-strain state
and long-term strength as elements of the rod system and the three-rod
system as a whole. The relationship between time to failure and the ratio
of diffusion coefficients of the active environment in the elements of the
composite rod is determined.
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