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Abstract

Recently, the author defined and developed a new integral transform
namely the Khalouta transform, which is a generalization of many well-
known integral transforms. The aim of this paper is to extend this new inte-
gral transform to include different fractional derivative operators. The frac-
tional derivatives are described in the sense of Riemann–Liouville, Liouville–
Caputo, Caputo–Fabrizio, Atangana–Baleanu–Riemann–Liouville, and Atan-
gana–Baleanu–Caputo. Theorems dealing with the properties of the Khalouta
transform for solving fractional differential equations using the mentioned
fractional derivative operators are proven. Several examples are presented to
verify the reliability and effectiveness of the proposed technique. The results
show that the Khalouta transform is more efficient and useful in dealing
with fractional differential equations.
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Liouville derivative, Liouville–Caputo derivative, Caputo–Fabrizio deriva-
tive, Atangana–Baleanu–Riemann–Liouville derivative, Atangana–Baleanu–
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1. Introduction. Nowadays, the field of fractional calculus is one of the most
vital fields for many researchers and scientists from all over the world, where frac-
tional calculus plays an important role in modeling and describing many phenom-
ena in many fields including quantum mechanics, plasma physics, chemistry, bi-
ology, psychology, electromagnetic theory and other different fields of science and
engineering, see the papers, [1–5]. Due to the increasing applications of fractional
calculus, there has been great interest in solving fractional differential equations.

Over the past decades, mathematicians and physicists have devoted great
efforts to finding robust and stable methods for solving fractional differential
equations representing real physical problems. Among these methods, the integral
transform method is considered one of the most effective methods to solve this
kind of equations.

There are many integral transforms that are used in different fields of science
such as physics, engineering, astronomy, etc. In particular, for solving fractional
differential equations, integral transforms are widely used and many research
works are carried out on the theory and applications of the Laplace transform,
Fourier transform, and Mellin transform. The most common integral transform
with an exponential-type kernel is the Laplace transform. Laplace transform has
proven its dominancy in engineering and applied science applications. In recent
years, many integral transforms with an exponential type kernel have been in-
troduced. In 1993, Watugula [6] presented the Sumudu transform. The natural
transform was developed by Khan [7] in 2008. In 2011, Elzaki invented the Elzaki
transform [8]. Atangana and Kiliçman [9] in 2013, defined the novel transform.
In 2015, Srivastava et al. [10] introduced the M-transform. In 2016, many trans-
forms were proposed, such as the ZZ transform by Zafar [11], Ramadan Group
transform [12], a polynomial transform by Barnes [13], also, a new integral trans-
form was presented by Yang [14]. In 2017, other transforms were introduced, such
as the Aboodh transform [15] and the Rangaig transform [16], while the Shehu
transform [17] was created in 2019, by Maitama and Zhao.

In 2023, the author proposed a new integral transform called the Khalouta
transform [18], which is a new efficient technique to solve differential equations
with real applications in applied physical sciences and engineering. The advantages
of this new integral transform lie in the following:

1) this transform covers those existing transforms such as Laplace, Aboodh,
Elzaki, Sumudu, natural, Shehu, and ZZ transforms for different values of
the transform variables;

2) this method transforms the differential problem into an algebraic problem
that can be easily solved;

3) the Khalouta transform method finds the solution without any discretiza-
tion, transformation or restrictive assumptions;

4) the Khalouta transform method can be used to solve a large number of
differential equations with minimal computational effort.

The main objective of this paper is to study the relationship between the
Khalouta transform and five different fractional derivative operators and then to
use the results obtained to solve fractional differential equations.

The outline of the paper is as follows. In Sect. 2, we explain some of the basic
concepts and properties of fractional calculus theory. In Sect. 3, we present the
definition of the Khalouta transform and some of its important properties that
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we need in our work. In Sect. 4, we prove the results and examine the relationship
between the Khalouta transform with the Riemann–Liouville fractional deriva-
tive, Liouville–Caputo fractional derivative, Caputo–Fabrizio fractional deriva-
tive, Atangana–Baleanu–Riemann–Liouville derivative, and Atangana–Baleanu–
Caputo derivative, as well as some new results. In Sect. 5, we provide various
numerical examples to illustrate the precision of the results of the previous sec-
tions. Finally, the conclusion is given in Sect. 6.

2. Preliminary Concepts. In this section, we present some essential con-
cepts of fractional calculus necessary to prove our main results.

Definition 1 [19]. The Riemann–Liouville fractional integral with order α > 0
for a function u ∈ L1(R+) is defined by

I
αu(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1u(τ)dτ, (1)

where Γ( · ) is the Euler gamma function.

Definition 2 [19]. The Riemann–Liouville fractional derivative with order
α > 0 for a function u ∈ L1(R+) is defined by

D
αu(t) =

dn

dtn
I
n−αu(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

0
(t− τ)n−α−1u(τ)dτ, (2)

where n− 1 < α 6 n, n = [α] + 1 with [α] being the integer part of α.

Definition 3 [19]. The Liouville–Caputo fractional derivative with order α > 0
for a function u is defined by

Dαu(t) = I
n−α d

n

dtn
u(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0
(t− τ)n−α−1u(n)(τ)dτ, (3)

where n− 1 < α 6 n, n = [α] + 1 with [α] being the integer part of α.

Definition 4 [19]. The two-parameter Mittag–Leffler function is defined by

Eα,β(z) =
∞∑

i=0

zi

Γ(iα+ β)
, α, β > 0, z ∈ C. (4)

If β = 1, equation (4) reduced to the one-parameter Mittag–Leffler function as
follows

Eα(z) =

∞∑

i=0

zi

Γ(iα+ 1)
, α > 0, z ∈ C.

Now, for n = 1 in equation (3), if transformations happen as follows

(t− τ)−α −→ exp
(
−α(t− τ)

1− α

)
and

1

Γ(1− α)
−→ CF(α)

1− α
,

the new definition of fractional derivative operator is expressed by Caputo and
Fabrizio.
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Definition 5 [20]. The Caputo–Fabrizio fractional derivative with order α
when 0 < α 6 1 for a function u ∈ H1(R+) is defined by

Dαu(t) =
CF(α)

1− α

∫ t

0
u′(τ) exp

(
−α(t− τ)

1− α

)
dτ,

where CF(α) is a normalization function that satisfies CF(0) = CF(1) = 1.

The above Caputo–Fabrizio fractional derivative was later modified by Jorge
Losada and Juan José Nieto as

Definition 6 [21]. The Caputo-Fabrizio fractional derivative with order α
when 0 < α 6 1 for a function u ∈ H1(R+) is defined by

Dαu(t) =
(2− α)CF(α)

2(1− α)

∫ t

0
u′(τ) exp

(
−α(t− τ)

1− α

)
dτ. (5)

For CF(α) = 2/(2− α) in equation (5), we have

Dαu(t) =
1

1− α

∫ t

0
u′(τ) exp

(
−α(t− τ)

1− α

)
dτ. (6)

Definition 7 [21]. The Caputo–Fabrizio fractional derivative with order α+n
when 0 < α 6 1 and n > 1 is defined by

Dα+nu(t) = Dα
(
Dnu(t)

)
. (7)

Definition 8 [22]. Let a function u(t) ∈ H1(R+) and n− 1 < α < n, n ∈ N
∗,

then the Atangana–Baleanu–Riemann–Liouville fractional derivative with order
α is defined by

ABRDαu(t) =
AB(α)
1− α

dn

dtn

∫ t

0
u(τ)Eα

(
−α(t− τ)α

1− α

)
dτ, (8)

and the Atangana–Baleanu–Caputo fractional derivative with order α is defined
by

ABCDαu(t) =
AB(α)
1− α

∫ t

0
u(n)(τ)Eα

(
−α(t− τ)α

1− α

)
dτ, (9)

where AB(α) represents the normalization function that satisfies the conditions
AB(0) = AB(1) = 1 and Eα( · ) is the Mittag–Leffler function for one-parameter.

3. Khalouta transform. Recently, the author introduced a new integral
transform, called the Khalouta transform, which is applied to solve ordinary and
partial differential equations. For more details, see [18].

Definition 9. The Khalouta transform of the function u(t) of exponential
order is defined over the set of functions

S =
{
u(t) : ∃ K,ϑ1, ϑ2 > 0, |u(t)| < K exp(ϑj |t|), if t ∈ (−1)j × [0,∞)

}
,

by the following integral

KH[u(t)] = K(s, γ, η) =
s

γη

∫ ∞

0
exp

(
− st

γη

)
u(t)dt, (10)
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where s, γ, η > 0 are the Khalouta transform variables.

Some basic properties of the Khalouta transform are given as follows.

Property 1. The Khalouta transform is a linear operator. That is, if λ and µ
are non-zero constants, then

KH[λu(t)± µv(t)] = λKH[u(t)]± µKH[v(t)].

Property 2. If u(n)(t) is the n-th derivative of the function u(t) ∈ S with
respect to “t” then its Khalouta transform is given by

KH[u(n)(t)] =
sn

γnηn
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)n−k
u(k)(0).

Property 3 (Convolution property). Suppose K1(s, γ, η) and K2(s, γ, η) are
the Khalouta transforms of u1(t) and u2(t), respectively, both defined in the set S.
Then the Khalouta transform of their convolution is given by

KH[(u1 ∗ u2)(t)] =
γη

s
K1(s, γ, η)K2(s, γ, η),

where u1 ∗ u2 is convolution of two functions defined by

(u1 ∗ u2)(t) =
∫ t

0
u1(τ)u2(t− τ)dτ =

∫ t

0
u1(t− τ)u2(τ)dτ.

Property 4. Khalouta transform of some basic functions

KH[1] = 1,

KH[t] =
γη

s
,

KH

[ tn
n!

]
=

γnηn

sn
, n = 0, 1, 2, . . . ,

KH

[ tα

Γ(α+ 1)

]
=

γαηα

sα
, α > −1,

KH[exp(at)] =
s

s− aγη
.

4. Main results. In this section, we prove new theorems related to the
Khalouta transform of different fractional deriative operators, namely Riemann–
Liouville fractional derivative, Liouville–Caputo fractional derivative, Caputo–
Fabrizio fractional derivative, Atangana–Baleanu–Riemann–Liouville fractional
derivative, and Atangana–Baleanu–Caputo fractional derivative. Moreover, we
prove a new and important results in solving fractional differential equations.

Theorem 1. If K(s, γ, η) is the Khalouta transform of the function u(t), then
the Khalouta transform of the Riemann–Liouville fractional integral for u(t) with
order α, is given by

KH[Iαu(t)] =
γαηα

sα
K(s, γ, η).
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P r o o f. Taking the Khalouta transform of both sides of equation (1) and using
Properties 3 and 4, we get

KH[Iαu(t)] = KH

[
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1u(τ)dτ

]
=

= KH

[ 1

Γ(α)
tα−1 ∗ u(t)

]
=
γη

s
KH

[ tα−1

Γ(α)

]
KH[u(t)] =

=
γαηα

sα
K(s, γ, η).

The proof is complete. �

Theorem 2. Let n ∈ N
∗ and α > 0 such that n− 1 < α 6 n and K(s, γ, η) is

the Khalouta transform of the function u(t), then the Khalouta transform of the
Riemann–Liouville fractional derivative of u(t) with order α, is given by

KH[Dαu(t)] =
sα

γαηα
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)k+1
D
α−k−1u(0).

P r o o f. According to the definition of the Riemann–Liouville fractional deriva-
tive (2)

D
αu(t) =

dn

dtn
I
n−αu(t),

let
v(t) = I

n−αu(t), (11)

then

D
αu(t) =

dn

dtn
v(t) = v(n)(t). (12)

Taking the Khalouta transform of both sides of equation (11) and using The-
orem 1, we get

V(s, γ, η) = KH[v(t)] = KH[In−αu(t)] =
γn−αηn−α

sn−α
K(s, γ, η), (13)

where V(s, γ, η) is the Khalouta transform of the function v(t).
Applying the Khalouta transform on both sides of equation (12) and using

Property 2, we get

KH[Dαu(t)] = KH[v(n)(t)] =
sn

γnηn
V(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)n−k
v(k)(0) =

=
sn

γnηn
V(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)k+1
v(n−k−1)(0). (14)

From equation (11), we have

v(n−k−1)(0) =
dn−k−1

dtn−k−1
v(0) =

dn−k−1

dtn−k−1
I
n−αu(0) = D

α−k−1u(0). (15)
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Thus, by replacing equations (13) and (15) in equation (14), we obtain

KH[Dαu(t)] =
sα

γαηα
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)k+1
D
α−k−1u(0).

The proof is complete. �

Theorem 3. Let n ∈ N
∗ and α > 0 such that n− 1 < α 6 n and K(s, γ, η) is

the Khalouta transform of the function u(t), then the Khalouta transform of the
Liouville–Caputo fractional derivative of u(t) with order α, is given by

KH[Dαu(t)] =
sα

γαηα
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
u(k)(0).

P r o o f. We put
v(t) = u(n)(t). (16)

Then, according to the definition of the Liouville–Caputo fractional derivative
in equation (3), we have

Dαu(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

0
(t− τ)n−α−1u(n)(τ)dτ =

=
1

Γ(n− α)

∫ t

0
(t− τ)n−α−1v(τ)dτ = I

n−αv(t). (17)

Taking the Khalouta transform of both sides of equation (17) and using The-
orem 1, we get

KH[Dαu(t)] = KH[In−αv(t)] =
γn−αηn−α

sn−α
V(s, γ, η), (18)

where V(s, γ, η) is the Khalouta transform of the function v(t).
Applying the Khalouta transform on both sides of equation (16) and using

Property 2, we get

KH[v(t)] = KH[u(n)(t)],

V(s, γ, η) =
sn

γnηn
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)n−k
u(k)(0).

Therefore, equation (18) becomes

KH[Dαu(t)] =
γn−αηn−α

sn−α

(
sn

γnηn
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)n−k
u(k)(0)

)
=

=
sα

γαηα
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)α−k
u(k)(0).

The proof is complete. �

413



Kha l o u t a A.

Theorem 4. Let K(s, γ, η) be the Khalouta transform of the function u(t), then
the Khalouta transform of the Caputo–Fabrizio fractional derivative of u(t) with
order α+ n when 0 < α 6 1 and n ∈ N ∪ {0}, is given by

KH[Dα+nu(t)] =
s

s− α(s− γη)

(
sn

γnηn
K(s, γ, η)−

n∑

k=0

sn−k

γn−kηn−k
u(k)(0)

)
.

P r o o f. According to the definition of the Caputo–Fabrizio fractional deriva-
tive in equation (6) and using relation (7), we get

KH[Dα+nu(t)] = KH[Dα(Dnu(t))] =

=
1

1− α

s

γη

∫ ∞

0
exp

(
− st

γη

)(∫ t

0
u(n+1)(τ) exp

(
−α(t− τ)

1− α

)
dτ

)
dt =

=
1

1− α

s

γη

∫ ∞

0
exp

(
− st

γη

)(
u(n+1)(t) ∗ exp

(
− αt

1− α

))
dt =

=
1

1− α
KH

[
u(n+1)(t) ∗ exp

(
− αt

1− α

)]
.

Using Properties 2, 3, and 4, we have

KH[Dα+nu(t)] =
1

1− α

γη

s
KH[u(n+1)(t)]KH

[
exp

(
− αt

1− α

)]
=

=
γη

s(1− α) + αγη

(
sn+1

γn+1ηn+1
K(s, γ, η)−

n∑

k=0

( s

γη

)n−k+1
u(k)(0)

)
=

=
s

s− α(s− γη)

(
sn

γnηn
K(s, γ, η)−

n∑

k=0

sn−k

γn−kηn−k
u(k)(0)

)
.

The proof is complete. �

Theorem 5. Let α, β > 0, a ∈ R, and |a| < sα

γαηα
, then

KH[tβ−1Eα,β(−atα)] =
sα−β+1γβ−1ηβ−1

sα + aγαηα
.

P r o o f. Taking the Khalouta transform of the function tβ−1Eα,β(−atα), we
obtain

KH[tβ−1Eα,β(−atα)] =
s

γη

∫ ∞

0
exp

(
− st

γη

)
tβ−1Eα,β(−atα)dt =

=
s

γη

∫ ∞

0
exp

(
− st

γη

)
tβ−1

∞∑

k=0

(−atα)k
Γ(kα+ β)

dt =

=
∞∑

k=0

s

γη

(−a)k
Γ(kα+ β)

∫ ∞

0
exp

(
− st

γη

)
tαk+β−1dt. (19)
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Now, by integration by parts, we have
∫ ∞

0
exp

(
− st

γη

)
tαk+β−1dt =

(γη
s

)αk+β
Γ(kα+ β). (20)

Substituting equation (20) into equation (19), we get

KH[tβ−1Eα,β(−atα)] =
∞∑

k=0

s

γη

(−a)k
Γ(kα+ β)

(γη
s

)αk+β
Γ(kα+ β) =

=
∞∑

k=0

(γη
s

)αk+β−1
(−a)k =

(γη
s

)β−1
∞∑

k=0

(−aγαηα
sα

)k
=

=
(γη
s

)β−1 1

1− (−aγαηα

sα )
=

(γη
s

)β−1 sα

sα + aγαηα
=

=
sα−β+1γβ−1ηβ−1

sα + aγαηα
,

∣∣∣
aγαηα

sα

∣∣∣ < 1.

The proof is complete. �

Theorem 6. Let K(s, γ, η) be the Khalouta transform of the function u(t). Then
the Khalouta transform of the Atangana–Baleanu–Riemann–Liouville fractional
derivative is expressed as

KH[ABRDαu(t)] =
( sα+n−1AB(α)
sαγn−1ηn−1 − α(sαγn−1ηn−1 − γα+n−1ηα+n−1)

)
K(s, γ, η).

P r o o f. Using the definition of the Khalouta transform (10) and the Atangana–
Baleanu–Riemann–Liouville fractional derivative (8), we get

KH

[
ABRDαu(t)

]
= KH

[AB(α)
1− α

dn

dtn

∫ t

0
u(τ)Eα

[
−α(t− τ)α

1− α

]
dτ

]
.

Applying the properties of the Khalouta transform 2 and 3, we get

KH[ABRDαu(t)] =
AB(α)
1− α

KH

[ dn
dtn

(
u(t) ∗ Eα

(
− αtα

1− α

))]
=

=
AB(α)
1− α

(
sn

γnηn
KH

[
u(t)∗Eα

(
− αtα

1− α

)]
−

n−1∑

k=0

( s

γη

)n−k
Dk

(
KH[u(0)∗Eα(0)]

))
=

=
AB(α)
1− α

sn

γnηn
γη

s

( sα

sα + α
1−αγ

αηα
K(s, γ, η)

)
=

=
( sα+n−1AB(α)
sαγn−1ηn−1 − α(sαγn−1ηn−1 − γα+n−1ηα+n−1)

)
K(s, γ, η).

The proof is complete. �

Theorem 7. Let K(s, γ, η) be the Khalouta transform of the function u(t). Then
the Khalouta transform of the Atangana–Baleanu–Caputo fractional derivative is
expressed as

415



Kha l o u t a A.

KH[ABCDαu(t)] =

=
( sαAB(α)
sα − α(sα − γαηα)

)( sn−1

γn−1ηn−1
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)n−k−1
u(k)(0)

)
.

P r o o f. Using the definition of the Khalouta transform (10) and the Atangana–
Baleanu–Caputo fractional derivative (9), we get

KH[ABCDαu(t)] = KH

[AB(α)
1− α

∫ t

0
u(n)(τ)Eα

(
−α(t− τ)α

1− α

)
dτ

]
.

Applying the properties of the Khalouta transform 2 and 3, we get

KH[ABCDαu(t)] =
AB(α)
1− α

KH

[(
u(n)(t) ∗ Eα

(
− αtα

1− α

))]
=

=
AB(α)
1− α

(γη
s
KH[u(n)(t)]KH

[
Eα

(
− αtα

1− α

)])
=

=
AB(α)
1− α

sα

sα + α
1−αγ

αηα
γη

s

(
sn

γnηn
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)n−k
u(k)(0)

)
=

=
sαAB(α)

sα(1− α) + αγαηα

(
sn−1

γn−1ηn−1
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)n−k−1
u(k)(0)

)
=

=
( sαAB(α)
sα − α(sα − γαηα)

)( sn−1

γn−1ηn−1
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)n−k−1
u(k)(0)

)
.

The proof is complete. �

5. Applications. In this section, we demonstrate the simplicity and applica-
bility of the Khalouta transform with different fractional derivative operators to
solve fractional differential equations.

Example 1. Consider the following Riemann–Liouville fractional differential
equation

D
1/2u(t) + u(t) = 0, (21)

with the initial condition
D
−1/2u(0) = 2. (22)

Taking the Khalouta transform of both sides of equation (21) and using The-
orem 2, we get

s1/2

γ1/2η1/2
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)k+1
D
1/2−k−1u(0) +K(s, γ, η) = 0. (23)

Substituting the initial condition (22) into equation (23), we get

( s1/2

γ1/2η1/2
+ 1

)
K(s, γ, η)− 2s

γη
= 0.
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So

K(s, γ, η) =
2sγ−1/2η−1/2

s1/2 + γ1/2η1/2
.

According to Theorem 5, when α = 1/2, β = 1/2, and a = 1, we have

KH[u(t)] = K(s, γ, η) =
2sγ−1/2η−1/2

s1/2 + γ1/2η1/2
= KH

[
2t−1/2E1/2,1/2(−t1/2)

]
. (24)

Taking the inverse Khalouta transform of both sides of equation (24), to obtain

u(t) = 2t−1/2E1/2,1/2(−t1/2).

This is the exact solution of equations (21) and (22), which is the same result
as obtained using the natural transform [23].

Example 2. Consider the following Riemann–Liouville fractional differential
equation

D
αu(t)− λu(t) = f(t), t > 0, n− 1 < α 6 n, (25)

with the initial conditions

D
α−k−1u(0) = ak, k = 0, 1, 2, . . . , (26)

where λ and ak are constants.
Taking the Khalouta transform of both sides of equation (25) and using The-

orem 2, we get

sα

γαηα
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)k+1
D
α−k−1u(0)− λK(s, γ, η) = F(s, γ, η), (27)

where F(s, γ, η) is the Khalouta transform of the function f(t).
Substituting the initial conditions (26) into equation (27), we get

( sα

γαηα
− λ

)
K(s, γ, η)−

n−1∑

k=0

( s

γη

)k+1
bk = F(s, γ, η).

So

K(s, γ, η) =
γαηα

sα − λγαηα
F(s, γ, η) +

n−1∑

k=0

sk+1γα−k−1ηα−k−1

sα − λγαηα
bk =

=
γη

s

sγα−1ηα−1

sα − λγαηα
F(s, γ, η) +

n−1∑

k=0

sk+1γα−k−1ηα−k−1

sα − λγαηα
bk.

According to Theorem 5 and Property 3, we have

KH[u(t)] = K(s, γ, η) =

417



Kha l o u t a A.

=
γη

s
KH[tα−1Eα,α(λt

α)]F(s, γ, η) +
n−1∑

k=0

bkKH[tα−k−1Eα,α−k(λt
α)] =

= KH

[[
tα−1Eα,α(λt

α) ∗ f(t)
]
+

n−1∑

k=0

bkt
α−k−1Eα,α−k(λt

α)

]
=

= KH

[∫ ∞

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
λ(t− τ)α

)
f(τ)dτ +

n−1∑

k=0

bkt
α−k−1Eα,α−k(λt

α)

]
.

(28)

Taking the inverse Khalouta transform of both sides of equation (28), to obtain

u(t) =

∫ ∞

0
(t− ξ)α−1Eα,α

(
λ(t− τ)α

)
f(τ)dτ +

n−1∑

k=0

bkt
α−k−1Eα,α−k(λt

α).

This is the exact solution of equations (21) and (22) which is the same result
as obtained using the Sumudu transform [24].

Example 3. Consider the following Liouville–Caputo fractional differential
equation

Dαu(t) = u(t) + 1, 0 < α 6 1, (29)

with the initial condition
u(0) = 0. (30)

Taking the Khalouta transform of both sides of equation (29) and using The-
orem 3, we get

sα

γαηα
K(s, γ, η) = K(s, γ, η) + 1.

So

K(s, γ, η) =
γαηα

sα − γαηα
.

According to Theorem 5, when β = α+ 1, and a = −1, we have

KH[u(t)] = K(s, γ, η) =
γαηα

sα − γαηα
= KH[tαEα,α+1(t

α)]. (31)

Taking the inverse Khalouta transform of both sides of equation (31), to obtain

u(t) = tαEα,α+1(t
α).

This is the exact solution of equations (29) and (30) which is the same result
as obtained using the Aboodh transform [25].

Example 4. Consider the following Liouville–Caputo fractional Bagley–Torvik
equation

u′′(t) +D3/2u(t) + u(t) = 1 + t, (32)

with the initial conditions
u(0) = u′(0) = 1. (33)
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Taking the Khalouta transform of both sides of equation (32) and using Prop-
erties 2, 4 and Theorem 3, we get

s2

γ2η2
K(s, γ, η)− s2

γ2η2
u(0)− s

γη
u′(0) +

s3/2

γ3/2η3/2
K(s, γ, η)−

− s3/2

γ3/2η3/2
u(0)− s1/2

γ1/2η1/2
u′(0) +K(s, γ, η) = 1 +

γη

s
. (34)

Substituting the initial conditions (33) into equation (34), we get

( s2

γ2η2
+

s3/2

γ3/2η3/2
+ 1

)
K(s, γ, η) =

= 1 +
γη

s
+

s2

γ2η2
+

s

γη
+

s3/2

γ3/2η3/2
+

s1/2

γ1/2η1/2
. (35)

Then, equation (35) becomes

( s2

γ2η2
+

s3/2

γ3/2η3/2
+ 1

)
K(s, γ, η) =

(
1 +

γη

s

)( s2

γ2η2
+

s3/2

γ3/2η3/2
+ 1

)
.

So
KH[u(t)] = K(s, γ, η) = 1 +

γη

s
. (36)

Taking the inverse Khalouta transform of both sides of equation (36), to obtain

u(t) = 1 + t.

This is the exact solution of equations (32) and (33), which is the same result
as obtained using the Shehu transform [26].

Example 5. Consider the following Caputo–Fabrizio fractional differential
equation

Dαu(t) = t, 0 < α 6 1, (37)

with the initial condition
u(0) = c, c ∈ R. (38)

Taking the Khalouta transform of both sides of equation (37) and using The-
orem 4, we get

1

s− α(s− γη)
[sK(s, γ, η)− su(0)] = KH[t], (39)

Substituting the initial condition (38) into equation (39) and using Property 4,
we get

s

s− α(s− γη)
[K(s, γ, η)− c] =

γη

s
.

So

KH[u(t)] = K(s, γ, η) =
γη(s− α(s− γη)) + cs2

s2
= c+(1−α)γη

s
+α

γ2η2

s2
. (40)
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Taking the inverse Khalouta transform of both sides of equation (40), we get

u(t) = c+ (1− α)t+ α
t2

2
. (41)

Note that, when α = 1 in equation (41), we obtain

u(t) = c+
t2

2
.

This is the exact solution of equations (37) and (38) which is the same result
as that obtained using the Laplace transform [27].

Example 6. Consider the following Caputo–Fabrizio fractional differential
equation

Dαu(t) + u(t) = 0, 0 < α 6 1, (42)

with the initial condition
u(0) = 1. (43)

Taking the Khalouta transform of both sides of equation (42) and using The-
orem 4, we get

1

s− α(s− γη)
[sK(s, γ, η)− su(0)] +K(s, γ, η) = 0. (44)

Substituting the initial condition (43) into equation (44), we get

1

s− α(s− γη)
[sK(s, γ, η)− s] +K(s, γ, η) = 0.

So

KH[u(t)] = K(s, γ, η) =
s

(2− α)s+ αγη
=

1

2− α

( s

s+ α
2−αγη

)
. (45)

Taking the inverse Khalouta transform of both sides of equation (45), we get

u(t) =
1

2− α
exp

(
− α

2− α
t
)
. (46)

Note that, when α = 1 in equation (46), we obtain

u(t) = exp(−t).

This is the exact solution of equations (42) and (43), which is the same result
as that obtained using the Sumudu transform [28].

Example 7. Consider the following Atangana–Baleanu–Riemann–Liouville frac-
tional differential equation

ABRDαu(t) + u(t) = f(t), 0 < α 6 1, (47)

with the initial condition
u(0) = 0. (48)
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Taking the Khalouta transform of both sides of equation (47) and using The-
orem 6, we get

( sαAB(α)
sα − α(sα − γαηα)

)
K(s, γ, η) +K(s, γ, η) = KH[f(t)]. (49)

Simplifying equation (49), then we have

K(s, γ, η) =
( sα − α(sα − γαηα)

sαAB(α) + sα − α(sα − γαηα)

)
F(s, γ, η). (50)

Taking the inverse Khalouta transform of both sides of equation (50), we get

u(t) = KH
−1

[( sα − α(sα − γαηα)

sαAB(α) + sα − α(sα − γαηα)

)
F(s, γ, η)

]
.

If f(t) = sin(t), then equation (47) becomes

ABRDαu(t) + u(t) = sin(t), 0 < α 6 1,

and the exact solution is

u(t) = KH
−1

[ sα − α(sα − γαηα)

sαAB(α) + sα − α(sα − γαηα)

sγη

s2 + γ2η2

]
. (51)

Note that, when α = 1 in equation (51), we obtain

u(t) = KH
−1

[ γη

s+ γη

sγη

s2 + γ2η2

]
=

= KH
−1

[1
2

s

s+ γη
− 1

2

s2

s2 + γ2η2
+

1

2

sγη

s2 + γ2η2

]
=

=
1

2

(
exp(−t)− cos(t) + sin(t)

)
.

This is the exact solution of equations (47) and (48), which is the same result
as obtained using the Shehu transform [29].

Example 8. Consider the following Atangana–Baleanu–Caputo fractional dif-
ferential equation

ABCDαu(t) = u(t), 0 < α 6 1, (52)

with the initial condition
u(0) = 1. (53)

Taking the Khalouta transform of both sides of equation (52) and using The-
orem 7, we get

sαAB(α)
sα(1− α) + αγαηα

(
K(s, γ, η)− u(0)

)
= K(s, γ, η). (54)

Substituting the initial condition (53) into equation (54), we get

sαAB(α)
sα(1− α) + αγαηα

(
K(s, γ, η)− 1

)
= K(s, γ, η).
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So

K(s, γ, η) =
AB(α)

AB(α)− 1 + α− αγαηα

sα

. (55)

Equation (55) can be rewritten as

KH[u(t)] = K(s, γ, η) =
AB(α)(

AB(α)− 1 + α
)
(
1− α

AB(α)− 1 + α

γαηα

sα

)−1
. (56)

Taking the inverse Khalouta transform of both sides of equation (56) and using
Property 4, we get

u(t) =
AB(α)(

AB(α)− 1 + α
)Eα

( α

AB(α)− 1 + α
tα
)
. (57)

Note that, when α = 1 in equation (57), we obtain

u(t) = E1(t) = exp(t).

This is the exact solution of equations (52) and (53), which is the same result
as obtained using the ZZ transform [30].

6. Conclusion. In this paper, we have studied the application of the Khalouta
transform method to obtain exact solutions of homogeneous and inhomogeneous
linear fractional differential equations using different fractional derivative opera-
tors. Various examples have been used to illustrate the effectiveness of this tech-
nique. The results obtained have shown that the Khalouta transform is a powerful
tool and an efficient method for solving initial value problems in the fields of ap-
plied mathematics and engineering. In the future, we hope to extend the Khalouta
transform method to solve initial value problems by considering other fractional-
order differential equations that have not yet been solved analytically.
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Аннотация

Недавно автором было введено и разработано новое интегральное
преобразование, которое обобщает множество известных интегральных
преобразований. Цель этой работы — расширение данного интегрально-
го преобразования (преобразование Халуты) различными операторами
дробной производной. Рассматриваются дробные производные в смысле
Римана–Лиувилля, Лиувилля–Капуто, Капуто–Фабрицио, Атанганы–Ба-
леану–Римана–Лиувилля и Атанганы–Балеану–Капуто. Доказаны тео-
ремы, касающиеся свойств преобразования Халуты для решения дроб-
ных дифференциальных уравнений с использованием указанных опера-
торов дробной производной. Приведено несколько примеров для про-
верки надежности и эффективности предложенной техники. Результа-
ты показывают, что преобразование Халуты является эффективным ин-
струментом при работе с дробными дифференциальными уравнениями.

Ключевые слова: дробные дифференциальные уравнения, преобразо-
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Аннотация

Рассматриваются приближенные решения для уравнения переноса-
диффузии и их предельная функция, изучается принадлежность пре-
дельной функции к пространству Гёльдера, соответствующему регуляр-
ности данных. Цель исследования состоит в том, чтобы построить такое
приближение решения уравнения переноса-диффузии, чтобы его основ-
ное свойство не зависело от величины коэффициента диффузии.

Точнее, рассматривается уравнение переноса-диффузии с постоян-
ным коэффициентом диффузии в целом пространстве R

d со свободным
членом, который может зависеть от искомой функции. Приближенные
решения на каждом шаге дискретизации по времени строятся с исполь-
зованием ядра теплопроводности и локально линеаризованного переме-
щения, соответствующего переносу. Приближенные решения оценива-
ются в предположении, что заданные функции и их производные по
x ∈ R

d до порядка m включительно (m > 2) равномерно ограничены
на [0, τ ] × R

d для каждого τ > 0 и их производные порядка m непре-
рывны по Гёльдеру с показателем α, 2/3 < α 6 1. Оценки не зависят
от величины коэффициента диффузии. На основании этих оценок дока-
зываются равномерная сходимость приближенных решений и их произ-
водных по x до порядка m включительно на [0, τ ] × R

d, сходимость их

производных порядка m в пространстве Гёльдера C0+α′

(Rd), 0 < α′ < α,
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Приближение решения уравнения переноса-диффузии . . .

для каждого t > 0 и непрерывность по Гёльдеру с показателем α про-
изводных по x порядка m предельной функции, которая удовлетворяет
уравнению. То есть показано, что при использовании пространства Гёль-
дера получается та же дифференцируемость предельной функции, как
и дифференцируемость данных, а в предыдущих работах для получения
дифференцируемости порядка m предельной функции предполагалась
дифференцируемость порядка m+ 1 данных.

Ключевые слова: уравнение переноса-диффузии, приближенные ре-
шения, пространство Гёльдера.

Получение: 1 июня 2024 г. / Исправление: 3 октября 2024 г. /
Принятие: 21 октября 2024 г. / Публикация онлайн: 11 ноября 2024 г.

Введение. Хорошо известно, что при изучении уравнений параболиче-
ского типа, в том числе уравнения переноса-диффузии

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x) = κΔu(t, x) + f(t, x, u(t, x)),

часто используются методы, основанные на свойствах эллиптического опе-
ратора, которые дают удобные оценки в пространстве Соболева или в про-
странстве Гёльдера. С использованием этих оценок изучается разрешимость
таких уравнений (см., например, работы [1–4] и многие другие). Отметим,
что метод, основанный на полугруппе операторов (см., например, [5]), также
использует оценки, полученные с помощью эллиптического оператора, но эти
оценки становятся менее полезными в случае, когда коэффициент диффузии
стремится к нулю.

С другой стороны, обратное уравнение Колмогорова, являющееся стоха-
стическим представлением решения параболического уравнения (см., напри-
мер, [6, гл. VIII]), дает возможность охарактеризовать поведение решения
относительно коэффициента диффузии, стремящегося к нулю, выражая ре-
зультаты понятиями теории вероятностей (см. [7] и процитированную там
литературу).

В последние годы опубликовано несколько работ, посвященных построе-
нию такого приближения для уравнения переноса-диффузии, в которых по-
казано, что поведение такого приближения не зависит от величины коэффи-
циента диффузии, и поэтому оно может использоваться даже в случае, когда
коэффициент диффузии стремится к нулю. Действительно, в [8, 9] на каж-
дом шаге дискретизации по времени предложены приближенные решения
для уравнения переноса-диффузии, построенные с помощью ядра теплопро-
водности и локально линеаризованного перемещения, соответствующего пе-
реносу, доказана их равномерная сходимость к решению уравнения переноса-
диффузии. С помощью этих приближенных решений в [10, 11] доказана схо-
димость решения уравнения переноса-диффузии к решению уравнения пе-
реноса. Аналогичные приближенные решения также построены в полупро-
странстве R

d
+ с однородным условием Дирихле (см. [12, 13]) и с однородным

условием Неймана (см. [14]).
В настоящей работе определяются приближенные решения для уравне-

ния переноса-диффузии аналогично [8,9], при этом предполагается, что про-
изводные по x порядка m (m > 2) заданных функций v(t, x), f(t, x, u) и u0(x)
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(смысл этих функций будет ясен из приведенной ниже постановки задачи Ко-
ши) непрерывны по Гёльдеру с показателем α, 2/3 < α 6 1. В этих предполо-
жениях доказывается принадлежность предельной функции, удовлетворяю-
щей уравнению, к пространству Гёльдера Cm+α(Rd) в каждый момент време-
ни. Другими словами, использование непрерывности по Гёльдеру в настоящей
работе улучшает отношение регулярности предельной функции с регулярно-
стью данных. Действительно, в предыдущих работах получались ограничен-
ные производные по x второго порядка предельной функции в предположе-
нии, что заданные функции v(t, x), f(t, x, u) и u0(x) обладают ограниченными
производными по x третьего порядка. Следует также отметить, что оценки
приближенных решений, полученные в настоящей работе, не зависят от ко-
эффициента κ, что дает возможность использовать их в дальнейших исследо-
ваниях поведения решения в случае, когда коэффициент κ стремится к нулю.
Для этого будет полезна идея работ [10,11].

1. Определение приближенных решений и основой результат.
Определим приближенные решения задачи Коши

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x) = κΔu(t, x) + f(t, x, u(t, x)), t > 0, x ∈ R
d, (1)

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
d, (2)

и докажем их сходимость. Здесь и далее

v · ∇ =

d∑

j=1

vj
∂

∂xj
, Δ =

d∑

j=1

∂2

∂x2j
.

Для определения приближенных решений u[n](t, x), n = 1, 2, . . ., для каж-
дого n введем дискретизацию по времени t:

0 = t
[n]
0 < t

[n]
1 < · · · < t

[n]
k−1 < t

[n]
k < · · · , t

[n]
k − t

[n]
k−1 = δn = 2−n

и рассмотрим ядро теплопроводности для t = δn:

Θn(x) =
1

(4πδnκ)d/2
exp

(
− |x|2
4δnκ

)
, x ∈ R

d,

где κ— положительная постоянная. Для каждого n определим приближенное
решение u[n](t, x) соотношениями

u[n](t
[n]
0 , x) = u0(x), (3)

u[n](t
[n]
k , x) =

∫

Rd

Θn(y)u
[n](t

[n]
k−1, x− δnv(t

[n]
k , x)− y)dy +

+ δnf(t
[n]
k−1, x, u

[n](t
[n]
k−1, x)), k = 1, 2, . . . , (4)

u[n](t, x) =
t
[n]
k − t

δn
u[n](t

[n]
k−1, x)+

t− t
[n]
k−1

δn
u[n](t

[n]
k , x) при t

[n]
k−1 6 t 6 t

[n]
k . (5)
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В этой статье используются следующие обозначения (для неотрицатель-
ных целых νj и m и для 0 < α 6 1):

Dν
x =

∂|ν|

∂xν11 · · · ∂xνdd
, ν = (ν1, . . . , νd), |ν| =

d∑

j=1

νj ,

Dν
x,u =

∂|ν|

∂xν11 · · · ∂xνdd ∂uνd+1
, ν = (ν1, . . . , νd, νd+1), |ν| =

d+1∑

j=1

νj ,

‖ϕ‖Cm+α(Rd) = ‖ϕ‖Cm(Rd) +
∑

|ν|=m

[Dν
xϕ]α,Rd ,

‖ϕ‖Cm(Rd) =
∑

|ν|6m

sup
x∈Rd

|Dν
xϕ(x)|,

[Dν
xϕ]α,Rd = sup

x,y∈Rd, x 6=y

|Dν
xϕ(x)−Dν

xϕ(y)|
|x− y|α .

Там, где это не вызывает недоразумения, будем писать ‖ · ‖Cm+α вместо
‖ · ‖Cm+α(Rd) и т.д.

Основным результатом настоящей работы является

Теорема 1. Пусть m ∈ Z, m > 2, 2/3 < α 6 1, 0 < α1 6 1, 0 < α2 6 1.
Предположим, что для каждого τ > 0 справедливы соотношения

sup
06t6τ

‖v(t, · )‖Cm+α(Rd) <∞, (6)

sup
06t6τ

‖∂tv(t, · )‖Cm−1(Rd) <∞, (7)

sup
06t<t′6τ, x∈Rd

|Dν
xv(t, x)−Dν

xv(t
′, x)|

|t− t′|α1
<∞, |ν| = m, (8)

sup
06t6τ, u∈R

‖f(t, · , u)‖Cm+α(Rd)

1 + |u| <∞, (9)

sup
06t6τ, x∈Rd,u∈R

|∂tDν
x,uf(t, x, u)| <∞, |ν| 6 m− 1, (10)

sup
06t<t′6τ, x∈Rd,u∈R

|Dν
x,uf(t, x, u)−Dν

x,uf(t
′, x, u)|

|t− t′|α2
<∞, |ν| = m, (11)

sup
06t6τ, x∈R, u,u′∈R, u 6=u′

|Dν
x,uf(t, x, u)−Dν

x,uf(t, x, u
′)|

|u− u′| <∞, |ν| = m, (12)

‖u0‖Cm+α(Rd) <∞. (13)

Тогда функции u[n](t, x), определенные соотношениями (3)–(5), и их произ-

водные Dν
xu

[n](t, x), |ν| 6 m, сходятся при n → ∞ равномерно на [0, τ ] × R
d

для любого τ > 0 к одной функции u(t, x) и ее производным Dν
xu(t, x) и их

производные порядка m сходятся в норме C0+α′

(Rd) (0 < α′ < α) для каж-
дого t > 0, причем

429



Не мдил и А., К о р иш и Ф., Ф у дж ит а Яш има Х.

(I) существует функция Φm+α(t), определенная условиями (6), (9) и (13)
для v, f, и u0, такая, что функция u(t, x) удовлетворяет неравенству

sup
06t′6t

‖u(t′, · )‖Cm+α(Rd) 6 Φm+α(t) ∀t > 0, (14)

(II) функция u(t, x) удовлетворяет начальному условию (2) поточечно и

уравнению (1) в том смысле, что для любого x ∈ R
d имеет место

равенство

−
∫ +∞

−∞

∂ϕ

∂t
(t)u(t, x)dt =

=

∫ +∞

−∞
ϕ(t)

(
−v(t, x) · ∇u(t, x) + κΔu(t, x) + f(t, x, u(t, x))

)
dt (15)

для любой обладающей непрерывной производной функции ϕ такой, что
ее носитель ограничен и расположен внутри R+.

2. Оценки приближенных решений и их производных. Далее будем
использовать обозначение

τ+ = τ + δ1,

где τ > 0. Прежде всего установим оценку |u[n](t, x)|.
Лемма 1. Пусть u[n](t, x)— функции, определенные соотношениями (3)–

(5). Пусть выполнены предположения теоремы 1. Тогда существует воз-
растающая непрерывная на R+ и независимая от n функция Φ0(t) такая,
что

sup
x∈Rd

|u[n](t, x)| 6 Φ0(t) ∀t > 0. (16)

До к а з ат е л ь ств о. Пусть τ > 0. Положим

Cf = Cf (τ) = sup
(t,x,u)∈[0,τ+]×Rd×R

|f(t, x, u)|
1 + |u| .

Так как

∣∣∣∣
∫

Rd

Θn(y)u
[n](t

[n]
k−1, x− δnv(t

[n]
k , x)− y)dy

∣∣∣∣ 6 sup
ξ∈Rd

|u[n](t[n]k−1, ξ)|,
∣∣f
(
t
[n]
k−1, x, u

[n](t
[n]
k−1, x)

)∣∣ 6 Cf

(
1 + sup

ξ∈Rd

|u[n](t[n]k−1, ξ)|
)
,

из (3), (4) следует, что для A
[0,n]
k = supx∈Rd

∣∣u[n](t[n]k , x)
∣∣ имеем

A
[0,n]
k 6 (1 + δnCf )A

[0,n]
k−1 + δnCf .
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Применяя последнее неравенство k раз, для 0 6 t
[n]
k 6 τ+ имеем

A
[0,n]
k 6 (1 + δnCf )

kA
[0,n]
0 + δnCf

k∑

j=1

(1 + δnCf )
k−j .

Из этого соотношения и (5) вытекает, что существует возрастающая непре-
рывная и независимая от nфункция Φ0(t), удовлетворяющая неравенству (16).
Лемма 1 доказана. �

Замечание. В силу (16) выражение |u[n](t, x)| ограничено в каждом от-
резке времени [0, τ ], поэтому далее норму ‖f(t, · , u)‖Cm+α(Rd) можно считать

ограниченной в каждом отрезке [0, τ ].

Лемма 2. Пусть u[n](t, x)— функции, определенные соотношениями (3)–
(5). Пусть выполнены предположения теоремы 1. Тогда существует воз-
растающая непрерывная на R+ и независимая от n функция Φm(t) такая,
что

sup
x∈Rd,|ν|6m

|Dν
xu

[n](t, x)| 6 Φm(t) ∀t > 0. (17)

До к а з ат е л ь ств о. В силу (16) выражение |u[n](t, x)| ограничено в каж-
дом отрезке времени [0, τ ], поэтому норму ‖f(t, ·, u)‖Cm+α можно считать
ограниченной в каждом отрезке [0, τ ]. Таким образом, лемма 2 доказывается
аналогично [8, 9]. �

3. Оценка приближенных решений в пространстве Гёльдера.
Лемма 3. Пусть u[n](t, x)— функции, определенные соотношениями (3)–

(5). Пусть выполнены предположения теоремы 1. Тогда существует возрас-
тающая непрерывная на R+ и независимая от n функция Φα,m(t), опреде-
ленная условиями (6), (9) и (13) для v, f и u0 такая, что

∑

|ν|=m

[Dν
xu

[n](t, · )]α,Rd 6 Φα,m(t) ∀t > 0. (18)

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим дифференциальный операторDν
x, в ко-

тором |ν| = m. В силу условия (13) и определения (3) имеем

[Dν
xu

[n](t
[n]
0 , · )]α = [Dν

xu0( · )]α <∞. (19)

Пусть x(a) ∈ R
d, x(b) ∈ R

d, x(a) 6= x(b). Из (4) следует, что

(Dν
xu

[n](t
[n]
k , · ))(x(a))− (Dν

xu
[n](t

[n]
k , · ))(x(b)) = D(1) +D(2), (20)

где

D(1) =

∫

Rd

Θn(y)
(
Dν

xu
[n]
(
t
[n]
k−1, x

(a) − δnv(t
[n]
k , x(a))− y

)
−

−Dν
xu

[n]
(
t
[n]
k−1, x

(b) − δnv(t
[n]
k , x(b))− y

))
dy,
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D(2) = δn

(
Dν

xf
(
t
[n]
k−1, x

(a), u[n](t
[n]
k−1, x

(a))
)
−Dν

xf
(
t
[n]
k−1, x

(b), u[n](t
[n]
k−1, x

(b))
))
.

Поскольку для ϕ ∈ Cm+α(Rd) и |ν ′| < m имеет место неравенство

|Dν′
x ϕ( · )(x(a))−Dν′

x ϕ( · )(x(b))|
|x(a) − x(b)|α 6

6

( ∑

|ν′′|=|ν′|+1

sup
ξ∈Rd

|Dν′′

x ϕ( · )(ξ)|
)α(

2 sup
ξ∈Rd

|Dν′

x ϕ( · )(ξ)|
)1−α

<∞,

используя правило дифференцирования сложной функции и предполагая,

что u[n](t
[n]
k−1, · ) ∈ Cm+α(Rd), с учетом условия (6) и леммы 2 получаем

|D(1)| 6 [Dν
xu

[n](t
[n]
k−1, · )]α|x(a) − x(b)|α +

+ δnC

( ∑

|ν′|=m

[Dν′

x u
[n](t

[n]
k−1, · )]α +

∑

|ν′|=m

[Dν′

x v(t
[n]
k , · )]α

)
|x(a) − x(b)|α +

+ δnC|x(a) − x(b)|α, (21)

где C — независимая от n и k постоянная. Аналогичным образом с учетом
условий (9) и (12) имеем

|D(2)| 6 δnC
′
( ∑

|ν′|=m

[Dν′

x u
[n](t

[n]
k−1, ·)]α+

∑

|ν′|=m

[Dν′

x f(t
[n]
k , · , u)]α

)
|x(a)−x(b)|α+

+ δnC|x(a) − x(b)|α. (22)

Из (20)–(22) следует, что существует независимая от n и k постоянная C ′

такая, что

∑

|ν|=m

[Dν
xu

[n](t
[n]
k , · )]α 6 (1 + δnC

′)
∑

|ν|=m

[Dν
xu

[n](t
[n]
k−1, · )]α + δnC

′.

Значит,

∑

|ν|=m

[Dν
xu

[n](t
[n]
k , · )]α 6 (1+ δnC

′)k
∑

|ν|=m

[Dν
xu

[n](t
[n]
0 , · )]α+ δnC ′

k∑

j=1

(1+ δnC
′)k−j

при 0 6 t
[n]
k 6 τ .

Из последнего неравенства, равенства (19) и определения (5) следует, что
существует возрастающая непрерывная и независимая от n функция Φα,m(t),
удовлетворяющая неравенству (18) в отрезке [0, τ ]. Так как τ > 0 произволь-
ная величина, функцию Φα,m(t) можно продолжить на все t > 0, что завер-
шает доказательство леммы 3. �
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4. Сходимость приближенных решений.
Лемма 4. Пусть u[n](t, x)— функции, определенные соотношениями (3)–

(5). Пусть выполнены предположения теоремы 1. Тогда для каждого τ > 0

функции u[n](t, x) и их производные по x ∈ R
d до порядка m включительно

сходятся при n → ∞ равномерно на [0, τ ] × R
d, а их производные порядка

m сходятся в норме C0+α′

(Rd) (0 < α′ < α) для каждого t > 0. Кроме

того, существует функция Φm+α(t), определенная условиями (6), (9) и (13)
для v, f, и u0, такая, что предельная функция u(t, x) последовательности

{u[n](t, x)}∞n=1 удовлетворяет неравенству (14).

До к а з ат е л ь ств о. Лемма будет доказана в три шага.

Шаг 1. Функции u[n](t, x) и их производные по x ∈ R
d до порядка m − 1

включительно сходятся равномерно на [0, τ ]× R
d для любого τ > 0.

Действительно, равномерная сходимость u[n](t, x) и их производных пер-
вого и второго порядков на [0, τ ] × R

d для каждого τ > 0 доказывается так
же, как в [8, 9]. Аналогичным образом с использованием оценки (17) равно-
мерная сходимость может быть доказана и для их производных порядка от 2
до m− 1.

Шаг 2. Докажем, что производные функций u[n](t, x) по x ∈ R
d порядка

m сходятся равномерно на [0, τ ]× R
d для любого τ > 0.

Напомним, что t
[n+1]
2k+2 = t

[n]
k+1, и рассмотрим разность Dν

xu
[n+1](t

[n+1]
2k+2 , x) −

−Dν
xu

[n](t
[n]
k+1, x). Для упрощения записи введем следующие обозначения:

w
[m′,n]
ν′,k (x) = Dν′

x u
[n](t

[n]
k , x), m′ = |ν ′|, ν ′ = (ν ′1, . . . , ν

′
d),

ξn
′

k′ (x, y) = x− δn′v(t
[n′]
k′ , x)− y.

Из (4) следует, что u[n+1](t
[n+1]
2k+2 , x) может быть выражено в виде

u[n+1](t
[n+1]
2k+2 , x) =

∫

Rd

∫

Rd

Θn+1(y1)Θn+1(y2)u
[n+1]

(
t
[n+1]
2k , ξ∗(y1, y2)

)
dy1dy2 +

+ δn+1

∫

Rd

Θn+1(y1)f
(
t
[n+1]
2k , ξn+1

2k+2(x, y1), u
[n+1]

(
t
[n+1]
2k , ξn+1

2k+2(x, y1)
))
dy1 +

+ δn+1f(t
[n+1]
2k+1 , x, U), k = 1, 2, . . . , (23)

где

ξ∗(y1, y2) = ξn+1
2k+2(x, y1)− δn+1v(t

[n+1]
2k+1 , ξ

n+1
2k+2(x, y1))− y2,

U =

∫

Rd

Θn+1(y)u
[n+1]

(
t
[n+1]
2k , ξn+1

2k+1(x, y)
)
dy + δn+1f

(
t
[n+1]
2k , x, u[n+1](t

[n+1]
2k , x)

)
.

С другой стороны, так как Θn(y) =

∫

Rd

Θn+1(y− y1)Θn+1(y1)dy1, для про-

извольной регулярной функции ϕ( · ) имеем
∫

Rd

Θn(y)ϕ(x− y)dy =

∫

Rd

∫

Rd

Θn+1(y2)Θn+1(y1)ϕ(x− y1 − y2)dy1dy2.
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Поэтому из (4) также получим

u[n](t
[n]
k+1, x) =

∫

Rd

∫

Rd

Θn+1(y1)Θn+1(y2)u
[n](t

[n]
k , ξnk+1(x, y1 + y2))dy1dy2 +

+ δnf
(
t
[n]
k , x, u[n](t

[n]
k , x)

)
, k = 1, 2, . . . . (24)

Из (23) и (24) следует, что

Dν
xu

[n+1](t
[n+1]
2k+2 , x)−Dν

xu
[n](t

[n]
k+1, x) =

=

∫

Rd

∫

Rd

Θn+1(y1)Θn+1(y2)
(
Dν

x(U1) +Dν
x(U2)

)
dy1dy2 +

+ δn+1

∫

Rd

Θn+1(y1)D
ν
x(F1)dy1 + δn+1D

ν
x(F2), (25)

где

U1 = u[n+1]
(
t
[n+1]
2k , ξnk+1(x, y1 + y2)

)
− u[n]

(
t
[n]
k , ξnk+1(x, y1 + y2)

)
,

U2 = u[n+1]
(
t
[n+1]
2k , ξ∗(y1, y2)

)
− u[n+1]

(
t
[n+1]
2k , ξnk+1(x, y1 + y2)

)
,

F1 = f
(
t
[n+1]
2k , ξn+1

2k+2(x, y1), u
[n+1]

(
t
[n+1]
2k , ξn+1

2k+2(x, y1)
))

− f
(
t
[n]
k , x, u[n](t

[n]
k , x)

)
,

F2 = f(t
[n+1]
2k+1 , x, U)− f

(
t
[n]
k , x, u[n](t

[n]
k , x)

)
.

В силу условия (6) имеем оценку

|Dν
xU1| 6

∣∣w[m,n+1]
ν,2k

(
ξnk+1(x, y1 + y2)

)
− w

[m,n]
ν,k

(
ξnk+1(x, y1 + y2)

)∣∣+

+ C1δn+1

∑

|ν′|=m

∣∣w[m,n+1]
ν′,2k

(
ξnk+1(x, y1 + y2)

)
− w

[m,n]
ν′,k

(
ξnk+1(x, y1 + y2)

)∣∣+

+C1δn+1

∑

|ν′|=m′, 0<m′<m

∣∣w[m′,n+1]
ν′,2k

(
ξnk+1(x, y1+y2)

)
−w[m′,n]

ν′,k

(
ξnk+1(x, y1+y2)

)∣∣,

где C1 — независимая от n и k постоянная.
С другой стороны, с учетом леммы 2 и условий (6) и (7) имеем

|Dν
xU2| 6

∣∣w[m,n+1]
ν,2k

(
ξ∗(y1, y2)

)
− w

[m,n+1]
ν,2k

(
ξnk+1(x, y1 + y2)

)∣∣+

+ C2δn+1

∑

|ν′|=m

∣∣w[m,n+1]
ν′,2k

(
ξ∗(y1, y2)

)
− w

[m,n+1]
ν′,2k

(
ξnk+1

(
x, y1 + y2)

)∣∣+

+ C2δn+1

∣∣Dν
xv

(
t
[n+1]
2k+1 , ξ

n+1
2k+2(x, y1)

)
−Dν

xv(t
[n]
k+1, x)

∣∣+ C2δ
2
n+1 + C2δn+1|y1|,

где C2 — независимая от n и k постоянная.
Заметим, что в силу леммы 3 имеем оценки

∣∣w[m,n+1]
ν,2k

(
ξ∗(y1, y2)

)
− w

[m,n+1]
ν,2k

(
ξnk+1(x, y1 + y2)

)∣∣ 6
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6 [Dν
xu

[n+1](t
[n+1]
2k , · )]α|ξ∗(y1, y2)− ξnk+1(x, y1 + y2)|α 6

6 [Dν
xu

[n+1](t
[n+1]
2k , · )]αδαn+1

(
δn+1 sup |∂tv|+ sup |∇v|(sup |v|δn+1 + |y1|)

)α

(здесь и далее запишем просто sup вместо sup06t6τ,x∈Rd). Кроме этого, из
условий (6) и (8) следует, что

|Dν
xv(t

[n+1]
2k+1 , ξ

n+1
2k+2(x, y1))−Dν

xv(t
[n]
k+1, x)| 6

6 |Dν
xv(t

[n+1]
2k+1 , x)−Dν

xv(t
[n]
k+1, x)|+

∣∣Dν
xv

(
t
[n+1]
2k+1 , ξ

n+1
2k+2(x, y1)

)
−Dν

xv(t
[n+1]
2k+1 , x)

∣∣ 6

6 C3δ
α1
n+1 + [Dν

xv(t
[n+1]
2k+1 , · )]α(δn+1 sup |v|+ |y1|)α,

где C3 — независимая от n и k постоянная.
Следовательно, учитывая соотношение

∫

Rd

Θn+1|y|αdy = Cαδ
α/2
n+1 (26)

с независимой от n постоянной Cα, определенной числом α, делаем вывод,
что существует независимая от n постоянная C такая, что

sup
x∈Rd

∣∣∣∣
∫

Rd

∫

Rd

Θn+1(y1)Θn+1(y2)
(
Dν

x(U1) +Dν
x(U2)

)
dy1dy2

∣∣∣∣ 6

6 sup
x∈Rd

|w[m,n+1]
ν,2k (x)− w

[m,n]
ν,k (x)|+ Cδn+1

∑

|ν′|=m

sup
x∈Rd

|w[m,n+1]
ν′,2k (x)− w

[m,n]
ν′,k (x)|+

+ Cδn+1

∑

|ν′|=m′, 0<m′<m

sup
x∈Rd

|w[m′,n+1]
ν′,2k (x)− w

[m′,n]
ν′,k (x)|+ Cδ

min(1+α1, 3α/2)
n+1 . (27)

Рассмотрим теперь второе слагаемое правой части (25). В силу леммы 2
и условий (6) и (9) имеем

|Dν
xF1| 6 |w[m,n+1]

ν,2k (x)− w
[m,n]
ν,k (x)|+ C ′

1

∣∣w[m,n+1]
ν,2k

(
ξn+1
2k+2(x, y1)

)
− w

[m,n+1]
ν,2k (x)

∣∣+

+ C ′
1

∑

|ν′|=m′, 0<m′<m

|w[m′,n+1]
ν′,2k (x)− w

[m′,n]
ν′,k (x)|+ C ′

1|u[n+1](t
[n+1]
2k , x)− u[n](t

[n]
k , x)|+

+ C ′
1

∑

|ν′|=m

|f [∗∗]ν′ − f
[∗]
ν′ |+ C ′

1δn+1 + C ′
1|y1|, (28)

где

f
[∗∗]
ν′ = Dν′

x,uf
(
t
[n+1]
2k , ξn+1

2k+2(x, y1), u
[n+1]

(
t
[n+1]
2k , ξn+1

2k+2(x, y1)
))
,

f
[∗]
ν′ = Dν′

x,uf
(
t
[n]
k , x, u[n](t

[n]
k , x)

)
,

а C ′
1 — независимая от n и k постоянная. В силу леммы 3 имеем

|w[m,n+1]
ν,2k (ξn+1

2k+2(x, y1))− w
[m,n+1]
ν,2k (x)| 6
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6 [Dν
xu

[n+1](
[n+1]
2k , · )]α(sup |v|δn+1 + |y1|)α. (29)

Кроме этого, в силу условий (9) и (12) имеем

∣∣∣Dν′

x,uf
(
t
[n+1]
2k , ξn+1

2k+2(x, y1), u
[n+1]

(
t
[n+1]
2k , ξn+1

2k+2(x, y1)
))

−

−Dν′

x,uf
(
t
[n]
k , x, u[n](t

[n]
k , x)

)∣∣∣ 6

6 C ′
2

[(
sup |v|δn+1 + |y1|)

)α
+ sup |∇un+1|

(
sup |v|δn+1 + |y1|)

)
+

+ sup
x∈Rd

|u[n+1](t
[n+1]
2k , x)− u[n](t

[n]
k , x)|

]
, (30)

где C ′
2 — независимая от n и k постоянная. Из (26), (28), (29) и (30) вытекает,

что существует независимая от n и k постоянная C ′ такая, что

sup
x∈Rd

∣∣∣∣
∫

Rd

Θn+1(y1)D
ν
x(F1)dy1

∣∣∣∣ 6 sup
x∈Rd

|w[m,n+1]
ν,2k (x)− w

[m,n]
ν,k (x)|+

+ C ′ ∑

|ν′|=m′, 0<m′<m

sup
x∈Rd

|w[m′,n+1]
ν′,2k (x)− w

[m′,n]
ν′,k (x)|+

+ C ′ sup
x∈Rd

|u[n+1](t
[n+1]
2k , x)− u[n](t

[n]
k , x)|+ C ′δα/2n+1. (31)

Что касается последнего слагаемого правой части (25), то с учетом усло-
вия (10) получаем

|Dν
xF2| 6 |w[m,n+1]

ν,2k (x)− w
[m,n]
ν,k (x)|+

+

∫

Rd

Θn+1(y)
∣∣w[m,n+1]

ν,2k

(
ξn+1
2k+1(x, y)

)
− w

[m,n+1]
ν,2k (x)

∣∣dy +

+C ′′
1

∑

|ν′|=m′, 0<m′<m

|w[m′,n+1]
ν′,2k (x)−w

[m′,n]
ν′,k (x)|+C ′′

1 |u[n+1](t
[n+1]
2k , x)− u[n](t

[n]
k , x)|+

+ C ′′
1

∑

|ν′|=m

∣∣Dν′

x,uf(t
[n+1]
2k+1 , x, U)−Dν′

x,uf
(
t
[n]
k , x, u[n](t

[n]
k , x)

)∣∣+ C ′′
1

√
δn+1, (32)

где C ′′
1 — независимая от n и k постоянная. В силу леммы 3 имеем

|w[m,n+1]
ν,2k (ξn+1

2k+1(x, y))− w
[m,n+1]
ν,2k (x)| 6

6 [Dν
xu

[n+1](t
[n+1]
2k , · )]α(sup |v|δn+1 + |y|)α. (33)

Кроме этого, в силу условий (11) и (12) имеем

∣∣Dν′

x,uf(t
[n+1]
2k+1 , x, U)−Dν′

x,uf
(
t
[n]
k , x, u[n](t

[n]
k , x)

)∣∣ 6

6 C ′′
2

(
δα2
n+1 + |u[n+1](t

[n+1]
2k , x)− u[n](t

[n]
k , x)|+

√
δn+1

)
, (34)
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где C ′′
2 — независимая от n и k постоянная. Из (26), (32), (33) и (34) вытекает,

что существует независимая от n и k постоянная C ′′ такая, что

|Dν
xF2| 6 sup

x∈Rd

|w[m,n+1]
ν,2k (x)− w

[m,n]
ν,k (x)|+

+ C ′′ ∑

|ν′|=m′, 0<m′<m′

sup
x∈Rd

|w[m′,n+1]
ν′,2k (x)− w

[m′,n]
ν′,k (x)|+

+ C ′′|u[n+1](t
[n+1]
2k , x)− u[n](t

[n]
k , x)|+ C ′′δmin(α/2,α2)

n+1 . (35)

Из неравенств (27), (31) и (35) получаем

∑

06|ν|6m

sup
x∈Rd

|Dν
xu

[n+1](t
[n+1]
2k+2 , x)−Dν

xu
[n](t

[n]
k+1, x)| 6

6 (1 + C̃δn+1)
∑

06|ν|6m

sup
x∈Rd

|w[m,n+1]
ν,2k (x)− w

[m,n]
ν,k (x)|+ C̃δ1+β

n+1 ,

где β = min(3α/2−1, α1, α2) и C̃ = C+C ′+C ′′. Таким образом, если положим

Y
[m,n]
k+1 =

∑

06|ν|6m

sup
x∈Rd

|Dν
xu

[n+1](t
[n+1]
2k+2 , x)−Dν

xu
[n](t

[n]
k+1, x)|,

то имеет место неравенство

Y
[m,n]
k+1 6 (1 + δn+1C̃)Y

[m,n]
k + C̃δ1+β

n+1 ,

откуда с учетом соотношения Y
[m,n]
0 = 0

Y
[m,n]
k 6 C̃δ1+β

n+1

k∑

j=0

(1 + δn+1C̃)
k−j

6 δβn+1e
tnk+1C̃ .

Следовательно, напоминая определение Y
[m,n]
k и соотношение (5), получим

∑

06|ν|6m

sup
x∈Rd

|Dν
xu

[n+1](t, x)−Dν
xu

[n](t, x)| 6 δβn+1e
tnk+1C̃ . (36)

Так как β > 0, имеем

∞∑

n=0

δβn+1 =
∞∑

n=0

1

2nβ
<∞.

Значит, из (36) вытекает равномерная сходимость Dν
xu

[n](t, x) при n→ ∞.

Шаг 3. Докажем, что существует функция Φm+α(t), определенная усло-
виями (6), (9) и (13) для v, f, и u0 такая, что предельная функция u(t, x)

удовлетворяет неравенству (14), а для каждого t > 0 Dν
xu

[n](t, x) (|ν| = m)

сходится к Dν
xu(t, x) в норме C0+α′

(Rd) при 0 < α′ < α.
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Действительно, из шагов 1 и 2 следует, что величина sup06t′6t ‖u(t′, ·)‖Cm

ограничена функцией, определенной условиями (6), (9) и (13) для v, f и u0.
Помня об этом, рассмотрим для |ν| = m неравенство

|Dν
xu(t, x)−Dν

xu(t, y)|
|x− y|α 6

|Dν
xu

[n](t, x)−Dν
xu

[n](t, y)|
|x− y|α +

+
|Dν

xu(t, x)−Dν
xu

[n](t, x)|
|x− y|α +

|Dν
xu(t, y)−Dν

xu
[n](t, y)|

|x− y|α .

Из шага 2 следует, что для каждого ε > 0 можно найти nε такое, что

|Dν
xu(t, x)−Dν

xu
[n](t, x)| 6 ε при n > nε.

Следовательно, в силу (18) имеем

|Dν
xu(t, x)−Dν

xu(t, y)|
|x− y|α 6 Φα,m(t) + 1,

откуда получим (14) с Φm+α(t) = Φα,m(t)+Φm(t)+1. Сходимость Dν
xu

[n](t, x)

(|ν| = m) к Dν
xu(t, x) для каждого t > 0 в C0+α′

(Rd) при 0 < α′ < α следует

из (14), (18), равномерной сходимости Dν
xu

[n](t, x) к Dν
xu(t, x) и неравенства

sup
|Dν

xu
[n](t, x(a))−Dν

xu(t, x
(a))− (Dν

xu
[n](t, x(b))−Dν

xu(t, x
(b)))|

|x(a) − x(b)|α′
6

6

(
sup

|Dν
xu

[n](t, x(a))−Dν
xu(t, x

(a))− (Dν
xu

[n](t, x(b))−Dν
xu(t, x

(b)))|
|x(a) − x(b)|α′

)α′/α
×

×
(
sup

∣∣Dν
xu

[n](t, x(a))−Dν
xu(t, x

(a))−
(
Dν

xu
[n](t, x(b))−Dν

xu(t, x
(b))

)∣∣)(α−α′)/α
,

где sup = supx(a),x(b)∈Rd, x(a) 6=x(b) . Лемма 4 доказана. �

5. Переход к пределу. Перед тем как доказать, что предельная функ-
ция u(t, x) удовлетворяет уравнению переноса-диффузии (1), напомним сна-

чала связь между приближенными решениями u[n](t, x) и уравнением (1).

Лемма 5. Пусть τ > 0, а u[n](t, x)— функция, определенная соотношени-

ями (3), (4). Пусть выполнены предположения теоремы 1. Тогда при t
[n]
1 6

6 t
[n]
k 6 τ+ имеем

u[n](t
[n]
k , x)− u[n](t

[n]
k−1, x)

δn
= −v(t[n]k , x) · ∇u[n](t[n]k−1, x) +

+ κΔu[n](t
[n]
k−1, x) + f

(
t
[n]
k−1, x, u

[n](t
[n]
k−1, x)

)
+R, (37)

|R| 6 δα/2n C0, (38)

где C0 — независимая от n постоянная, определенная предположениями.
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До к а з ат е л ь ств о. Согласно формуле Тейлора получаем

u[n]
(
t
[n]
k−1, x− δnv(t

[n]
k , x)− y

)
=

= u[n](t
[n]
k−1, x)− δnv(t

[n]
k , x) · ∇u[n](t[n]k−1, x)− y · ∇u[n](t[n]k−1, x) +

+
1

2

d∑

i,j=1

yiyj
∂2u[n]

∂xi∂xj
(t

[n]
k−1, x) +

+

∫ 1

0
(1− s)

d∑

i,j=1

yiyj

[ ∂2u[n]
∂xi∂xj

(
t
[n]
k−1, x− δnv(t

[n]
k , x)s− ys

)
−

− ∂2u[n]

∂xi∂xj
(t

[n]
k−1, x)

]
ds+

+

∫ 1

0
(1− s)

d∑

i,j=1

[
δ2nvi(x)vj(t, x) + 2δnvi(t, x)yj

]
×

× ∂2u[n]

∂xi∂xj

(
t
[n]
k−1, x− δnv(t

[n]
k , x)s− ys

)
ds. (39)

Так как
∫

Rd

Θn(y)yjdy = 0,

∫

Rd

Θn(y)yiyjdy = 0 для i 6= j,

∫

Rd

Θn(y)y
2
i dy = 2δnκ,

имеем
∫

Rd

Θn(y)y · ∇u[n](t[n]k−1, x)dy = 0,

∫

Rd

Θn(y)

[
1

2

d∑

i,j=1

yiyj
∂2u[n]

∂xi∂xj
(t

[n]
k−1, x)

]
dy = δnκΔu

[n](t
[n]
k−1, x).

С другой стороны, так как m > 2, в силу леммы 3 производные второго
порядка функции u[n] по x непрерывны по Гёльдеру с показателем α, так что

∣∣∣
∂2u[n]

∂xi∂xj
(t

[n]
k−1, x− δnv(t

[n]
k , x)s− ys)− ∂2u[n]

∂xi∂xj
(t

[n]
k−1, x)

∣∣∣ 6

6

[ ∂2u[n]
∂xi∂xj

(t
[n]
k , · )

]

α
(sup |v|δn + |y|)αsα.

Следовательно, с учетом (26) имеем

∣∣∣∣
∫

Rd

Θn(y)

(∫ 1

0
(1− s)

d∑

i,j=1

yiyj

[ ∂2u[n]
∂xi∂xj

(
t
[n]
k−1, x− δnv(t

[n]
k , x)s− ys

)
−

− ∂2u[n]

∂xi∂xj
(t

[n]
k−1, x)

]
ds

)
dy

∣∣∣∣ 6 C1δ
1+α/2
n ,
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где C1 — независимая от n постоянная. Кроме этого, так как производные
второго порядка функции u[n] по x равномерно ограничены (см. лемму 2),
интеграл последнего слагаемого (39), умноженного на Θn(y), ограничен ве-

личиной C2δ
3/2
n с независимой от n постоянной C2.

Принимая во внимание (4), из полученных выше соотношений получаем

u[n](t
[n]
k , x)− u[n](t

[n]
k−1, x) = −δnv(t[n]k−1, x) · ∇u[n](t

[n]
k−1, x) +

+ δnκΔu
[n]
(
t
[n]
k−1, x) + δnf(t

[n]
k−1, x, u

[n](t
[n]
k−1, x)

)
+ δnR

с |R| 6 δ
α/2
n C0. Разделив обе части этого равенства на δn, получим (37).

Лемма 5 доказана. �

Перейдем теперь к доказательству теоремы 1.

До к а з ат е л ь ств о. Введем в рассмотрение функцию

h[n](t) = t
[n]
k−1 при t

[n]
k−1 6 t < t

[n]
k , k = 1, 2, . . . .

Тогда из соотношений (37), (38) и определения (5) получим

∂u[n]

∂t
(t, x) = −v

(
h[n](t+ δn), x

)
· ∇u[n]

(
h[n](t), x

)
+ κΔu[n]

(
h[n](t), x

)
+

+ f
(
h[n](t), x, u[n]

(
h[n](t), x

))
+R при t 6= t

[n]
k .

Продолжим обе части этого равенства на t 6 0 их значениями на 0 < t < t
[n]
1 .

Тогда их свертка по t со стандартной регуляризируюшей функцией %ε(t) дает

%ε ∗t ∂tu[n]( · , x)(t) =
= %ε ∗t

(
−v

(
h[n]( · + δn), x

)
· ∇u[n]

(
h[n]( · ), x

)
+ κΔu[n]

(
h[n]( · ), x

)
+

+ f
(
h[n]( · ), x, u[n]

(
h[n]( · ), x

))
+R

)
(t), (40)

где ∗t обозначает свертку по t.
Учитывая равномерную сходимость производных первого и второго по-

рядка по x приближенных решений (см. лемму 5), нетрудно видеть, что пра-
вая часть равенства (40) сходится равномерно к функции

%ε ∗t
(
−v( · , x) · ∇u( · , x) + κΔu( · , x) + f

(
· , x, u( · , x)

))
(t)

на [0, τ ]× R
d при n→ ∞.

Пусть ϕ(t)— обладающая непрерывной производной функции такая, что
ее носитель ограничен и расположен внутри R+. Тогда из равенства

∫ +∞

−∞
ϕ(t)

(
%ε ∗t

∂u[n]

∂t
( · , x)

)
(t)dt = −

∫ +∞

−∞

(∂ϕ
∂t

∗t %ε
)
(t)u[n](t, x)dt
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и равномерной сходимости приближенных решений u[n](t, x) к функции u на
[0, τ ]× R

d следует, что

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
ϕ(t)

(
%ε ∗t

∂u[n]

∂t
( · , x)

)
(t)dt = −

∫ +∞

−∞

(∂ϕ
∂t

∗t %ε
)
(t)u(t, x)dt.

Следовательно,

−
∫ +∞

−∞

(∂ϕ
∂t

∗t %ε
)
(t)u(t, x)dt =

=

∫ +∞

−∞
(ϕ ∗t %ε)(t)

(
−v(t, x) · ∇u(t, x) + κΔu(t, x) + f(t, x, u(t, x)

))
dt.

Отсюда получается равенство (15) при ε→ 0. Теорема 1 доказана. �

Выводы. В этой работе рассмотрены приближенные решения для урав-
нения переноса-диффузии, построенные путем применения ядра теплопро-
водности на каждом шаге дискретизации по времени, и кроме их сходимо-
сти к решению уравнения переноса-диффузии доказана принадлежность пре-
дельной функции к пространству Гёльдера. Оценки этих приближенных ре-
шений и их предельной функции имеют независимое от коэффициента диф-
фузии поведение, что дает возможность использовать их в дальнейшем ис-
следовании поведения решения в случае, когда коэффициент диффузии стре-
мится к нулю. Также благодаря использованию непрерывности по Гёльдеру
показано, что предельная функция приближенных решений может иметь та-
кую же дифференцируемость по x, как и заданная функция переноса v(t, x),
что является первым шагом в направлении изучения квазилинейных уравне-
ний.
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Abstract

In this paper, approximate solutions for the transport-diffusion equa-
tion in R

d and their limit function are considered and it is proved that the
limit function belongs to the Hölder space corresponding to the regularity
of given functions and satisfies the equation. More precisely, we construct
these approximate solutions by using the heat kernel and the translation cor-
responding to the transport on each step of time discretization. Under the
assumption of the boundedness of given functions and their partial deriva-
tives with respect to the space variables up to the m-th order (m > 2) and
of the α-Hölder continuity of their m-th derivatives (2/3 < α 6 1; if α = 1,
it means the Lipschitz condition), we first establish suitable estimates of
the approximate solutions and then, using these estimates, we prove their
convergence to a function which satisfies the equation and the α-Hölder con-
tinuity of the m-th derivatives with respect to the space variables of the limit
function. Note that these estimates do not depend on the coefficient of dif-
fusion, so they can be used even in the case where the coefficient of diffusion
tends to 0.
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Волновые числа гармонических плоских волн
трансляционных и спинорных перемещений
в полуизотропной термоупругой среде
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Аннотация

Рассматриваются вопросы распространения плоских гармонических
связанных волн температурного инкремента, трансляционных и спи-
норных перемещений в полуизотропном термоупругом теле. Получены
и проанализированы характеристические уравнения для волновых чи-
сел плоских гармонических связанных термоупругих продольных (би-
кубическое уравнение) и поперечных волн перемещений (уравнение 8-й
степени, естественным образом распадающееся на два алгебраических
уравнения 4-й степени). Для продольной волны комплексные амплиту-
ды температурного инкремента, трансляционных и спинорных переме-
щений оказываются также связанными, в отличие от поперечной волны.
С помощью системы символьных вычислений Wolfram Mathematica 13
для волновых чисел поперечных волн получены алгебраические фор-
мы, содержащие многозначные комплексные квадратные и кубические
радикалы.

Ключевые слова: микрополярная термоупругость, полуизотропное те-
ло, трансляционное перемещение, спинорное перемещение, плоская гар-
моническая волна, продольная волна, поперечная волна, волновое чис-
ло, комплексная амплитуда, фазовая плоскость, дисперсионное уравне-
ние.
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Введение и предварительные сведения. Несмотря на многочислен-
ные публикации по теории микрополярных тел и по проблемам распростра-
нения гармонических волн в микрополярных упругих средах [1–9], некоторые
проблемы, существенные как для теории, так и для прикладных вопросов, до
сих пор остаются неисследованными. К указанным проблемам следует отне-
сти следующие.

1. Алгебраические уравнения (дисперсионные соотношения) для волно-
вых чисел в подавляющем большинстве публикаций находятся исклю-
чительно для продольных волн. Так, в монографии [5] отсутствуют
дисперсионные соотношения для поперечных волн в гемитропной сре-
де.

2. Не исследованы вопросы ориентации в пространстве (поляризаций)
для плоских гармонических волн, что препятствует применению тео-
рии микрополярной термоупругости в экспериментах и не позволяет
говорить о завершенности рассматриваемых исследований.

3. Не освещается в должной мере вопрос распространения волны сколь
угодно сложной формы с точки зрения принципа суперпозиции Фурье
[10] и интеграла Фурье.

4. Для гемитропной среды не рассматриваются вопросы существования
зеркальных мод [11]. Отметим, что в изотропном случае они не обра-
зуются и не наблюдаются.

Модели термомеханики упругих полуизотропных микрополярных сред ос-
новываются на энергетических квадратичных формах микрополярных упру-
гих потенциалов [5, 12–26]. Представление упругих потенциалов, описываю-
щих деформирование сплошных микрополярных сред, в общем случае может
быть выполнено только при использовании формализма псевдотензорной ал-
гебры [28–30], однако в итоговом варианте их в конце концов удается привести
к абсолютной тензорной форме [27]. Следует отметить три принципиально
различных способа построения упругих потенциалов.

– Представление (E) связано с разложением определяющих тензоров/ псев-
дотензоров на симметричную и антисимметричную части и последую-
щим понижением их ранга. Это представление наиболее подходит для
конструирования фигур Ная [31–33], позволяющих быстро выяснить ко-
личество определяющих констант, установить наличие/отсутствие свя-
зей между ними [34–37] и, в конце концов, выделить наборы независи-
мых [37].

– Представление (H) — наиболее естественное с точки зрения тензорной
алгебры [41] и наиболее полезное с точки зрения построения новых мо-
делей анизотропных тел [41–44]. Представление (H) позволяет сразу же
редуцировать анизотропное тело к полуизотропному, ультрагемитроп-
ному, изотропному и ультраизотропному.

– Представление (A) основано на системах неприводимых алгебраических
рациональных инвариантов [28,38].

В настоящей статье в рамках развиваемой авторами модели полуизо-
тропного термоупругого микрополярного тела [18–26] исследуются процес-
сы распространения плоских гармонических связанных волн температурного
инкремента, трансляционных и спинорных перемещений в полуизотропном
термоупругом теле. Вычисляются волновые числа продольных и поперечных

446



Волновые числа гармонических плоских волн . . .

плоских гармонических волн. С помощью системы символьных вычислений
Wolfram Mathematica 13 для волновых чисел поперечных и продольных волн
получены алгебраические формы, содержащие многозначные комплексные
квадратные и кубические радикалы.

1. Связанные уравнения динамики и уравнение теплопроводно-
сти полуизотропной микрополярной термоупругости. Уравнения ди-
намики микрополярного континуума выводятся из вариационного принципа
виртуальных перемещений сразу в общей ковариантной форме [13,24]:

∇it
ik = −ρ(fk − ∂2

··
uk),

∇iµ
i·
·k − 2τk = −ρ(lk − I∂2

··
φk).

(1)

Здесь и далее используются терминология и обозначения, принятые в [13].
Причем ∂2

··
= (∂

·
)2 = ∂

·
∂
·
.

Определяющие уравнения полуизотропной микрополярной среды записы-
ваются в форме [13,24]:

t(is) = 2G
(
ν(1− 2ν)−1gisglm + gilgsm

)
ε(lm)+

+GL(c4g
isglmκ

(lm) + c5κ
(is))− 2Gα

∗
1 + ν

1− 2ν
gisθ,

µ(is) = 2GL2(c3gisglm + gilgsm)κ(lm)+

+GL(c4gisg
lmε(lm) + c5ε(is))− 2GL2β

∗
gisθ,

τ i = 2Gc1gisϕ
s +

1

2
GLc6κi,

µi = 2GL2c2 g
isκs +

1

2
GLc6ϕ

i,

Возвращаясь к записи в терминах асимметричных тензоров силовых и
моментных напряжений, получим

tis = G
[
(1 + c1)∇ius + (1− c1)∇sui + 2ν(1− 2ν)−1gis∇ku

k −

− 2c1eislφ
l + Lc4gis∇lφ

l + Lc5∇(iφs) −
1

2
Lc6∇[iφs] − 2α

∗
1 + ν

1− 2ν
gisθ

]
,

µis = GL2
[
(1 + c2)∇iφs + (1− c2)∇sφi + 2c3gis∇lφ

l +

+ L
(
c4gis∇lu

l + c5∇(ius) −
1

2
c6∇[ius] +

1

2
c6εislφ

l
)
− 2β

∗
gisθ

]
.

(2)

Подставив определяющие уравнения (2) в уравнения динамики (1), допол-
нив их уравнением теплопроводности [18,21–26], для полуизотропного микро-
полярного тела получим замкнутую систему дифференциальных уравнений
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с частными производными:

G[(1 + c1)∇s∇su
i + (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇i∇ku

k + 2c1ε
ikl∇kφl +

+ Lc′4∇i∇kφ
k + Lc′5∇k∇kφ

i]− 2Gα
∗
1 + ν

1− 2ν
∇iθ = ρ(∂

·
)2ui,

GL2[(1 + c2)∇s∇sφi + (1− c2 + 2c3)∇i∇kφ
k +

+ L−1c′4∇i∇kuk + L−1c′5∇k∇kui + L−1c′6εisl∇sφl]−
− 2Gc1(2φi − e2εiklg

ks∇su
l)− 2GL2β

∗
∇iθ = ρI(∂

·
)2φi,

λ∇s∇sθ − C∂
·
θ − 2Gα

∗
1 + ν

1− 2ν
θ0∇s∂·u

s − 2GL2β
∗
θ0∇s∂·φ

s= 0,

(3)

где приняты следующие обозначения:

c′4 = c4 +
1

2
c5 +

1

4
c6, c′5 =

1

2
c5 −

1

4
c6, c′6 = −c6.

Система дифференциальных уравнений (3) ковариантна и, следователь-
но, пригодна для любой криволинейной координатной системы в трехмерном
пространстве; иногда проще оперировать с векторной формой уравнений:





(1 + c1)∇ ·∇u+ (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)∇∇ · u+ 2c1∇× φ+

+ Lc′4∇∇ · φ+ Lc′5∇ ·∇φ− 2α
∗
1 + ν

1− 2ν
∇θ = ρG−1(∂

·
)2u,

(1 + c2)∇ ·∇φ+ (1− c2 + 2c3)∇∇ · φ+ L−1c′4∇∇ · u+

+ L−1c′5∇ ·∇u+ L−1c′6∇× φ− 2L−2c1(2φ−∇× u)−
− 2β

∗
∇θ = ρIG−1L−2(∂

·
)2φ,

∇ ·∇θ−Cλ−1∂
·
θ−2Gλ−1α

∗
1 + ν

1− 2ν
∇ · ∂

·
u− 2Gλ−1L2β

∗
∇ · ∂

·
φ = 0,

(4)

где выполнена замена Cθ−1
0 −→ C, λθ−1

0 −→ λ.
Система дифференциальных уравнений в частных производных (4), за-

писанная в терминах вектора трансляционных перемещений u, вектора спи-
норных перемещений φ и температурного инкремента θ, служит основой для
исследования сильных и слабых разрывов в микрополярной гемитропной сре-
де, а также волновых процессов, которые в рассматриваемом случае харак-
теризуются одновременным распространением прямых и зеркальных мод.

2. Распространение плоских связанных гармонических волн в
полуизотропном термоупругом микрополярном теле. Рассмотрим за-
дачу о распространении связанной гармонической плоской волны с частотой
ω. В этом случае поля температурного инкремента, трансляционных и спи-
норных перемещений можно представить в форме

u = AΦ, φ = SΦ, θ = BΦ, Φ = eiArgΦ, ArgΦ = k · r− ωt, (5)

где k— волновой вектор; r— радиус-вектор; ω— циклическая частота гар-
монической волны; A, S— векторы комплексных амплитуд трансляционных
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и спинорных перемещений соответственно; B — (комплексная) амплитуда тем-
пературного инкремента; Φ— фазовый множитель; ArgΦ— фаза плоской вол-
ны. ArgΦ = const— фазовые плоскости. При этом для существования связан-
ной термоупругой волны необходимо выполнение условия

B2 6= 0.

Производные полей температурного инкремента, трансляционных и спи-
норных перемещений (5) вычисляются согласно соотношениям

∇ ·∇u = −k2AΦ, ∇ ·∇φ = −k2SΦ,
∇∇ · u = −k(k ·A)Φ, ∇∇ · φ = −k(k · S)Φ,
∇× u = ik×AΦ, ∇× φ = ik× SΦ,

(∂
·
)2u = −ω2AΦ, (∂

·
)2φ = −ω2SΦ,

∇ · ∂
·
u = ωk ·AΦ, ∇ · ∂

·
φ = ωk · SΦ,

∇ ·∇θ = −k2BΦ, ∂
·
θ = −iωBΦ,

(6)

где k2 = k ·k. Отметим, что k = ks, k— комплексное число, s— вещественный
вектор.

Учитывая соотношения (6), после ряда преобразований получим систему
уравнений, связывающую волновой вектор k, циклическую частоту ω, векто-
ры поляризации плоской волны A, S и амплитуду B:





[ρG−1ω2 − (1 + c1)k
2]A− (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)k(k ·A) +

+ 2c1ik× S− Lc′4k(k · S)− Lc′5k
2S− 2α

∗
1 + ν

1− 2ν
ikB = 0,

[ρIG−1L−2ω2 − 4L−2c1 − (1 + c2)k
2]S− (1− c2 + 2c3)k(k · S)−

− L−1c′4k(k ·A)− L−1c′5k
2A+ L−1c′6ik× S+ 2L−2c1ik×A−

− 2β
∗
ikB = 0,

(Cλ−1iω − k2)B−2Gλ−1α
∗
1 + ν

1− 2ν
ω(k ·A)− 2Gλ−1L2β

∗
ω(k · S) = 0.

(7)

Представим векторы комплексных амплитуд трансляционных A и спи-
норных S перемещений в виде суммы

A = A⊥ +A‖k, S = S⊥ + S‖k, (8)

где векторы A⊥ и S⊥ лежат в плоскости, перпендикулярной волновому век-
тору, т.е. в фазовой плоскости.
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Подставив представление (8) в систему (7), получим





[ρG−1ω2 − (1 + c1)k
2](A⊥ +A‖k)− (1− c1 + 2ν(1− 2ν)−1)A‖k

2k+

+ 2c1ik× S⊥ − Lc′4S‖k
2k− Lc′5k

2(S⊥ + S‖k)− 2α
∗
1 + ν

1− 2ν
ikB = 0,

[ρIG−1L−2ω2 − 4L−2c1 − (1 + c2)k
2](S⊥ + S‖k)− (1− c2 + 2c3)S‖k

2k−
− L−1c′4A‖k

2k− L−1c′5k
2(A⊥ +A‖k) + L−1c′6ik× S⊥ +

+ 2L−2c1ik×A⊥ − 2β
∗
ikB = 0,

(Cλ−1iω − k2)B−2Gλ−1α
∗
1 + ν

1− 2ν
ωA‖k

2 − 2Gλ−1L2β
∗
ωS‖k

2 = 0.

(9)
Система (9) распадается на две независимые системы уравнений.

3. Волновые числа связанной продольной плоской гармониче-
ской волны. Проекции уравнений системы (7) на волновой вектор k пред-
ставляют собой замкнутую систему трех линейных однородных уравнений:





(
ω2 − G(2− 2ν)

ρ(1− 2ν)
k2
)
A‖ − (c′4 + c′5)ρ

−1GLk2S‖ − 2α
∗
G(1 + ν)

ρ(1− 2ν)
iB = 0,

[ω2 − 4c1(ρI)
−1G− 2(1 + c3)(ρI)

−1GL2k2]S‖ −
− (c′4 + c′5)(ρI)

−1GLk2A‖ − 2β
∗
(ρI)−1GL2iB = 0,

(Cλ−1iω − k2)B−2Gλ−1α
∗
1 + ν

1− 2ν
ωA‖k

2 − 2Gλ−1L2β
∗
ωS‖k

2 = 0.

(10)

Для существования нетривиального решения алгебраической системы (10)
необходимо и достаточно, чтобы ее определитель был равен нулю:

∣∣∣∣∣∣

ω2 − V 2
‖ k

2 −a1k2 −ia2
−a1I−1k2 ω2 − Ω− (V µµ

‖ )2k2 −ia3
−a4ωk2 −a5ωk2 ia6ω − k2

∣∣∣∣∣∣
= 0, (11)

где

V 2
‖ =

G(2− 2ν)

ρ(1− 2ν)
, (V µµ

‖ )2 =
2GL2(1 + c3)

ρI
, a2 = 2α

∗
G(1 + ν)

ρ(1− 2ν)
,

ρIΩ = 4c1G, ρa1 = (c′4 + c′5)GL, ρIa3 = 2β
∗
GL2,

λa4 = 2Gα
∗
1 + ν

1− 2ν
, λa5 = 2GL2β

∗
, λa6 = C.

Алгебраическое уравнение (11) представляет собой бикубическое уравне-
ние относительно подлежащего определению волнового числа:

Q6k
6 +Q4k

4 +Q2k
2 +Q0 = 0, (12)
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где введены обозначения

Q6 = a21I− (V‖V
µµ
‖ )2, Q0 = ia6ω

3(ω2 − Ω),

Q4 =(V 2
‖ + (V µµ

‖ )2)ω2 − V 2
‖ Ω+ i[a1(a3a4 + a2a5I)−

− (a6Q6 + a3a5V
2
‖ + a2a4(V

µµ
‖ )2)]ω,

Q2 =ω2Ω− ω4 + i[a2a4 + a3a5 − a6(V
2
‖ + (V µµ

‖ )2)]ω3 +

+ i(a6V
2
‖ − a2a4)ωΩ.

Воспользовавшись заменой

k2 = Y − Q4

3Q6
,

бикубическое уравнение (12) можно свести к неполному кубическому урав-
нению

Y 3 + pY + q = 0, (13)

где коэффициенты уравнения суть

p =
2Q6Q2 −Q2

4

Q2
6

, q =
2Q3

4 − 9Q6Q4Q2 + 27Q2
6Q0

27Q3
6

.

Уравнение (13) не имеет вещественных корней, т.е. Im k 6= 0. Иначе про-
дольная волна оказалась бы незатухающей.

Решение неполного кубического уравнения (13) можно найти согласно
формулам Кардано [39,40]. Приведем указанное решение в канонической ал-
гебраической форме

Y1 = a+ b, Y2,3 = −1

2
(a+ b)± i

√
3

2
(a− b), (14)

где

a = 3

√
−q
2
+
√
D1, b = 3

√
−q
2
−
√

D1, D1 =
q2

4
+
p3

27
,

ReD1 =
1

4
(Re q)2 − 1

4
(Im q)2 +

1

27
(Re p)3 − 1

9
(Re p)(Im p)2,

ImD1 =
1

2
(Re q)(Im q) +

1

9
(Re p)2(Im p)− 1

27
(Im p)3.

Достаточно выбрать одно из значений квадратного корня
√
D1. Восполь-

зуемся далее известной формулой для нахождения квадратного корня из ком-
плекснозначного выражения p = Re p+ iIm p. Положив

√
p = z = Re z+ iIm z,

имеем ровно два значения для
√
p, которые вычисляются согласно формулам

√
2Re z = ±

√
Re p+

√
(Re p)2 + (Im p)2, Im z =

Im p

2Re z
.
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Находим также

√
2Re

√
D1 =

√
ReD1 +

√
(ReD1)2 + (ImD1)2,

Im
√

D1 =
ImD1

2Re
√
D1

.

Применяя формулы (14), для каждого из трех значений величины a необ-
ходимо подбирать такое значение b, для которого выполняется условие

ab = −p/3.

Следуя указанной схеме, получаем все три комплексных корня неполного
кубического уравнения (13).

Остается разрешить использованную выше подстановку относительно вол-
нового числа и получить окончательные формулы:

k1,2,3 =

√
Y1,2,3 −

Q4

3Q6
,

k4 = −k1, k5 = −k2, k6 = −k3.
(15)

Значения волновых чисел (15), полученные при исследовании бикубиче-
ского (12) уравнения, можно впоследствии использовать при отделении одно-
значных ветвей многозначных квадратных и кубических радикалов на ком-
плексной плоскости k = Rek + i Imk (Re k > 0).

4. Волновые числа поперечной плоской атермической волны. Рас-
смотрим проекции системы линейных уравнений (9) в фазовой плоскости.
Введем в рассмотрение два единичных взаимно ортогональных вектора ı и ,
лежащих в фазовой плоскости. Тогда векторы A⊥ и S⊥ можно представить
в форме

A⊥ = A
1
⊥ı+A

2
⊥, S⊥ = S

1
⊥ı+ S

2
⊥.

Проекции системы линейных уравнений (9) на орты 1 и 2 примут вид

[ω2−(1 + c1)Gρ
−1k2]A

1
⊥ − Lc′5Gρ

−1k2S
1
⊥ − 2ic1Gρ

−1kS
2
⊥ = 0,

[ω2−(1 + c1)ρG
−1k2]A

2
⊥ + 2ic1ρG

−1kS
1
⊥ − Lc′5ρG

−1k2S
2
⊥ = 0,

[ω2−4c1(ρI)
−1G− (1 + c2)L

2(ρI)−1Gk2]S
1
⊥ −

−Lc′5(ρI)−1Gk2A
1
⊥ − iLc′6(ρI)

−1GkS
2
⊥ − 2ic1(ρI)

−1GkA
2
⊥ = 0,

[ω2−4c1(ρI)
−1G− (1 + c2)L

2(ρI)−1Gk2]S
2
⊥ −

−Lc′5(ρI)−1Gk2A
2
⊥ + iLc′6(ρI)

−1GkS
1
⊥ + 2ic1(ρI)

−1GkA
1
⊥ = 0.

(16)

Для существования нетривиального решения системы линейных однород-
ных уравнений (16) необходимо и достаточно, чтобы нижеследующий опре-
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делитель был равен нулю:
∣∣∣∣∣∣∣∣

ω2 − (V µ
⊥ )2k2 0 −a7k2 −ia8k

0 ω2 − (V µ
⊥ )2k2 ia8k −a7k2

−a7k2 −ia8k ω2I− 4Ω⊥ − (V µµ
⊥ )2Ik2 −ia9k

ia8k −a7k2 ia9k ω2I− 4Ω− (V µµ
⊥ )2Ik2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

(17)
где введены обозначения

(V µ
⊥ )2 =

G(1 + c1)

ρ
, (V µµ

⊥ )2 =
G(1 + c2)

ρI
, 4Ω⊥ = IΩ,

a7ρ = Lc′5G, a8ρI = 2c1G, a9ρI = Lc′6G.

Волновые числа поперечных волн вещественны, что следует из физики
плоских поперечных волн. Указанное обстоятельство связано с атермично-
стью поперечной волны, т.е. c отсутствием потери энергии. В этом случае
матрица (17) симметрична комплексно-сопряженной относительно главной
диагонали.

Алгебраическое уравнение (17) представляет собой уравнение относитель-
но квадрата волнового числа:

P 2
4 k

8 + (2P2P4 − P 2
3 )k

6 + (P 2
2 − 2P1P3 + 2P0P4)k

4 +

+ (2P0P2 − P 2
1 )k

2 + P 2
0 = 0,

(18)

где введены обозначения

P0 =ω2(Iω2 − 4Ω⊥), P1 = a9Ω
2
⊥,

P4 = a27 − I(V µ
⊥ )2(V µµ

⊥ )2, P3 = 2a7a8 − a9(V
µ
⊥ )2,

P2 =a
2
8 + I(V µ

⊥ )2Ω2
⊥ + I(V µµ

⊥ )2Ω2
⊥ − 4(V µ

⊥ )2Ω⊥.

Заметим, что уравнение (18) можно представить в виде произведения сле-
дующих двух уравнений:

(P4k
4 + P3k

3 + P2k
2 + P1k + P0)(P4k

4 − P3k
3 + P2k

2 − P1k + P0) = 0.

Корни уравнения (18) вычисляются по формулам

ks = ± P3

4P4
± 1

2

√
P5 +P4 ±

1

2

√
2P5 −P4 −P6

(
P5 +P4

)−1/2
,

s = 1, . . . , 8.

(19)

где введены обозначения

P1 = P 2
2 − 3P1P3 + 12P0P4,

P2 = 2P 3
2 − 9P1P2P3 + 27P0P

2
3 + 27P 2

1P4 − 72P0P2P4,

P3 =
3

√
P2 +

√
P2

2 − 4P1
3, P4 =

3
√
2P1

3P4P3
+

P3

3 3
√
2P4

,

P5 =
P 2
3

4P 2
4

− 2P2

3P4
, P6 =

4P2P3

P 2
4

− P 3
3

4P 3
4

− 8P1

4P4
.
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В формулах (19) знаки “±” выбираются независимо друг от друга. Фор-
мулы (19) позволяют определить вещественные волновые числа поперечной
гармонической волны трансляционных и спинорных перемещений.

Заключение. В настоящей работе рассматриваются вопросы распростра-
нения плоских гармонических связанных волн температурного инкремента,
трансляционных и спинорных перемещений в полуизотропном термоупругом
теле.

1. Исследована связанная система дифференциальных уравнений с част-
ными производными, записанная в терминах вектора трансляционных
перемещений, вектора спинорных перемещений и температурного ин-
кремента для микрополярного полуизотропного тела.

2. Получены алгебраические уравнения для волновых чисел продольных
(бикубическое уравнение) и поперечных связанных волн (уравнение
восьмой степени, распадающееся на два уравнения четвертой степени).

3. Волновые числа продольных гармонических волн оказываются ком-
плексными, что соответствует связанности комплексных амплитуд тем-
пературного инкремента, трансляционных и спинорных перемещений.

4. Волновые числа поперечных гармонических волн вещественны, что
обусловлено атермичностью поперечной волны.

5. Остаются неисследованными вопросы пространственной поляризации
гармонических волн. В отличие от изотропного случая векторы поля-
ризации не ортогональны между собой.
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Abstract

In present paper the propagation of plane harmonic coupled waves of tem-
perature increment, translational and spinor displacements in a semiisotropic
thermoelastic solid is discussed. Characteristic equations for the wave num-
bers of plane harmonic coupled thermoelastic longitudinal (bicubic equa-
tion) and transverse waves (biquartic equation that naturally splits into two
quartic algebraic equations) are obtained and analyzed. For a longitudinal
wave, the complex amplitudes of the temperature increment, translational
and spinor displacements are also coupled, contrary to a transverse wave.
Algebraic forms containing multivalued complex square and cubic radicals
for the wave numbers of transverse waves are derived by using the Wolfram
Mathematica 13 symbolic computing system.

Keywords: micropolar thermoelasticity, semiisotropic solid, translational
displacement, spinor displacement, plane harmonic wave, longitudinal wave,
transverse wave, wave number, complex amplitude, phase plane, dispersion
equation.
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Аннотация

Получено точное решение задачи об упругопластическом деформи-
ровании вращающегося цилиндра, жестко посаженного на вал, при на-
личии температурного градиента между внутренней и внешней поверх-
ностями. Постановка задачи основана на теории малых деформаций,
условии пластичности Треска, ассоциированном с ним законе пластиче-
ского течения и законе линейного изотропного упрочнения.

Предполагается, что в цилиндре присутствует стационарный поло-
жительный температурный градиент между внутренней и внешней по-
верхностями. Механические и теплофизические параметры материала
приняты независимыми от температуры. Проведенный анализ ограни-
чен стадией активного нагружения.

Установлено, что в общем случае в цилиндре возможно появление
шести пластических областей, соответствующих различным ребрам и
граням поверхности текучести Треска, а эволюция пластического тече-
ния имеет качественные отличия от изотермического случая. Для каж-
дой пластической области найдено точное решение определяющей систе-
мы уравнений. Результаты расчетов показали, что присутствие гради-
ента температуры может приводить к значительному повышению абсо-
лютной величины напряжений и пластических деформаций в цилиндре
и снижению критических скоростей вращения, соответствующих нача-
лу пластического течения и полному переходу цилиндра в пластическое
состояние.

Ключевые слова: вращающийся цилиндр, жесткое включение, упру-
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Введение. Вращающиеся цилиндры и диски являются важным струк-
турным компонентом многих машин и механизмов. В научной литературе
опубликовано множество работ, посвященных расчету прочности и напряжен-
но-деформированного состояния сплошных и полых цилиндров под действи-
ем центробежных сил, и интерес российских и зарубежных исследователей
к этому направлению остается стабильно высоким. Упругопластический ана-
лиз позволяет более точно оценить максимальную скорость вращения цилин-
дров по сравнению с теорией упругости. Кроме того, расчет недавно предло-
женной технологии ротационного автофретирования возможен только в рам-
ках теории упругопластичности.

В первом приближении материал цилиндра может рассматриваться как
идеальное упругопластическое тело. В рамках такой модели получены ана-
литические решения упругопластической задачи для сплошного [1–3], полого
цилиндра [4–6], а также цилиндра с жестким включением [7] и жесткой внеш-
ней стенкой [8]. Остаточные напряжения в цилиндре после его предваритель-
ного вращения изучались в работах [6–9] для различных граничных условий.
Постановка задач в [1–9] основана на условии пластичности Треска и ассоци-
ированном с ним законе течения. Кроме того, использовалось условие макси-
мальных приведенных напряжений [10–12] и общее кусочно-линейное условие
пластичности [13]. Установлено, что напряженно-деформированное состояние
во вращающемся цилиндре существенно зависит от граничных и торцевых
условий, а также от выбора пластического потенциала.

Реальное поведение материала более адекватно описывают модели изо-
тропного и кинематического упрочнения. В работе [14] на основе условия
Треска, теории пластического течения и закона линейного изотропного упроч-
нения получено аналитическое решение упругопластической задачи во вра-
щающемся сплошном цилиндре. Процесс автофретирования полого цилин-
дра с закрепленными торцами изучался в работах [15, 16], в которых среди
прочего рассматривалось влияние кинематического упрочнения (эффект Ба-
ушингера) на распределение остаточных напряжений после предварительно-
го пластического деформирования. Деформационная теория пластичности,
условие пластичности Мизеса и закон Свифта использовались для расчета
упругопластического отклика [17] и остаточных напряжений [18] во вращаю-
щемся сплошном и полом цилиндрах. Авторы [17,18] разработали численный
алгоритм решения на основе метода стрельбы. Работа [19] посвящена расчету
вращающегося полого цилиндра из нелинейно упрочняемого материала; по-
становка задачи основывалась на условии Треска, ассоциированном законе
течения и степенном законе упрочнения; для ряда частных случаев степен-
ного параметра получено аналитическое решение. Авторами [20] предложена
комбинированная модель изотропно-кинематического упрочнения, парамет-
ры которой зависят от величины предварительно накопленной пластической
деформации; построенная модель и условие пластичности Треска использо-
вались для расчета ротационного автофретирования полых заготовок с за-
крепленными торцами. Следует отметить, что упрочнение оказывает суще-
ственное влияние на упругопластический отклик вращающегося цилиндра, в
особенности на распределение остаточных напряжений.

Одним из способов повышения несущей способности конструкции и сни-
жения ее веса является использование функционально-градиентных материа-

463



Про к у д и н А. Н.

лов. Упругопластический анализ вращающихся полых неоднородных цилин-
дров с закрепленными торцами представлен в работах [21–23]. Результаты
получены на основе условия пластичности Треска, материал цилиндров при-
нимался идеальным, для механических свойств материала использовалась
степенная зависимость от радиальной координаты. Вращающийся сплошной
функционально-градиентный цилиндр из нелинейно упрочняемого материа-
ла изучался в работе [24]. Анализ основан на деформационной теории пла-
стичности, условии пластичности Мизеса и законе упрочнения Свифта. Для
модуля Юнга, предела текучести, коэффициента Пуассона и плотности мате-
риала использовалась квадратичная зависимость от радиальной координаты.
Полученные результаты [21–24] показывают, что неоднородность материала
оказывает существенное влияние на напряженное состояние в цилиндре. Бо-
лее того, подходящим выбором распределений механических свойств матери-
ала можно значительно повысить максимальную скорость вращения цилин-
дра. Влияние размерного эффекта на упругопластический отклик вращаю-
щегося полого цилиндра из функционально-градиентного материала изуча-
лось в работе [25] на основе градиентной теории пластичности деформаци-
онного типа, условия Мизеса и закона линейного изотропного упрочнения.
Установлено, что градиентная теория пластичности предсказывает замедле-
ние пластического течения в цилиндре по сравнению с классическими реше-
ниями, однако этот эффект проявляется только в микромасштабе, для ци-
линдров с внутренним радиусом свыше 500 мкм разница между градиентной
и классической теориями практически отсутствует.

В ходе эксплуатации вращающиеся элементы механизмов могут подвер-
гаться температурному воздействию. В работах [26, 27] изучалось упруго-
пластическое деформирование полого цилиндра при наличии стационарного
температурного градиента, вызванного разницей температур на внутренней
и внешней поверхностях, в несвязной постановке. Пластические деформации
вычислялись на основе условия Треска, ассоциированного закона течения и
модели линейного изотропного упрочнения. Механические и теплофизиче-
ские параметры материала предполагались не зависящими от температуры.
В работах [26,27] установлено, что температурное поле оказывает существен-
ное влияние на напряженно-деформированное состояние вращающегося ци-
линдра. В частности, в [26] отмечено, что присутствие положительного гра-
диента температуры приводит к существенному уменьшению скорости на-
чала пластического течения и незначительному увеличению скорости, соот-
ветствующей полному переходу цилиндра в пластическое состояние. В то же
время цилиндр, предварительно нагруженный отрицательным температур-
ным градиентом практически до предела текучести, способен выдерживать
значительные скорости вращения до зарождения пластического течения [27].
Влияние нестационарного температурного поля на упругопластическое де-
формирование вращающегося сплошного цилиндра рассматривалось в рабо-
те [28]. Авторы использовали условие Треска и модель идеального материа-
ла, предел текучести которого линейно уменьшается с ростом температуры.
Предполагалось, что температура внешней поверхности вначале возрастает
до максимальной, затем сохраняет постоянное значение, после чего снижает-
ся до исходной. Установлено, что достаточный нагрев внешней поверхности
может привести к зарождению пластического течения, даже если скорость
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вращения цилиндра не превосходит предельную упругую скорость вращения.
Интересно отметить, что пластическое течение появляется уже после того,
как температура внешней поверхности начала снижаться. Этот эффект, по
всей видимости, объясняется неоднородностью температурного поля и меха-
нических свойств цилиндра.

Упругопластическое деформирование полых цилиндров из функциональ-
но-градиентных материалов при одновременном воздействии внутреннего дав-
ления, центробежных и температурных сил исследовалось в работах [29, 30]
на основе условия Треска и ассоциированного закона течения. Авторы ис-
пользовали степенной закон распределения для всех параметров материала
за исключением коэффициента Пуассона. Установлено, что неоднородность
свойств материала оказывает значительное влияние на напряженно-дефор-
мированное состояние цилиндра и эволюцию пластического течения в нем.
Влияние температурного поля на упругопластические деформации конструк-
ции, состоящей из полого вала и предварительно посаженной на него трубы,
изучалось в работе [31]. Показано, что использование неоднородного мате-
риала трубы позволяет значительно сократить вес трубы при сохранении
эксплуатационных характеристик. Термоупругопластическое деформирова-
ние двухслойных и многослойных композитных вращающихся труб из неод-
нородных материалов изучалось в работах [32,33].

Проведенный обзор показал, что расчет вращающихся цилиндров привле-
кает значительное внимание исследователей. Как правило, рассматривается
сплошной либо полый цилиндр, а другие типы граничных условий, например,
цилиндр с жестким включением изучаются значительно реже. Ранее такая
задача решалась только в изотермической постановке [7, 11]. Также следует
отметить работы, в которых исследовалось упругопластическое деформиро-
вание вращающегося диска с жестким включением [34,35], в том числе и при
наличии температурного поля [36,37]. Настоящая работа призвана заполнить
имеющийся пробел в научной литературе и посвящена термоупругопласти-
ческому анализу вращающегося цилиндра, жестко посаженного на вал.

1. Постановка задачи. Изучается полый цилиндр, жестко посажен-
ный на вал. Для решения используется цилиндрическая система координат
(r, θ, z). Цилиндр вращается вокруг собственной оси с угловой скоростью ω,
которая медленно возрастает со временем, что позволяет пренебречь угловым
ускорением. Также в цилиндре присутствует неравномерное стационарное
температурное поле, вызванное разностью температур на внутренней и внеш-
ней поверхностях. Предполагается, что цилиндр находится в состоянии плос-
кой деформации и сохраняет осевую симметрию в процессе деформирования.
При таких ограничениях точки цилиндра движутся только в радиальном на-
правлении и ur является единственным ненулевым перемещением. Для удоб-
ства введены следующие безразмерные переменные:

δ =
rin
rout

, β =
r

rout
, Ω =

ρ r2out
σ0

ω2, σij =
σij
σ0
,

σy =
σy
σ0
, H =

H

E
, u =

E

σ0

ur
rout

, εij =
E

σ0
εij ,

εeij =
E

σ0
εeij , εpij =

E

σ0
εpij , T =

T

T0
− 1, α =

ET0
σ0

α.

(1)
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Здесь rin, rout — внутренний/внешний радиусы цилиндра; ρ— плотность; σ0,
σy — начальный/актуальный предел текучести при одноосном растяжении-
сжатии; σij — напряжения; H — параметр, характеризующий изотропное уп-
рочнение материала; E — модуль Юнга; εij , ε

e
ij , ε

p
ij — полные, упругие и пла-

стические деформации соответственно; T — температура; T0 — отсчетная тем-
пература; α— коэффициент линейного теплового расширения. Механические
и теплофизические параметры материала предполагаются не зависящими от
температуры. Материал цилиндра принят однородным и изотропным. Пара-
метр нагружения Ω для удобства называется скоростью вращения. Далее во
всех формулах, если не указано иное, используются переменные (1), а знак
подчеркивания для краткости опущен.

При сформулированных выше допущениях касательные напряжения в ци-
линдре отсутствуют, а единственное уравнение равновесия имеет вид

∂σrr
∂β

+
σrr − σθθ

β
= −Ωβ. (2)

Предполагается, что максимальная скорость вращения не слишком вы-
сока и геометрически линейная теория справедлива с необходимой степенью
точности. Кинематические соотношения запишутся следующим образом:

εrr =
∂u

∂β
, εθθ =

u

β
, εzz = 0. (3)

Полные деформации представляют собой сумму упругих, пластических и
температурных деформаций

εrr = εerr + εprr + εtrr, εθθ = εeθθ + εpθθ + εtθθ, εzz = εezz + εpzz + εtzz. (4)

Связь между напряжениями и упругими деформациями имеет вид

σrr =
1

(1 + ν)(1− 2ν)

(
(1− ν)εerr + νεeθθ + νεezz − (1 + ν)αT

)
,

σθθ =
1

(1 + ν)(1− 2ν)

(
νεerr + (1− ν)εeθθ + νεezz − (1 + ν)αT

)
,

σzz = ν
(
σrr + σθθ

)
− αT.

(5)

В (5) ν обозначает коэффициент Пуассона.
В качестве условия пластичности используется условие Треска:

max
(
|σrr − σθθ|, |σθθ − σzz|, |σzz − σrr|

)
= σy, (6)

где предел текучести определяется линейным законом упрочнения

σy = 1 +Hεpeq. (7)

Здесь εpeq — эквивалентная пластическая деформация.
Пластическая составляющая деформации вычисляется в соответствии с ас-

социированным законом пластического течения:

dεpij = dλ
df

dσij
, (8)
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где εpij — приращения пластических деформаций; dλ— положительный мно-

житель; f — пластический потенциал, соответствующий условию (6).
Если напряженное состояние в пластической области соответствует ребру

условия Треска (6), то вместо закона (8) используется его обобщение [38]:

dεpij = dλ1
df1
dσij

+ dλ2
df2
dσij

, (9)

где dλ1 и dλ2 — положительные множители; f1 и f2 — пластические потенци-
альные, соответствующие граням условия (6), на пересечении которых лежит
рассматриваемое ребро.

Приращение пластической деформации dεpeq определяется законом

σydε
p
eq = σrrdε

p
rr + σθθdε

p
θθ + σzzdε

p
zz. (10)

Граничные условия задачи задаются следующим образом:

u(δ) = 0, σrr(1) = 0. (11)

В свою очередь, граничные условия по температуре имеют вид

T (δ) = Tin, T (1) = Tout, Tout > Tin. (12)

Решая стационарное уравнение теплопроводности с учетом граничных
условий (12), нетрудно получить распределение температуры в цилиндре

T (β) = Tin +ΔT
(
1− lnβ

ln δ

)
, (13)

где ΔT = Tout − Tin.

2. Начальное упругое равновесие и зарождение пластического
течения. Рассмотрим напряженное состояние в цилиндре до наступления в
нем пластического течения (εpij = 0). Соотношения (5) в условиях плоской

деформации (εzz = 0) примут вид

σrr =
1

(1 + ν)(1− 2ν)

(
(1− ν)εrr + νεθθ − (1 + ν)αT

)
,

σθθ =
1

(1 + ν)(1− 2ν)

(
νεrr + (1− ν)εθθ − (1 + ν)αT

)
,

σzz = ν(σrr + σθθ)− αT.

Уравнение равновесия (2) с учетом предыдущих соотношений запишется
следующим образом:

u′′ + u′β−1 − uβ−2 = −(1 + ν)(1− 2ν)

(1− ν)
Ωβ +

1 + ν

1− ν
αT ′.
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Здесь и далее штрих обозначает производную по координате β. Решая полу-
ченное уравнение, найдем упругое решение для произвольного температур-
ного распределения:

u = d̄1β
−1 + d̄2β − (1 + ν)(1− 2ν)

8(1− ν)
Ωβ3 +

(1 + ν)

(1− ν)
αβ−1

∫ β

δ
βTdβ,

σrr = −d1β−2 + d2 −
(3− 2ν)

8(1− ν)
Ωβ2 − α

(1− ν)
β−2

∫ β

δ
βTdβ,

σθθ = d1β
−2 + d2 −

(1 + 2ν)

8(1− ν)
Ωβ2 − αT (β)

(1− ν)
+

α

(1− ν)
β−2

∫ β

δ
βTdβ,

d̄1 = (1 + ν)d1, d̄2 = (1 + ν)(1− 2ν)d2,

(14)

где d1, d2 — константы интегрирования.
Далее предполагается, что Tin = 0 (температура на внутренней поверх-

ности совпадает с отсчетной), тогда ΔT = Tout. Определенный интеграл,
входящий в решение (14), с учетом (13) вычисляется следующим образом:

∫ β

δ
βTdβ =

β2 − 2β2 lnβ − δ2

4 ln δ
ΔT +

β2ΔT

2
.

Константы d1, d2 вычисляются из граничных условий (11):

d1 = −δ
2(1− 2ν)(3− 2ν − δ2)

4d
Ω− αδ2

d ln δ

(
1− ν + (1− 2ν) ln δ

)
ΔT,

d2 =
3− 2ν + (1− 2ν)δ4

8d
Ω+

1− δ2 + 2 ln δ

4d ln δ
ΔT,

d = (1− ν)
(
1 + (1− 2ν)δ2

)
.

(15)

Найдем значение температурного градиента ΔTp, соответствующее на-
чалу пластического течения, в отсутствие центробежных сил (Ω = 0). Во-
первых, докажем, что σrr > σθθ. Рассмотрим разность

σrr − σθθ = −α
(
β2 − δ2 + δ2(1− 2ν)(β2 − 2 ln δ − 1)

)

2β2(1− ν)
(
1 + (1− 2ν)δ2

)
ln δ

ΔT.

Эта величина положительна, поскольку β2 − 2 ln δ − 1 > δ2 − ln δ2 − 1 > 0.
Аналогичным образом можно доказать, что σθθ > σzz, причем равенство
достигается только на внутренней поверхности β = δ. Из вышеизложенно-
го следует, что напряженное состояние в цилиндре удовлетворяет неравен-
ству σrr > σθθ > σzz. Теперь необходимо найти точку, в которой разность
σrr − σzz достигает наибольшего значения. Приравняем к нулю производную
∂(σrr − σzz)/∂β:

−α2δ
2
(
(1− ν) + (1− 2ν) ln δ

)
+
(
1 + δ2(1− 2ν)

)
β2

2β3(1− ν)
(
1 + δ2(1− 2ν)

)
ln δ

ΔT = 0.
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Приведенное выше уравнение имеет решение для значения β, удовлетво-
ряющего соотношению

β2 = −2δ2
(
(1− ν) + (1− 2ν) ln δ

)

1 + δ2(1− 2ν)
.

Нетрудно убедиться, что это значение β является минимумом функции
σrr − σzz. Если указанная точка принадлежит отрезку [δ, 1], то тогда разность
σrr −σzz достигает наибольшего значения на одной из боковых поверхностей
цилиндра. В противном случае наибольшее значение — на внешней поверхно-
сти цилиндра. Рассмотрим значения σrr − σzz на боковых поверхностях и за-
метим, что

(σrr − σzz)
∣∣
β=1

− (σrr − σzz)
∣∣
β=δ

=

= −α(1− δ2)(1− ν)− 2
(
ν + (1− 2ν)δ2

)
ln δ

2(1− ν)
(
1 + δ2(1− 2ν)

)
ln δ

ΔT > 0,

откуда следует, что разность σrr−σzz имеет большее значение на поверхности
β = 1. Таким образом, при воздействии только температурного градиента
пластическое течение зарождается на внешней поверхности цилиндра при
β = 1, а соответствующее значение градиента ΔTp можно найти из (14) и (15):

ΔTp = α
2(1− ν)

(
1 + δ2(1− 2ν)

)
ln δ

2
(
1− ν + δ2(1− 2ν)

)
ln δ − ν(1− δ2)

. (16)

Далее предполагается, что действия лишь температурного градиента недо-
статочно для начала течения, т.е. ΔT < ΔTp.

Рассмотрим общий случай Ω > 0. В упругом состоянии поле напряже-
ний в цилиндре представляет собой сумму механических и температурных
напряжений. В работе [7] показано, что в изотермическом случае цилиндр
состоит из трех областей, напряжения в которых удовлетворяют следующим
неравенствам (в порядке их расположения в цилиндре):

σrr > σθθ > σzz, σθθ > σrr > σzz, σθθ > σzz > σrr.

С другой стороны, выше было доказано, что температурные напряжения все-
гда удовлетворяют неравенству σrr > σθθ > σzz. Очевидно, что при одновре-
менном температурном и механическом воздействии цилиндр в общем случае
также состоит из трех указанных выше областей, а с увеличением градиента
температуры ΔT в цилиндре последовательно исчезают третья и вторая об-
ласти. Поэтому условие пластичности Треска (6) может выполниться в одной
из следующих форм:

σrr − σzz = 1, σθθ − σzz = 1, σθθ − σrr = 1.

Определение скорости Ωp начала пластического течения и соответствующей
радиальной координаты сводится к вычислению наибольшего значения каж-
дой из перечисленных выше функций. К сожалению, строгое решение этой
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задачи является достаточно сложным и громоздким в силу большого коли-
чества параметров и необходимости решать трансцендентные уравнения. Ра-
зумеется, для известных значений параметров данная задача может быть
решена численно.

Далее покажем, что при определенных условиях пластическое течение
в цилиндре всегда начинается в соответствии с уравнением σrr − σzz = 1.
Во-первых, рассмотрим выражение

(σrr − σzz)
∣∣
β=δ

− (σθθ − σrr) =

=
(1− 2ν)

(
3− 2ν − δ2 −

(
1 + (1− 2ν)δ2

)
β2

)

4β2(1− ν)
(
1 + (1− 2ν)δ2

) (δ2 + β2)Ω−

− α
ν(δ2 + β2)− δ2 + (1− 2ν)

(
δ2β2 − (δ2 + β2) ln δ

)

β2(1− ν)
(
1 + (1− 2ν)δ2

)
ln δ

ΔT.

Так как предыдущее выражение положительно, условие σrr − σzz = 1 вы-
полнится на внутренней поверхности раньше, чем где-либо в цилиндре выпол-
нится условие σθθ − σrr = 1. Далее предположим, что на внутренней поверх-
ности цилиндра β = δ выполнилось условие σrr − σzz = 1. Соответствующая
скорость вращения равна

Ω∗ =
4(1− ν)

(
1 + (1− 2ν)δ2

)

(1− 2ν)S
− 2α(1− δ2 + 2 ln δ)

S ln δ
ΔT,

S = (1− δ2)
(
3− 2ν + (1− 2ν)δ2

)
.

(17)

Заметим, что Ω∗ убывает с увеличением температуры ΔT . Оценим сверху
разность напряжений σθθ − σzz. Рассмотрим по отдельности механическую
и температурную составляющие напряжений, для которых будем использо-
вать верхние индексы m и t соответственно. В дальнейших рассуждениях
используется ряд производных, вычисление которых для краткости пропу-
щено. Используя соотношения (14) и (15), нетрудно убедиться, что разность
σθθ − σzz возрастает с увеличением скорости вращения Ω, максимальное зна-
чение которой, в свою очередь, достигается при ΔT = 0. Отсюда следует, что
механические напряжения удовлетворяют неравенству

σmθθ − σmzz 6 (σmθθ − σmzz)
∣∣
Ω=Ω*,ΔT=0

=

=
(β2 − δ2)

(
3− 2ν − δ2 − β2

(
1 + (1− 2ν)δ2

))

2β2(1− δ2)
(
3− 2ν + (1− 2ν)δ2

) .

Далее, используя стандартные методы математического анализа, найдем
наибольшее значение функции в правой части предыдущего неравенства и
получим оценку

σmθθ − σmzz 6

(
1 + (1− 2ν)δ2

) (
δ −

√
3−2ν−δ2

1+(1−2ν)δ2

)2

2(1− δ2)
(
3− 2ν + (1− 2ν)δ2

) . (18)
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Теперь рассмотрим температурную составляющую напряжений. Заметим,
что разность σtθθ − σtzz растет с увеличением координаты β, следовательно,

σtθθ − σtzz 6 (σtθθ − σtzz)
∣∣
β=1

= αΔT
1− δ2 + 2 ln δ

2
(
1 + δ2(1− 2ν)

)
ln δ

. (19)

В итоге условие σθθ−σzz < 1 с помощью неравенств (18), (19) и выражения
(16) для ΔTp преобразуется к виду

(
1 + (1− 2ν)δ2

) (
δ −

√
3−2ν−δ2

1+(1−2ν)δ2

)2

2(1− δ2)
(
3− 2ν + (1− 2ν)δ2

) +

+
(1− ν)(1− δ2 + 2 ln δ)

2
(
1− ν + (1− 2ν)δ2

)
ln δ − ν(1− δ2)

< 1. (20)

Выполнение предыдущего неравенства гарантирует, что пластическое те-
чение начнется в соответствии с условием σrr−σzz = 1. С помощью численных
расчетов установлено, что при δ > 0.245 неравенство (20) справедливо для
любых ν > 0 и ΔT < ΔTp. Случай нарушения неравенства (20) подробно не
рассматривается, но тестовые расчеты показали, что качественные отличия
от нижеизложенного могут проявиться только при δ ≈ 0 и ΔT ≈ ΔTp.

3. Упругопластическое деформирование. В общем случае в цилин-
дре формируются 6 пластических областей, соответствующих разным граням
и ребрам призмы Треска. На эволюцию пластического течения существенное
влияние оказывают геометрические и механические параметры, а также ве-
личина температурного градиента. Далее предполагается, что параметры ν
и δ удовлетворяют неравенству (20), а значит, условие Треска впервые вы-
полняется в форме σrr − σzz = 1. Для не слишком высоких значений ΔT
пластическое течение начинается на внутренней поверхности цилиндра, а со-
ответствующую скорость Ωp можно вычислить с помощью (17). В резуль-
тате на внутренней поверхности цилиндра зарождаются пластические обла-
сти I и II, напряженное состояние в которых удовлетворяет неравенствам
σrr > σθθ = σzz и σrr > σθθ > σzz соответственно. Разумеется, с увеличением
скорости вращения размеры пластических областей увеличиваются, а гра-
ницы между областями I и II и между областью II и упругой областью
движутся в сторону внешней поверхности цилиндра. Далее, если ν < νtr, то
при Ω = Ω1 на внешней поверхности цилиндра зарождается пластическая
область VI, соответствующая грани σθθ > σzz > σrr поверхности Треска (6).
После этого при Ω = Ω2 на упругопластической границе между областью II

и упругой областью выполняется равенство σrr = σθθ, в результате чего в ука-
занной точке появляются пластические области III и IV, напряженное состо-
яние в которых удовлетворяет неравенствам σrr = σθθ > σzz и σθθ > σrr > σzz
соответственно. Наконец, при Ω = Ωfp упругая область между областями IV

и VI исчезает, а на ее месте формируется пластическая область V, соответ-
ствующая ребру σθθ > σrr = σzz поверхности текучести Треска (6). Если
же ν > νtr, то сначала при Ω = Ω1 появляются пластические области III

и IV. Далее при Ω = Ω2 для ΔT < ΔTtr на внешней поверхности цилиндра
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появляется пластическая область VI, а в случае ΔT > ΔTtr упругопласти-
ческая граница достигает внешней поверхности и весь цилиндр переходит
в пластическое состояние. При скоростях выше Ωfp цилиндр состоит из 6
пластических областей, границы между которыми меняют свое положение,
при этом увеличиваются области, соответствующие ребрам призмы Треска.
В настоящей работе предполагается, что Ω 6 Ωfp.

Рассмотрим кратко случай, когда ΔT ≈ ΔTp. Условие σrr − σzz = 1 мо-
жет впервые выполниться не на внутренней поверхности, а внутри цилиндра.
Тогда скорость Ωp и соответствующая координата могут быть найдены из
численного решения оптимизационной задачи

argmin
β,Ω

Ω

при ограничениях Ω > 0, β > δ, β 6 1, σrr(β)− σzz(β) = 1.
В результате внутри цилиндра формируется пластическая область II, ко-

торая с каждой стороны окружена упругими областями (константы интегри-
рования в которых, разумеется, различны). С увеличением скорости враще-
ния условие пластичности σrr−σzz = 1 выполняется на внутренней поверхно-
сти, в результате чего в цилиндре появляются области I и II

∗ (в этой области
справедливы те же уравнения, что и в появившейся ранее области II, но кон-
станты интегрирования имеют другое значение). При определенной скорости
вращения упругая область между областями II

∗ и II исчезает, и указанные
области сливаются в одну. В результате в цилиндре остаются пластические
области I, II и упругая область, а последующая эволюция пластического
течения следует рассмотренным выше закономерностям.

Далее найдем решение определяющей системы уравнений для каждой из
пластических областей. Для констант интегрирования введены обозначения
c1, c2, . . . , c12. Решение (14) остается справедливым в упругой области, но
константы d1, d2 необходимо определять отдельно для каждой стадии упру-
гопластического деформирования.

Пластическая область I соответствует ребру призмы Треска, в котором
справедливо неравенство σrr > σθθ = σzz, тогда условие пластичности Треска
(6) с учетом (7) примет вид

σrr − σθθ = σrr − σzz = 1 +Hεpeq.

Из предыдущих соотношений с помощью (9) и (10) получим εprr = −(εpθθ+ε
p
zz),

εpeq = εprr. Далее, используя закон Гука (5) и условие пластической несжима-
емости, преобразуем условие пластичности к системе

(1 +H +Hν)εprr − εpθθ = εrr − εθθ − (1 + ν),

(2 +H +Hν)εprr + εpθθ = εrr − (1 + ν),

решая которую, найдем компоненты пластических деформаций:

εprr =
2

g1
εrr −

1

g1
εθθ −

2(1 + ν)

g1
,

εpθθ = − 1

g1
εrr +

g1 + 1

2g1
εθθ +

1 + ν

g1
,
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где g1 = 3 + 2(1 + ν)H. С учетом последних соотношений из закона Гука (5)
найдем распределение напряжений:

σrr =
1 + 2(1− ν)H

(1− 2ν)g1
εrr +

1 + 2νH

(1− 2ν)g1
εθθ −

αT

1− 2ν
+

2

g1
,

σθθ = σzz =
1 + 2νH

(1− 2ν)g1
εrr +

1 +H

(1− 2ν)g1
εθθ −

αT

1− 2ν
− 1

g1
.

Далее преобразуем уравнение равновесия (2) с учетом полученных выше
формул для напряжений к виду

u′′ + u′β−1 − k1uβ
−2 = −3h1β

−1 − h1g1Ωβ +
α

1− 2ν
h1g1T

′,

k1 =
1 +H

1 + 2(1− ν)H
, h1 =

1− 2ν

1 + 2(1− ν)H
.

Решение этого уравнения с учетом (13) запишется следующим образом:

u = c1β
−
√
k1 + c2β

√
k1 − 3H−1β −m1Ωβ

3 − n1ΔTβ,

m1 =
1− 2ν

8 + (17− 18ν)H
g1, n1 =

α

H(1− 2ν) ln δ
g1.

Рассмотрим пластическую область II, в которой напряженное состоя-
ние удовлетворяет неравенству σrr > σθθ > σzz, а условие Треска (6) выпол-
няется в следующем виде:

σrr − σzz = 1 +Hεpeq.

Из предыдущего условия вместе с (8) и (10) следует, что εpeq = εprr, ε
p
zz = −εprr,

εpθθ = 0. Далее закон Гука (5) примет вид

σrr =
1

(1 + ν)(1− 2ν)

(
(1− ν)εrr + νεθθ − (1− 2ν)εpeq − (1 + ν)ᾱT̄

)
,

σθθ =
1

(1 + ν)(1− 2ν)

(
νεrr + (1− ν)εθθ − (1 + ν)ᾱT̄

)
,

σzz = ν(σrr + σθθ) + εpeq − αT.

С помощью полученных соотношений преобразуем условие пластичности
и представим пластическую деформацию в виде

εpeq =
εrr − (1 + ν)

2 + (1 + ν)H
.

Уравнение равновесия (2) с учетом закона Гука (5) и предыдущего соотно-
шения запишется следующим образом:

u′′ + u′β−1 − k2uβ
−2 = −h2β−1 − h2g2Ωβ + α

h2g2
1− 2ν

T ′,

k2 =
(1− ν)g2

1 + (1− ν2)H
, h2 =

(1 + ν)(1− 2ν)

1 + (1− ν2)H)
, g2 = 2 + (1 + ν)H.
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Используя (13), найдем решение приведенного выше уравнения:

u = c3β
−
√
k2 + c4β

√
k2 + (1 + ν)β −m2Ωβ

3 + n2ΔTβ,

m2 =
(1 + ν)(1− 2ν)g2

7 + 2ν + 8(1− ν2)H
, n2 = α

(1 + ν)g2
(1− 2ν) ln δ

.

В пластической области III справедливо неравенство σrr = σθθ > σzz.
Условие пластичности Треска (6) с учетом (7) запишется в виде

σrr − σzz = σθθ − σzz = 1 +Hεpeq.

Из предыдущих соотношений с помощью (9) и (10) получим εpzz = −(εprr+ε
p
θθ),

εpeq = −εpzz. Поскольку σrr = σθθ, уравнение равновесия (2) легко интегриру-
ется, в результате чего найдем

σrr = σθθ = c6 − Ωβ2/2, σzz = σrr − 1 +Hεpzz.

Далее преобразуем закон Гука (5) с помощью предыдущих соотношений:

εpzz = 2(1 + ν)σrr −
1

1− 2ν
εrr −

1

1− 2ν
εθθ + 2α

1 + ν

1− 2ν
,

εrr + εθθ = −(1− 2ν)
(
1−

(
3 + 2H(1 + ν)

)
σrr

)
− α

(
3 + 2H(1 + ν)

)
T

1 +H
.

Используя (3) и (13), найдем решение второго из представленных выше
уравнений относительно неизвестного перемещения в виде

u =
c5
β

+ c̄6β − 1− 2ν

8(1 +H)
g3Ωβ

3 +
α

4(1 +H) ln δ
g3ΔT (1− 2 lnβ)β,

c̄6 =
1− 2ν

2(1 +H)

(
g3

(
c6 +

αΔT

1− 2ν

)
− 1

)
, g3 = 3 + 2H(1 + ν).

Оставшиеся компоненты пластических деформаций определяются из раз-
деления деформаций (4) и закона, обратному к закону Гука (5):

εprr = εrr − (1− 2ν)σrr + ν(Hεpzz − 1)− αT,

εpθθ = εθθ − (1− 2ν)σrr + ν(Hεpzz − 1)− αT.

Напряженное состояние в пластической области IV соответствует гра-
ни призмы Треска σθθ > σrr > σzz, следовательно, условие пластичности (6)
примет вид

σθθ − σzz = 1 +Hεpeq.

Из (8) и (10) следует εpeq = εpθθ, ε
p
zz = −εpθθ, ε

p
rr = 0. Далее закон Гука (5)

с учетом предыдущих соотношений преобразуется к следующему виду:

σrr =
1

(1 + ν)(1− 2ν)

(
(1− ν)εrr + νεθθ − (1 + ν)αT

)
,

σθθ =
1

(1 + ν)(1− 2ν)

(
νεrr + (1− ν)εθθ − (1− 2ν)εpeq − (1 + ν)αT

)
,

σzz = ν(σrr + σθθ) + εpeq − αT.
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Из полученных выше соотношений и условия пластичности найдем

εpθθ =
εθθ − (1 + ν)

2 + (1 + ν)H
.

Используя закон Гука (5) и последнее выражение, преобразуем уравнение
равновесия (2):

u′′ + u′β−1 − k4uβ
−2 =

h4
g4
β−1 − h4Ωβ + α

h4
1− 2ν

T ′,

k4 =
1 + (1− ν2)H

(1− ν)g4
, h4 =

(1 + ν)(1− 2ν)

(1− ν)
, g4 = 2 + (1 + ν)H.

Решение этого уравнения с учетом (13) запишется в виде

u = c7β
−
√
k4 + c8β

√
k4 + (1 + ν)β −m4Ωβ

3 − n4ΔTβ,

m4 =
(1− 2ν)(1 + ν)

17− 18ν + 8H(1− ν2)
g4, n4 =

α(1 + ν)

(1− 2ν) ln δ
g4.

Пластическая область V соответствует ребру призмы Треска, напря-
женное состояние в котором удовлетворяет неравенству σθθ > σrr = σzz.
Условие пластичности примет вид

σθθ − σzz = σθθ − σrr = 1 +Hεpeq.

Из предыдущих соотношений с помощью (9) и (10) получим εpθθ = −(εprr + εpzz),
εpeq = εpθθ. По аналогии с пластической областью I получим систему линейных
относительно неизвестных пластических деформаций:

−εprr + (1 +H +Hν)εpθθ = −εrr + εθθ − (1 + ν),

εprr + (2 +H +Hν)εpθθ = εθθ − (1 + ν),

решение которой имеет вид

εprr =
g5 + 1

2g5
εrr −

1

g5
εθθ +

1 + ν

g5
,

εpθθ = − 1

g5
εrr +

2

g5
εθθ −

2(1 + ν)

g5
,

где g5 = 3+2(1+ν)H. Используя предыдущие выражения, преобразуем закон
Гука (5) к виду

σrr = σzz =
1 +H

(1− 2ν)g5
εrr +

1 + 2νH

(1− 2ν)g5
εθθ −

αT

1− 2ν
− 1

g5
,

σθθ =
1 + 2νH

(1− 2ν)g5
εrr +

1 + 2(1− ν)H

(1− 2ν)g5
εθθ −

αT

1− 2ν
+

2

g5
.
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Далее уравнение равновесия (2) с учетом приведенных выше соотношений
запишется следующим образом:

u′′ + u′β−1 − k5uβ
−2 = 3h5β

−1 − h5g5Ωβ +
αh5g5
1− 2ν

T ′,

k5 =
1 + 2(1− ν)H

1 +H
, h5 =

1− 2ν

1 +H
,

а его решение с учетом распределения (13) примет вид

u = c9β
−
√
k5 + c10β

√
k5 − 3H−1β −m5Ωβ

3 + n5ΔTβ,

m5 =
(1− 2ν)g5

8 + (7 + 2ν)H
, n5 =

αg5
H(1− 2ν) ln δ

.

В пластической области VI напряжения удовлетворяют неравенству
σθθ > σzz > σrr, следовательно, условие Треска примет вид

σθθ − σrr = 1 +Hεpeq.

Из приведенного выше уравнения вместе с (8) и (10) следует, что εpeq = εpθθ,
εpθθ = −εprr, εpzz = 0. Отсюда закон Гука (5) можно преобразовать к виду

σrr =
1

(1 + ν)(1− 2ν)

(
(1− ν)εrr + νεθθ − (1− 2ν)εpeq − (1 + ν)αT

)
,

σθθ =
1

(1 + ν)(1− 2ν)

(
νεrr + (1− ν)εθθ + (1− 2ν)εpeq − (1 + ν)αT

)
,

σzz = ν(σrr + σθθ)− αT.

Из полученных выше соотношений и условия пластичности найдем

εpθθ =
−εrr + εθθ − (1 + ν)

2 +H +Hν
.

Используя закон Гука и выражение для пластической деформации, пре-
образуем уравнение равновесия (2) к виду

u′′ + u′β−1 − uβ−2 = 2h6β
−1 − h6g6Ωβ + α

h6g6
1− 2ν

T ′,

h6 =
(1 + ν)(1− 2ν)

1 + (1− ν2)H
, g6 = 2 +H +Hν.

Решение этого уравнения с учетом (13) имеет вид

u = c11β
−1 + c12β + h6β lnβ −m6Ωβ

3 + n6ΔT (1− 2 lnβ)β,

m6 =
h6g6
8

, n6 =
α(1 + ν)g6

4
(
1 +H(1− ν2)

)
ln δ

.
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4. Вычисление констант интегрирования и переходных скоро-
стей. Процесс упругопластического деформирования разделяется на два или
три интервала, в каждом из которых цилиндр состоит из нескольких пла-
стических и упругой областей. Завершающим шагом решения является вы-
числение неизвестных констант интегрирования и координат границ между
областями. С этой целью для каждого интервала формулируется система
уравнений, состоящая из граничных условий задачи (11), а также трех усло-
вий непрерывности на каждой границе. Такая система является линейной от-
носительно констант интегрирования и нелинейной относительно координат
между областями. Часть уравнений системы решается в символьном виде от-
носительно констант интегрирования. Данный шаг может занимать длитель-
ное время, однако его достаточно выполнить лишь один раз. Далее получен-
ные выражения вместе с параметрами задачи подставляются в оставшиеся
уравнения системы, которые решаются численно относительно неизвестных
координат границ. Описанную процедуру удобно выполнять в системах ком-
пьютерной алгебры.

Рассмотрим первый интервал Ωp 6 Ω 6 Ω1. Неизвестными величинами
являются константы интегрирования c1, c2, c3, c4 в пластических областях
I и II, d1, d2 в упругой области, а также координаты β1 и β2 границ меж-
ду областями. Выражения для констант интегрирования можно получить из
решения следующей системы линейных уравнений:

uI(δ) = 0, uI(β1) = uII(β1), σIrr(β1) = σIIrr (β1),

pIIrr(β2) = 0, σElrr(β2)− σElzz(β2) = 1, σElrr(1) = 0.
(21)

Здесь верхний индекс обозначает область, индекс El соответствует упругой
области. Координаты β1 и β2 определяются численно из приведенной ниже
системы (22) нелинейных уравнений с учетом решения системы (21), чис-
ленных значений параметров задачи δ, ν, H, α, ΔT и выбранного значения
скорости вращения Ω:

σIzz(β1) = σIIzz(β1), uII(β2) = uEl(β2). (22)

Нетрудно убедиться в том, что уравнения (21) и (22) обеспечивают выпол-
нение граничных условий, а также непрерывность всех искомых функций.
Переходное значение коэффициента Пуассона νtr вычисляется с помощью
уравнений (22) вместе со следующими условиями:

σIIrr (β2) = σIIθθ(β2), σElθθ(1)− σElrr(1) = 1. (23)

В полученной расширенной системе уравнений неизвестными являются
β1, β2, νtr, Ω. Для вычисления переходной скорости Ω1 к уравнениям (22) до-
бавляется одно из уравнений (23) в зависимости от выполнения неравенства
ν < νtr. Заметим, что νtr зависит от параметров δ, H, α, ΔT .

На интервале Ω1 6 Ω 6 Ω2 цилиндр может состоять из трех или четырех
пластических областей. В первом случае неизвестные константы интегриро-
вания определяются из решения системы уравнений:

uI(δ) = 0, uI(β1) = uII(β1), σIrr(β1) = σIIrr (β1),

pIIrr(β2) = 0, σElrr(β2)− σElzz(β2) = 1,

σElθθ(β3)− σElrr(β3) = 1, pVIθθ(β3) = 0, σVIrr (1) = 0.
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В свою очередь, для вычисления границ используются уравнения

σIzz(β1) = σIIzz(β1), uII(β2) = uEl(β2), uEl(β3) = uVI(β3). (24)

Для определения переходной скорости Ω2 уравнения (24) дополняются
первым из условий (23). Если ν < νtr, то на втором интервале цилиндр со-
стоит из четырех пластических областей. Константы интегрирования вычис-
ляются из следующей системы уравнений

uI(δ) = 0, uI(β1) = uII(β1), σIrr(β1) = σIIrr (β1),

uII(β2) = uIII(β2), σIIrr (β2) = σIIIrr (β2),

σIIIrr (β3) = σIVrr (β3), σIIIzz (β3) = σIVzz(β3),

σIVrr (β4) = σElrr(β4), σElθθ(β4)− σElzz(β4) = 1, σElrr(1) = 0.

Координаты границ определяются численно с помощью системы

σIzz(β1) = σIIzz(β1), σIIzz(β2) = σIIIzz (β2),

uIII(β3) = uIV(β3), uIV(β4) = uEl(β4).
(25)

Если ΔT = ΔTtr, то пластическая область VI зарождается на внешней
поверхности цилиндра в момент Ω = Ωfp перехода в состояние полной пла-
стичности. Таким образом, для вычисления ΔTtr дополним систему (25) сле-
дующими условиями:

β4 = 1, σElθθ(1)− σElrr(1) = 1. (26)

Заметим, что константы интегрирования в упругой области с учетом условия
β4 = 1 примут вид

d1 =

(
4− (1− 2ν)Ω

)
ln δ − 2α(1 + 2 ln δ)ΔTtr

4(1− ν) ln δ
, d2 =

2 + Ω

4− 4ν
.

В свою очередь, второе из условий (26) преобразуется следующим образом:

d1 +
(1− 2ν)Ω ln δ + 2αΔTtr

4(1− ν) ln δ
= 1.

Из двух последних соотношений нетрудно найти переходное значение гради-
ента температуры:

ΔTtr =
ν

α
.

Если ΔT < ΔTtr, то для вычисления Ω2 система уравнений (25) допол-
няется вторым условием (26). В противном случае система уравнений (25)
решается совместно с первым из уравнений (26) для определения Ωfp. На
третьем интервале Ω2 6 Ω 6 Ωfp цилиндр состоит из 5 пластических об-
ластей. Необходимые системы уравнений на этом интервале формулируются
аналогичным образом, а дополнительное условие для вычисления Ωfp имеет
вид β4 = β5.
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5. Результаты. В качестве примера рассмотрим цилиндр, геометриче-
ский параметр которого равен δ = 0.25. В качестве отсчетной температуры
примем T0 = 300 K. Цилиндр изготовлен из алюминиевого сплава со следу-
ющими значениями параметров: E = 66 ГПа, σ0 = 237 МПа, H = 6.195 ГПа,
α = 2.32 · 10−5 K−1, ν = 0.33 [39]. Соответствующие безразмерные величины
примут значения H = 0.094, α = 1.938. Отсюда максимальное значение тем-
пературного градиента ΔTp = 0.4388; переходное значение температурного
градиента ΔTtr = 0.1703. Также отметим, что неравенство (20) выполняется.

Численные зависимости скоростей вращения Ωp и Ωfp от градиента тем-
пературы ΔT представлены на рис. 1. Видно, что и Ωp, и Ωfp снижаются
с увеличением ΔT от 0 до ΔTp на 34 % и 50 % соответственно. Следует от-
метить, что в полом вращающемся цилиндре, боковые поверхности которого
свободны от напряжений, наличие положительного температурного гради-
ента также приводит к снижению Ωp, однако умеренные значения гради-
ента ΔT могут вызвать даже небольшое увеличение критической скорости
Ωfp [26]. Скорость начала пластического течения (рис. 1) следует линейной
аналитической зависимости (17) практически для всех значений ΔT , лишь
для ΔT ≈ ΔTp у графика Ωp появляется небольшой нелинейный участок. За-
висимость Ωfp(ΔT ) состоит из двух практически линейных участков, а для
ΔT > ΔTtr скорость падения Ωfp увеличивается. Интересно отметить, что
для ΔT ≈ ΔTp во всем цилиндре еще до начала пластического течения реали-
зуется напряженное состояние, близкое к условию пластичности σrr−σzz = 1,
откуда можно ожидать, что скорости Ωp и Ωfp будут практически равны. Од-
нако, как показали расчеты, при таких условиях цилиндр способен выдержи-
вать значительные скорости до полного перехода в пластическое состояние и
в нем также появляются пластические области III и IV.

Перейдем к анализу напряженно-деформированного состояния. Не будем
подробно останавливаться на каждой стадии процесса упругопластического
деформирования. Рассмотрим влияние температурного градиента на распре-
деление и величину напряжений и пластических деформаций в цилиндре.
Для сравнения используются следующие значение температурного градиен-
та: ΔT = 0.0 (изотермический случай), ΔT = 0.2, ΔT = 0.4. На рис. 2 пред-
ставлено распределение напряжений в цилиндре при скорости Ω = 2.709.
Данное значение скорости соответствует началу пластического течения в ци-
линдре при температурном градиенте ΔT = 0.4. Разумеется, для значений
градиента ΔT = 0.0 и ΔT = 0.2 цилиндр при такой скорости еще нахо-
дится в упругом состоянии. Из рис. 2 видно, что наличие температурного
градиента приводит к значительному повышению абсолютной величины на-
пряжений во вращающемся цилиндре. Помимо этого происходит и качествен-
ное изменение напряженного состояния, в частности, при больших значениях
градиента ΔT и скоростях, близких к Ωp, во всем цилиндре реализуется нера-
венство σrr > σθθ > σzz, однако при дальнейшем увеличении скорости вра-
щения вблизи внешней поверхности цилиндра появится область, в которой
σθθ > σrr > σzz.

На рис. 3 представлено распределение напряжений и пластических де-
формаций в цилиндре при скорости Ω = 6.428. Выбранное значение скорости
соответствует полному переходу цилиндра в пластическое состояние для зна-
чения градиента ΔT = 0.4. При ΔT = 0.0 и ΔT = 0.2 и указанном значении
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Рис. 1. Скорости начала пластического течения Ωp и полного перехода в сос-
тояние пластичности Ωfp в зависимости от температурного градиента ΔT

[Figure 1. The elastic limit angular velocity Ωp and the plastic limit angular
velocity Ωfp versus the temperature gradient ΔT ]

Рис. 2. Распределение упругих напряжений в цилиндре при Ω = 2.709
для различных значений градиента температуры: 1 —ΔT = 0.0, 2 —ΔT = 0.2,

3 —ΔT = 0.4
[Figure 2. Elastic stresses distribution in the cylinder at Ω = 2.709 for different
values of the temperature gradient: 1 —ΔT = 0.0, 2 —ΔT = 0.2, 3 —ΔT = 0.4]
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Рис. 3. Распределение напряжений (a) и пластических деформаций (b) при
Ω = 6.428 для различных значений градиента температуры: 1 —ΔT = 0.0,

2 —ΔT = 0.2, 3 —ΔT = 0.4

[Figure 3. Stresses (a) and plastic strains (b) distribution at Ω = 6.428 for dif-
ferent values of the temperature gradient: 1 —ΔT = 0.0, 2 —ΔT = 0.2, 3 —

ΔT = 0.4]
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скорости в цилиндре еще присутствует область чисто упругого деформиро-
вания. Сравнивая рис. 2 и 3, отметим, что с ростом скорости вращения на-
пряжения в цилиндре, разумеется, также возрастают. Из рис. 3 видим, что
температурный градиент значительно ускоряет распространение пластиче-
ского течения. Кроме того, как и в чисто упругом состоянии, абсолютная
величина напряжений и пластических деформаций существенно возрастает
с увеличением температурного градиента. Для достаточно больших значений
температурного градиента и скоростей вращения вблизи внешней поверхно-
сти цилиндра появляется область отрицательных осевых напряжений, в то
время как в изотермическом случае все напряжения в течение процесса оста-
ются положительными.

Заключение. В настоящей работе получено точное решение задачи об
упругопластическом деформировании вращающегося цилиндра с жестким
включением при наличии температурного градиента между внутренней и
внешней поверхностями. Установлено, что температурный градиент приводит
к значительному снижению скорости начала пластического течения, а само
течение может возникнуть внутри цилиндра, а не на внутренней боковой по-
верхности, как и в изотермическом случае. Критическая скорость вращения,
соответствующая полному переходу цилиндра в пластическое состояние, так-
же заметно снижается с увеличением температурного градиента. Кроме того,
наличие градиента температуры приводит к увеличению абсолютной вели-
чины напряжений и пластических деформаций в цилиндре. Для дальнейших
исследований представляет интерес термоупругопластический анализ враща-
ющегося цилиндра из материала, чьи механические и теплофизические па-
раметры зависят от температуры.
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Abstract

The article is devoted to thermoelastoplastic analysis of a rotating cylin-
der with a rigid shaft and fixed ends. The problem statement is based on
the theory of infinitesimal deformations, the Tresca yield condition, the flow
rule associated with it and the law of linear isotropic hardening.

It is assumed that the cylinder is subject to stationary positive temper-
ature gradient between the inner and outer surfaces. The mechanical and
thermophysical parameters of the material are assumed to be independent
of temperature. The performed analysis is limited to the loading stage.

It is found that, in the general case, six plastic regions can appear in a
cylinder, corresponding to different edges and faces of the Tresca hexagon,
and the evolution of plastic flow has qualitative differences from the isother-
mal case. For each plastic region, an exact solution of the governing equations
is found. It has been established that the temperature gradient leads to a
significant increase in the absolute value of stresses and plastic deformations
in the cylinder and a decrease in elastic and plastic limit angular velocities.
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ening, thermal stresses.
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Анализ остаточных напряжений
в поверхностно упрочненных вращающихся
призматических элементах
с полукруглыми надрезами в условиях
высокотемпературной ползучести
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Аннотация

Разработан численный метод для расчета релаксации остаточных
напряжений во вращающемся поверхностно упрочненном призматиче-
ском образце с полукруглым надрезом в условиях высокотемператур-
ной ползучести. Задача моделирует напряженно-деформированное со-
стояние образца, у которого одна грань закреплена на вращающемся
с постоянной скоростью диске.

Методика включает в себя следующие этапы:
– реконструкцию полей остаточных напряжений и пластических де-

формаций после предварительного поверхностного пластического
деформирования;

– расчет релаксации остаточных напряжений в процессе ползучести
вращающегося призматического стержня.

Выполнен детальный анализ задачи для призматического образца
размером 150×10×10 мм из сплава ЭП742. Одна из граней этого образ-
ца была упрочнена с помощью механического ультразвукового упроч-
нения. Решение задачи рассматривалось для образца с полукруглыми

Механика деформируемого твердого тела
Научная статья

© Коллектив авторов, 2024
© СамГТУ, 2024 (составление, дизайн, макет)

cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0
International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)

Образец для цитирования
Р а дч е н к о В. П., С а уш кин М. Н., Ши шки н Д. М. Анализ остаточных напряжений
в поверхностно упрочненных вращающихся призматических элементах с полукруглыми
надрезами в условиях высокотемпературной ползучести // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та.
Сер. Физ.-мат. науки, 2024. Т. 28, № 3. С. 489–515. EDN: GOWDBU. DOI: 10.14498/vsgtu2099.

Сведения об авторах

Владимир Павлович Радченко https://orcid.org/0000-0003-4168-9660
доктор физико-математических наук, профессор; заведующий кафедрой; каф. прикладной
математики и информатики; e-mail: radchenko.vp@samgtu.ru

Михаил Николаевич Саушкин https://orcid.org/0000-0002-8260-2069
кандидат физико-математических наук, доцент; доцент; каф. прикладной математики и ин-
форматики; e-mail: saushkin.mn@samgtu.ru

Дмитрий Михайлович Шишкин https://orcid.org/0000-0003-3205-2262
кандидат технических наук; доцент; каф. общетеоретических дисциплин;
e-mail: shishkin.dim@yandex.ru

489



Р а дч е н к о В. П., С а у ш кин М. Н., Шиш кин Д. М.

надрезами радиусами 0.1 и 0.3 мм, расположенными на расстоянии 2
и 75 мм от жестко закрепленной грани.

В области надрезов после опережающего поверхностного пластиче-
ского деформирования задачи решались как в упругой, так и в упру-
го-пластической постановках. Полученные начальные поля остаточных
напряжений и пластических деформаций использовались в качестве ис-
ходных данных для решения задачи ползучести.

Анализ влияния радиусов надрезов, их расположения, угловой ско-
рости и начальных полей остаточных напряжений на релаксацию оста-
точных напряжений проводился при температуре 650 ∘C на основе фе-
номенологической теории течения, построенной на известных экспери-
ментальных данных для данного сплава.

Результаты показали, что для определения начального напряженно-
деформированного состояния после предварительного пластического де-
формирования для надреза радиусом 0.1 мм необходимо использовать
упруго-пластическое решение, тогда как для радиуса 0.3 мм различия
между упругими и упруго-пластическими решениями незначительны.

Исследование релаксации остаточных напряжений проводилось при
угловых скоростях 1500 и 2000 об/мин в течение 100 часов. Несмотря
на заметную релаксацию остаточных напряжений для образцов с над-
резами радиусом 0.1 и 0.3 мм, после полной температурно-силовой раз-
грузки в области надрезов все же наблюдается значительный уровень
остаточных сжимающих напряжений. Это свидетельствует о высокой
эффективности поверхностного упрочнения при эксплуатации в услови-
ях высокотемпературной ползучести.

Ключевые слова: остаточные напряжения, опережающее поверхност-
ное пластическое деформирование, полукруглый надрез, вращение приз-
матического образца, ползучесть, релаксация остаточных напряжений.
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Введение. Формирование микроструктуры поверхностного слоя деталей
авиационных двигателей при их производстве является сложным процессом,
сопровождающимся неоднократным изменением напряженно-деформирован-
ного состояния (НДС) на поверхностях заготовок на всех стадиях механиче-
ской обработки. Процессы резания, такие как токарная обработка и фрезе-
рование, обычно вызывают приповерхностные растягивающие напряжения,
которые не всегда полностью исчезают даже на этапах финишной обработки
и могут отрицательно влиять на прочность компонентов в процессе эксплуа-
тации.

В инженерной практике такие начальные напряжения на этапе проек-
тирования часто игнорируются, а расчеты на прочность проводятся лишь
с учетом эксплуатационных нагрузок в предположении, что первоначальное
напряженное состояние невозмущенное. Однако эксплуатационные напряже-
ния комбинируются с неучтенными начальными растягивающими напряже-
ниями, которые могут превышать допустимые предельные значения для ма-
териала, что приводит к образованию микротрещин и непрогнозируемым раз-
рушениям.

Другим значительным фактором, способствующим нарушениям целост-
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ности конструкций, таких как газотурбинные двигатели (ГТД), является ло-
кальное превышение растягивающих напряжений над их допустимыми значе-
ниями в местах концентрации напряжений. Концентраторы могут возникать
как из-за конструктивных особенностей (например, канавок и пазов), так и
из-за эксплуатационных дефектов (например, царапин и вмятин), вызванных
столкновением с инородными объектами. Наличие концентраторов напряже-
ний крайне нежелательно, так как они значительно увеличивают вероятность
разрушения в условиях эксплуатации, часто приводя к выходу из строя всего
агрегата в целом. Ситуация усугубляется высокими рабочими температура-
ми, когда в наиболее подверженных деформации сечениях деталей возникает
ползучесть.

На протяжении последних десятилетий наиболее эффективным подходом
к повышению прочностных характеристик деталей и изделий в авиадвигате-
лестроении и энергетическом машиностроении стали методы поверхностного
пластического деформирования (ППД) [1–7], кавитационного [5], термопла-
стического [8], лазерного [9] упрочнения и другие технологии. Эти методы
позволяют значительно улучшить механические свойства упрочненных дета-
лей.

Известно, что применение поверхностного упрочнения позволяет суще-
ственно повысить предел выносливости [1,2,4,6,8,10,11], улучшить триболо-
гические характеристики поверхности [6,12,13] и увеличить микротвердость
поверхностного слоя [14].

С позиции механики упрочнения улучшение показателей надежности де-
талей достигается за счет формирования тонкого приповерхностного слоя
остаточных напряжений (ОН) сжатия, которые компенсируют эксплуатаци-
онные растягивающие напряжения. Например, в зависимости от используе-
мого метода ППД толщина упрочненного слоя может варьироваться от 100 до
300 мкм [2,4,6,14–17] при дробеструйной обработке и достигать 1 мм и более
при обкатке роликом [15,17].

Применение методов ППД также положительно влияет и на характе-
ристики надежности деталей с концентраторами напряжений, о чем свиде-
тельствуют результаты многих исследований [2,6,15,18–21,23–26]. В частно-
сти, поверхностное упрочнение деталей, ослабленных концентраторами на-
пряжений, способствует значительному увеличению их предела выносливо-
сти [18–20,24,26].

Важно отметить, что для снижения интенсивности напряжений в преду-
смотренных конструкцией концентраторах напряжений применяется метод
опережающего поверхностного пластического деформирования (ОППД) [18,
19, 27, 28]. Этот метод заключается в предварительном упрочнении гладкой
детали с последующим удалением части материала в зоне соответствующего
концентратора.

Несмотря на стабильность процесса ППД деталей и ожидаемую прогнози-
руемость наведенных упрочнением полей сжимающих ОН, их эффективность
и распределение могут значительно снижаться в условиях интенсивного экс-
плуатационного температурного и температурно-силового воздействия, осо-
бенно в условиях ползучести из-за релаксации ОН. Однозначного решения
этой проблемы на данный момент не существует, так как решение вопросов,
связанных с релаксацией ОН в условиях ползучести, находится на стадии
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становления и развития, а требования к материалам и конструктивным ре-
шениям из-за увеличения мощностей силовых установок продолжают расти.
В связи с этим существует необходимость в подробном исследовании НДС
упрочненных и неупрочненных деталей ГТД, работающих в условиях высо-
котемпературной ползучести [16,19,29–32].

Частичное решение упомянутой проблемы отражено в работах, посвя-
щенных разработке методов численного расчета релаксации ОН в поверх-
ностно упрочненных гладких «бездефектных» образцах цилиндрического [31]
и призматического [32] профиля, функционирующих в условиях высокотем-
пературной ползучести с учетом силового нагружения в поле массовых сил.
Однако для поверхностно упрочненных призматических тел с концентратора-
ми напряжений аналогичного решения задачи в данной постановке не суще-
ствует. Поэтому настоящая работа посвящена разработке численного метода
расчета релаксации остаточных напряжений в условиях высокотемператур-
ной ползучести с учетом силового нагружения, вызванного вращением образ-
ца, на примере поверхностно упрочненного призматического образца с полу-
круглыми надрезами. В области надрезов после ОППД задача решалась как
в упругой, так и в упругопластической постановках.

1. Постановка задачи. В декартовой системе координат xyz рассмат-
ривается вращающийся поверхностно упрочненный призматический образец
размером 150×10×10 мм из сплава ЭП742 в условиях высокотемпературной
ползучести при температуре 650 ◦C в течение 100 часов. Образец ослаблен
полукруглыми надрезами радиусом 0.1 и 0.3 мм, расположенными на рассто-
янии 2 и 75 мм от жестко закрепленной левой торцевой грани в плоскости yz
(рис. 1).

Плоскость xz совмещена с верхней упрочненной гранью призматического
образца (на рис. 1 показана заливкой темного цвета), которая была подвер-
жена виброударному ультразвуковому поверхностно-пластическому упрочне-
нию дробью (УЗУ) и на которую впоследствии наносился полукруглый над-
рез радиуса ρ. Закрепление образца осуществлялось консольно (жестко) по
левой торцевой грани в плоскости yz, что аналогично стержню квадратного
сечения, закрепленному на абсолютно жестком диске радиуса R1. Враще-
ние упрочненного образца полагалось относительно вертикальной оси A1A2

с постоянной угловой скоростью ω, в результате чего в объеме образца воз-
никает неоднородное осевое напряженное состояние за счет переменной на-
грузки N(x) (рис. 1), которая приводит к развитию деформации ползучести
в каждом поперечном сечении образца и релаксации наведенных упрочнени-

Рис. 1. Схема нагружения поверхностно упрочненного образца с полукруглыми надрезами

[Figure 1. The loading scheme for a surface-hardened sample with semicircular notches]
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ем сжимающих ОН. Для дальнейшего исследования введена гипотеза плос-
ких сечений.

Решение представленной задачи строится аналогично решению о враще-
нии гладкого призматического образца [32]. Реализация решения для образца
с полукруглым надрезом состоит из следующих расчетных этапов:

1) реконструкция полей ОН и пластических деформаций (ПД) после про-
цедуры упрочнения гладкого «бездефектного» призматического образ-
ца при нормальной («комнатной») температуре T0;

2) формирование поверхностного полукруглого надреза радиуса ρ на упроч-
ненной грани образца в соответствии с технологией ОППД и пересчет
полей ОН в упрочненном образце с учетом полукруглого надреза при
температуре T0;

3) пересчет полей ОН с учетом надреза в условиях температурно-сило-
вого нагружения от действия инерционных сил при вращении и из-
менении температуры со значения T0 (модуль упругости E(T0) = E0)
до рабочей температуры T1 (T1 > T0, модуль упругости E(T1) = E1)
в момент времени t = 0− 0;

4) расчет релаксации ОН в поверхностно упрочненном образце с надрезом
вследствие ползучести при температуре T1 для значений времени t > 0.

2. Оценка напряженно-деформированного состояния бездефект-
ного образца при вращении. Закон изменения осевого напряжения во
вращающемся неупрочненном призматическом образце без надреза от дей-
ствия центробежной силы, действующей на элементарный объем H×H×dx
(см. рис. 1), имеет следующий вид:

dN = ω(R1 + x)γF (x)dx, 0 6 x 6 L = R2 −R1, (1)

где ω— угловая скорость, γ = ρспg— удельный вес, ρсп — плотность сплава
ЭП742, g— ускорение свободного падения, F (x)— площадь поперечного сече-
ния образца (в рассматриваемом случае F (x) = H2 = const). Из (1) получаем

N(x) = γω2

∫ L

x
(R1 + ξ)F (ξ)dξ. (2)

Учитывая, что F (x) = H2, из (2) для напряжения σ0(x) = N(x)/H2 имеем

σ0x(x) = γω2
[
R1(L− x) +

L2 − x2

2

]
. (3)

Формулу (3) с учетом обозначения L = R2 −R1 можно представить в виде

σ0x(x) =
1

2
γω2R2

2

[
1−

(R1 + x

R2

)2]
, 0 6 x 6 R2 −R1. (4)

Из формул (3) и (4) следует, что при ω = const осевое напряжение σ0x(x)
при фиксированной величине x не зависит от времени. Другими словами,
задачу можно рассматривать независимо для каждого сечения как нахо-
дящегося под действием растягивающего постоянного осевого напряжения
σ0x = σ0x(x).
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3. Численный метод расчета полей остаточных напряжений
и пластических деформаций в поверхностно упрочненном образце
с полукруглым надрезом. Для начала рассмотрим методику численного
расчета полей ОН и ПД для гладкого «бездефектного» образца после проце-
дуры ОППД, подробно изложенную в работах [28,32].

В [28,32] установлено, что компоненты тензоров ОН и ПД зависят только
от координаты y: σx = σx(y), σz = σz(y), σy = σy(y) = 0; все недиагональные
компоненты ОН и ПД полагаются равными нулю в силу их незначитель-
ности. При этом ненулевыми компонентами деформаций являются упругие
ei = ei(y), пластические qi = qi(y) и полные εi = εi(y), i = x, y, z, соответ-
ственно. Согласно введенной гипотезе плоских сечений для компонент оста-
точных полных деформаций выполняется условие

εx(y) = εz(y) = 0.

Для рассматриваемого случая изотропного поверхностного упрочнения
(выполняется условие qx(y) = qz(y)) с учетом условия пластической несжи-
маемости qx + qy + qz = 0, при том, что процесс упрочнения осуществляется
в момент времени t = 0− 0 при температуре T0, расчетные формулы для ОН
и ПД принимают вид [28,32]

σx(y) = σz(y), qx(y) = qz(y) = −1− ν

E0
σx(y), qy(y) =

2(1− ν)

E0
σx, (5)

где ν — коэффициент Пуассона, E0 — модуль Юнга (при температуре T0).
В соответствии с (5) все компоненты тензоров ОН и ПД выражаются че-

рез компоненту σx(y), поэтому для реконструкции НДС упрочненного образ-
ца достаточно иметь известную экспериментальную зависимость σx = σx(y)
в пределах упрочненного слоя (показана точками на рис. 2), после чего необ-
ходимо построить аппроксимацию этой зависимости и экстраполировать ее
на все значения 0 6 y 6 H, гдеH = 10 мм — высота призматического образца.

3.1. Начальный этап численного расчета заключается в аппроксимации
известной экспериментальной зависимости для компоненты σx = σx(y) по
формуле

σx(y) = σ0 − σ1 exp
[
−
(y − y∗

b

)2]
, (6)

где σ0, σ1, b, y
∗ — параметры аппроксимации эпюры σx = σx(y), методика

определения которых подробно изложена в [28, 32]; y— текущее положение
координаты.

Для поверхностно упрочненного гладкого призматического образца раз-
мером 150×10×10 мм, изготовленного из сплава ЭП742, параметры аппрок-
симации в соответствии с [32] имеют следующие значения: σ0 = 119.2 МПа,
σ1 = 1230.7 МПа, b = 0.097 мм, y∗ = 0.04 мм. Полученные результаты расчета
ОН для компоненты σx = σx(y) по аппроксимации (6) приведены на рис. 2
сплошной линией.

Зависимости (5) и (6) задают исходную информацию для следующего
этапа — численного расчета полей ОН и ПД в поверхностно упрочненном
призматическом образце с полукруглым надрезом в пакете ANSYS Mechanical

APDL.

494



Анализ остаточных напряжений . . .

3.2. На втором этапе определяемые из соотношений (5) компоненты тен-
зора остаточных ПД qi = qi(y), i = x, y, z, моделируются фиктивными темпе-
ратурными деформациями вида

qi(y) = βi
(
T (y)

)[
T (y)− T0

]
, i = x, y, z, 0 6 y 6 H, (7)

где βi
(
T (y)

)
— коэффициенты температурного расширения, T = T (y)— неод-

нородное температурное поле с малым градиентом температур, которое мо-
жет быть произвольным, T∗ = T (0) = 30 ◦C — значение температуры на
упрочненной грани образца (закрашена на рис. 1, y = 0), T0 = T (H) = 20 ◦C —
фиксированное значение температуры на противоположной грани образца
(рис. 1) при y = H.

При известных из (5) и (6) значениях qi(y) и заданном распределении
температуры T = T (y) по формуле (7) вычисляются коэффициенты темпера-
турного расширения βi

(
T (y)

)
, необходимые для численного решения задачи

фиктивной термоупругости поверхностно упрочненного гладкого образца на
основе метода конечных элементов (МКЭ) с целью определения его началь-
ного НДС (на рис. 2 полученный результат соответствует штриховой линии).

Из данных на рис. 2 видно, что расчет МКЭ для задачи термоупругости
хорошо согласуется с экспериментальными данными и с расчетом по моде-
ли (5) с учетом аппроксимации (6). Это, в частности, подтверждает адек-
ватность расчетов методом конечных элементов на основе начальных темпе-
ратурных деформаций как в отношении экспериментальных данных, так и
данных, полученных по модели (5), (6).

3.3. Третий расчетный этап заключается в реализации технологии ОППД.
На упрочненный гладкий образец наносится полукруглый надрез методом
удаления части материала с наведенными упрочнением ОН и ПД, что приво-
дит поле полных деформаций к неуравновешенному состоянию вблизи надре-
за. Равновесное состояние достигается за счет перераспределения полей ОН
в зоне надреза, которое определяется повторным численным расчетом задачи
фиктивной термоупругости в ANSYS.

Как уже было отмечено в [28], при расчете полей ОН в области полу-
круглого надреза в упругой постановке, когда радиус полукруглого надре-
за ρ 6 h (где h— толщина упрочненного слоя, зависящая от метода ППД),
полученные результаты для компонент ОН σi = σi(y), i = x, y, z, представ-
ляют собой завышенные значения, зачастую превосходящее предел прочно-

Рис. 2. Данные для компоненты σx = σx(y)
после УЗУ поверхности призматического об-
разца с размерами 150×10×10 мм из спла-
ва ЭП742: экспериментальные данные (мар-
керы) [28, 32], расчетные данные по аппрок-
симации (6) (сплошная линия) и для термо-

упругой задачи (штриховая линия)

[Figure 2. Data for the component σx = σx(y)
after ultrasonic surface hardening of a
prismatic sample measuring 150×10×10 mm
made of EP742 alloy: experimental data
(markers) [28, 32], calculated data from
approximation (6) (solid line), and for the

thermoelastic problem (dashed line)]
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сти. В этой связи расчет необходимо производить с учетом зоны вторичной
пластичности материала упрочненного образца в окрестности надреза, т. е.
решать задачу в упругопластической постановке, для чего в программном
комплексе ANSYS задается диаграмма упругопластического деформирования
в координатах «истинное напряжение – полная деформация» (σ – ε) (рис. 3,
кривая 3). При этом предполагается, что диаграммы растяжения и сжатия
практически одинаковы для рассматриваемого материала (с учетом знака),
а уровень образующихся в зоне надреза сжимающих ОН, превышающий пре-
дел текучести σT , приводит к появлению вторичных пластических дефор-
маций. Согласно [33] пересчет «истинных» напряжений осуществляется из
«номинальных» напряжений σ0 (рис. 3, кривая 2), полученных на основе
экспериментальных данных для сплава ЭП742 (рис. 3, кривая 1), с учетом
накопления поврежденности по зависимости

σ = σ0(1 + ω), ω̇ = ασq̇, (8)

где ω— параметр поврежденности, q— деформация пластичности, α = const—
феноменологический параметр, σ0 и σ— номинальное и истинное напряже-
ния, соответствующие одному и тому же уровню пластической деформации q.

Для жесткого режима нагружения одноосного образца (ε̇ = const) исполь-
зуется неявно заданная зависимость σ0 = σ0(q) [33]:

q = c

[
σ0 exp

(∫ q

0
ασ0(ξ)dξ

)
− σT

]n
, (9)

где σT — предел текучести (пропорциональности), c и n— параметры аппрок-
симации начального участка диаграммы упругопластического деформирова-
ния степенной зависимостью при ω ≈ 0 и σ0 ∼= 0:

q = c(σ0 − σT )
n. (10)

Для построения упругопластической кривой в координатах «истинное на-
пряжение – полная деформация» σ – ε (см. рис. 3) по формулам (8)–(10),
представляющей собой монотонно возрастающую функцию, использовались

Рис. 3. Кривые упругопластического де-
формирования сплава ЭП742 при темпера-
туре 20 ∘C: 1 — экспериментальные данные
[23], 2 — расчет в координатах σ0 – ε, 3 — рас-

чет в координатах σ – ε

[Figure 3. The stress-strain curves of the EP742
alloy under elastic-plastic deformation at a
temperature of 20 ∘C: 1 — experimental data
[23], 2 — calculation in coordinates σ0 – ε, 3 —

calculation in coordinates σ – ε]
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следующие параметры [28, 33]: σT = 863.3 МПа, c = 1.356 · 10−6 МПа−n,
n = 1.776, α = 1.916 · 10−3 МПа−1.

Таким образом, решение задачи сводится к определению начального НДС
поверхностно упрочненного образца с надрезом либо в упругой постановке,
при этом решается фиктивная задача термоупругости, либо в упругопласти-
ческой постановке на основе задачи термоупругопластичности. Во втором
случае для мелких надрезов получаются реалистичные поля ОН по сравне-
нию с решениями задач в упругой постановке [28].

Следует отметить, что полученные результаты распределения ОН в упроч-
ненном образце с надрезом из решения задачи в обеих постановках являются
исходными данными при дальнейшем расчете кинетики напряжений в усло-
виях температурно-силового нагружения образца при ползучести.

4. Методика расчета кинетики напряженно-деформированного
состояния упрочненных гладких призматических образцов с надре-
зами при вращении. Изложим методику релаксации ОН во вращающихся
гладких образцах и образцах с надрезами с единых позиций с использовани-
ем МКЭ в вычислительном комплексе ANSYS. Для образца с надрезами это
единственный способ, а численое решение для гладкого образца в дальней-
шем будет использоваться для сравнительного анализа решения задачи по
МКЭ с решением по методу сеток, методика которого приведена в [32].

4.1. На первом этапе в обоих случаях строится решение после процеду-
ры ППД для гладкого образца или ОППД для образца с надрезами в усло-
виях мгновенного температурного нагружения с температуры упрочненного
состояния T0 до «рабочей» (эксплуатационной) температуры T1. В обоих слу-
чаях модуль упругости материала уменьшается с величины E(T0) = E0 до
E(T1) = E1 (в дальнейшем предполагается, что коэффициент Пуассона ν не
зависит от температуры), что, в свою очередь, приводит к изменению НДС
образцов при переходе от температуры T0 до T1. Тогда для гладкого образца
в предположении, что новых пластических деформаций не возникает, по ана-
логии с (5) в момент времени t = 0 + 0 получаем следующее распределение
полей ОН и ПД:

σx(y) = − E1

1− ν
qx(y), σz(y) = σx(y). (11)

Из сравнения (5) и (11) следует, что напряжение σx(y) при температуре
«эксплуатации» T1 можно получить, умножив функцию σx(y) при темпера-
туре упрочнения T0 на коэффициент E1/E0.

Аналогичная процедура пересчета НДС реализуется и для образца с над-
резом: поля распределения ОН, полученные решением задачи в упругой или
упругопластической постановке при температуре T0, умножаются также на
коэффициент E1/E0.

4.2. Следующий шаг силового нагружения связан с вращением нагре-
того до температуры T1 упрочненного образца относительно вертикальной
оси A1A2 с постоянной угловой скоростью ω (рис. 1). Для случая гладко-
го «бездефектного» образца неоднородность напряженного состояния образ-
ца задается продольной компонентой напряжений σ0x(x) в соответствии с (1)
и его стационарностью по координате x ∈ [0, L] при вращении. Для образца
с полукруглыми надрезами радиуса ρ (независимо от их расположения) на-
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пряжения σ0x(x) вычисляются аналогично в программном комплексе ANSYS,
но с учетом концентрации напряжений в ослабленных надрезами и близко
прилегающих к ним сечениях. Для этой цели достаточно задать удельный
вес материала γ и значение угловой скорости ω.

4.3. На следующем этапе в обоих случаях реализуется расчет НДС в усло-
виях ползучести при заданном температурно-силовом нагружении с учетом
накопления деформаций ползучести при температуре T1 в течение заданного
времени t ∈ [0, t∗]. В дальнейшем для сплава ЭП742 время расчета на пол-
зучесть образцов при температуре 650 ◦C принималось равным t∗ = 100 ча-
сов. Для реализации расчета нужен выбор конкретной теории ползучести,
при этом необходимо ориентироваться на возможности библиотеки соответ-
ствующих теорий в вычислительной среде ANSYS Mathematical APDL. Экспе-
риментальные данные по ползучести сплава ЭП742 при температуре 650 ◦C
имеются в работе [33, рис. 3.9] на базе до 400÷800 часов. Поэтому для вре-
менной базы 100 часов использовались лишь начальные участки эксперимен-
тальных кривых ползучести при напряжениях σ = {588.6; 637.6; 686} МПа,
представленных на рис. 4 точками. С учетом характера этих кривых (на-
личие лишь первой стадии ползучести) для построения модели ползучести
выбрана теория течения, которая в одномерном случае с учетом гипотезы
подобия кривых имеет вид [34]

ṗ(t, σ) = S(σ)τ(t). (12)

Выбирая кривую при σ∗ = 637.6 МПа в качестве базовой кривой ползучести,
перепишем (12) для определения функции τ(t) в виде степенной аппрокси-
мации

ṗ(t, σ) = S
( σ
σ∗

)
Atn, (13)

где S(1) = 1 для кривой ползучести при σ = σ∗. После интегрирования (13)
при σ = σ∗ получаем

p(t, σ∗) =
Atn+1

n+ 1
,

где величины n и A/(n+ 1) находятся методом наименьших квадратов и име-
ют значения n+ 1 = 0.6, A/(n+ 1) = 0.67 · 10−3, откуда n = −0.4. Аппрокси-
мация функции S(σ/σ∗) также принимается в виде степенной зависимости:

S
( σ
σ∗

)
= B ·

( σ
σ∗

)m
,

где параметры B и m находятся с использованием кривых ползучести при на-
пряжениях σ = {588.6; 637.6; 686} МПа при фиксированных значениях време-
ни t методом наименьших квадратов и имеют следующие значения: B = 1.04;
m = 6.82. Тогда окончательно с учетом всех найденных параметров получаем
следующую модель ползучести — теорию течения:

ṗ(t, σ) = 3.4 · 10−23 · σ6.82 · t−0.4, (14)

а после интегрирования (14) при σ = const—

p(t) = 5.22 · 10−23 · σ6.82 · t0.6. (15)
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Рис. 4. Экспериментальные (точки) и расчетные (сплошные линии) кривые
ползучести сплава ЭП742 при температуре 650 ∘C: 1 — σ = 588.6 МПа, 2 —

σ = 637.6 МПа, 3 — σ = 686 МПа

[Figure 4. Experimental (points) and theoretical (solid lines) creep curves of the
EP742 alloy at a temperature of 650 ∘C: 1 — σ = 588.6 MPa, 2 — σ = 637.6 MPa,

3 — σ = 686 MPa]

Расчетные значения деформации ползучести для сплава ЭП742 при тем-
пературе 650 ◦C на основании зависимости (15) приведены на рис. 4 сплош-
ными линиями. Наблюдается хорошее соответствие данных расчета с экспе-
риментальными данными.

Теория течения в библиотеке моделей ANSYS имеет вид

ε̇cr = C1σ
C2
2 tC3e−C4/T , (16)

где ε̇cr — скорость деформации ползучести, T — температура, Ci — константы
модели. Таким образом, сравнивая (14) и (16), для сплава ЭП742 при тем-
пературе 650 ◦C в расчетах достаточно положить C1 = 3.4 · 10−23, C2 = 6.82,
C3 = −0.4, C4 = 0.

Согласно настоящей методике, дискретизация по времени t при использо-
вании программного комплекса ANSYS осуществляется заданием временного
шага Δt в разделе настроек решателя, где от t0 = 0 до t1 = 1 ч временной шаг
интегрирования соответствует Δt1 = 0.02 ч, после чего от t1 = 1 ч и до окон-
чания времени t∗ температурной выдержки Δt = 1 ч. Это связано с тем, что
в пределах первого часа нагружения скорость релаксации ОН имеет наиболь-
шую величину, поэтому шаг интегрирования в области, прилегающей к t = 0,
должен быть малым.

5. Расчет релаксации остаточных напряжений во вращающем-
ся упрочненном гладком призматическом образце в условиях вы-
сокотемпературной ползучести. В связи с тем, что в работе в дальней-
шем сравниваются решения для гладкого вращающегося образца методом
конечных элементов на основе фиктивной термоупругой задачи, с решением
этой же задачи методом сеток, приведем полностью алгоритм метода сеток,
изложенный в [32]. Сначала выполняется дискретизация по переменной x:
0 = x0 < x1 < · · · < xn = L c постоянным шагом Δx = L/N1, где N1 —
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количество отрезков разбиения. В результате упрочненный образец рассмат-
ривается как стержень из N элементарных стержней прямоугольного сече-
ния с высотой Δx (см. рис. 1), причем в каждом поперечном сечении осевое
растягивающее напряжение σ0x(x), xi−1 6 x 6 xi, i = 1, 2, . . . , N1, вычислен-
ное по зависимости (4), можно считать постоянным. Поэтому при расчете
релаксации ОН в каждом сечении x = xk вращающегося образца действует
постоянное напряжение σ0x(xk).

Для каждого элементарного стержня вводится гипотеза плоских сечений
в виде

εx(y, xk, t) = ε0x(xk, t), εz(y, xk, t) = ε0z(xk, t).

Тогда в любой момент времени справедливы следующие равенства:

εx(y, xk, t) = ex(y, xk, t) + qx(y) + px(y, xk, t) = ε0x(xk, t),
εz(y, xk, t) = ez(y, xk, t) + qz(y) + pz(y, xk, t) = ε0z(xk, t).

(17)

Величины ε0x(xk, t) и ε0z(xk, t) имеют следующее представление:

ε0x(xk, t) =
1

E1
σ0x(xk) + p0x(xk, t), ε0z(xk, t) = − ν

E1
σ0x(xk) + p0z(xk, t). (18)

Тогда (17) с учетом (18) преобразуются к виду

1

E1
[σx(y, xk, t)− νσz(y, xk, t)] + qx(y) + px(y, xk, t) =

1

E1
σ0x(xk) + p0x(xk, t),

1

E1
[σz(y, xk, t)− νσx(y, xk, t)] + qz(y) + pz(y, xk, t) = − ν

E1
σ0x(xk) + p0z(xk, t).

Решая полученную систему относительно σx(y, xk, t) и σz(y, xk, t), находим

σx(y, xk, t) = σ0x(xk) +
E1

1− ν2
[(
p0x(xk, t) + νp0z(xk, t)

)
−

−
(
qx(y) + νqz(y)

)
−
(
px(y, xk, t) + νpz(y, xk, t)

)]
,

σz(y, xk, t) =
E1

1− ν2
[(
p0z(xk, t) + νp0x(xk, t)

)
−

−
(
qz(y) + νqx(y)

)
−

(
pz(y, xk, t) + νpx(y, xk, t)

)]
.

(19)

Однако для реализации расчетов кинетики напряжений σx(y, xk, t) и σz(y, xk, t)
на основании (19) необходимо знать величины p0z(xk, t) и p0x(xk, t), которые из-
начально неизвестны. Для их определения запишем условия равенства внут-
ренних и внешних сил, действующих в любом сечении, параллельном коор-
динатным плоскостям xy и xz:

∫ H

0
σx(y, xk, t)dy =

∫ H

0
σ0x(xk)dy,

∫ H

0
σz(y, xk, t)dy = 0. (20)

Подставляя (19) в (20) и учитывая, что при x = xk величина σ0x(xk) = const,
решим полученную систему уравнений относительно p0z и p0x и окончательно
найдем

p0x(xk, t) =

∫ H

0
[qx(y) + px(y, xk, t)]dy,

p0z(xk, t) =

∫ H

0
[qz(y) + pz(y, xk, t)]dy.

(21)
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Объединяя (19) и (21), получаем систему для расчета кинетики ОН σx(y, xk, t)
и σz(y, xk, t) в процессе ползучести во вращающемся упрочненном гладком
призматическом образце. Начальные условия для этой системы следующие:
px(y, xk, 0) = 0; pz(y, xk, 0) = 0.

Таким образом, при известных компонентах тензора деформаций ползуче-
сти px(y, xk, t) и pz(y, xk, t) величины σx(y, xk, t) и σz(y, xk, t) определяются из
системы (19), (21). Компоненты деформации ползучести px(y, x, t) и pz(y, x, t)
рассчитываются по теории течения, реологические соотношения которой при
сложном напряженном состоянии обобщаются исходя из одноосной модели
(16) при C4 = 0 и имеют вид

ṗij =
3

2
C1(S

∗)C2−1
(
σij −

1

3
σkk

)
tC3 , (22)

где S∗ — интенсивность напряжений; σij и ṗij — компоненты тензоров напря-
жений и скоростей деформаций ползучести, по повторяющемуся индексу осу-
ществляется суммирование; константы Ci имеют такие же значения, как
и в одноосной модели. Для гладкой детали имеем две компоненты тензора
напряжений σ11 = σx, σ22 = σz и три компоненты скоростей деформаций
ṗ11 = ṗx, ṗ22 = ṗz, ṗ33 = ṗy, но из условия несжимаемости материала при
ползучести величина ṗy = −(ṗx + ṗz), поэтому она не играет никакой роли
в процессе релаксации ОН.

Для вычисления σx и σz из (19), (21) известным методом шагов по вре-
мени рассчитываются px и pz. Суть метода состоит в следующем. Сначала
осуществляется дискретизация по временной координате 0 = t0 < t1 < · · · <
tK = t∗ с заданным шагом Δti = ti+1 − ti, i = 0, 1, . . . ,K − 1, и по простран-
ственной переменной 0 = y0 < y1 < · · · < yM = H, где H — высота образца,
см. рис. 1. Тогда на основании (22) вычисляются приращения компонент де-
формаций ползучести Δpx(yj , xk, ti), Δpz(yj , xk, ti) за шаг по времени Δti, при
этом приращения соответствующих величин, входящих в (22), вычисляются,
например, по методу Эйлера. Далее находятся значения

px(yj , xk, ti+1) = px(yj , xk, ti) + Δpx(yj , xk, ti),

pz(yj , xk, ti+1) = pz(yj , xk, ti) + Δpz(yj , xk, ti),

а затем по формулам (19), (21) определяются значения величин σx(yj , xk, ti+1)
и σz(yj , xk, ti+1), и процесс итерационно продолжается до достижения значе-
ния времени заданного интервала расчета t = tN = t∗. На первом шаге при
Δt0 = t1 = t0 используются начальные условия применяемой теории ползу-
чести (22) и значения напряжений σx(y, xk, 0) и σz(y, xk, 0) в момент прило-
жения температурно-силового нагружения.

Температурно-силовая разгрузка поверхностно упрочненного гладкого об-
разца после ползучести в момент времени t = t∗+0 осуществляется с учетом
предварительно выполненной силовой упругой разгрузки (полагается, что
ω = 0). Тогда из соотношений (18) для ОН получаем

σx(y, xk, t
∗) =

E1

1− ν2
[(
p0x(xk, t

∗) + νp0z(xk, t
∗)
)
−

−
(
qx(y) + νqz(y)

)
−

(
px(y, xk, t

∗) + νpz(y, xk, t
∗)
)]
,

σz(y, xk, t
∗) =

E1

1− ν2
[(
p0z(xk, t

∗) + νp0x(xk, t
∗)
)
−

−
(
qz(y) + νqx(y)

)
−

(
pz(y, xk, t

∗) + νpx(y, xk, t
∗)
)]
.

(23)
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При этом, чтобы найти ОН после температурной разгрузки с темпера-
туры T1 до температуры T0, достаточно в (23) E(T1) = E1 заменить на
E(T0) = E0.

В качестве замечания отметим, что температурная разгрузка для образца
с надрезами осуществляется аналогично формуле (23), но для всех компонент
тензора напряжений, сформированных к моменту времени t = t∗, умножени-
ем фактически на коэффициент E0/E1.

6. Результаты расчетов и их анализ. Численное исследование кине-
тики ОН при температурно-силовом нагружении поверхностно упрочненного
призматического образца размерами 150×10×10 мм с полукруглыми надре-
зами радиуса ρ = {0.1; 0.3} мм из сплава ЭП742 проводилось при его вра-
щении в условиях высокотемпературной ползучести материала при темпе-
ратуре 650 ◦C. Расположение одиночного полукруглого надреза ρ предпо-
лагалось на расстоянии x = {2; 75} мм от левой грани призматического
образца (см. рис. 1). Рассматриваемый процесс упрочнения осуществлял-
ся при нормальной («комнатной») температуре T0 = 20 ◦C (модуль Юнга
E(T0) = E0 = 2.21 · 105 МПа). Расчет релаксации ОН проводился при темпе-
ратуре T1 = 650 ◦C (модуль Юнга E(T1) = E1 = 1.79 · 105 МПа) при угловой
скорости вращения ω = {1500; 2000} об/мин и выдержке при температур-
но-силовом нагружении 100 ч. Коэффициент Пуассона ν = 0.3 полагался
не зависящим от температуры. Для учета действия массовых сил при вра-
щении упрочненного образца были заданы плотность ρсп = 8320 кг/м3 для
сплава ЭП742 и ускорение свободного падения g = 9.81 м/с2. Численные
значения геометрических параметров (см. рис. 1) следующие: R1 = 517 мм,
R2 = 667 мм, L = 150 мм, H = 10 мм.

Ввиду того, что в рассматриваемой постановке задача представлена впер-
вые, оценка адекватности разработанного метода расчета кинетики ОН в пер-
вую очередь осуществлялась на примере упрочненного гладкого «бездефект-
ного» образца, для чего полученные результаты расчета МКЭ сопоставлялись
с данными работы [32], полученными методом сеток. Основное внимание бы-
ло уделено изучению кинетики компоненты σx = σx(h, t) при фиксированных
значениях x = 2 и 7 мм, где h = y − ρ— глубина залегания ОН от дна над-
реза, т.е. в минимальном сечении образца. На всех последующих рисунках
представлена кинетика эпюр ОН σx = σx(h, t) для следующих расчетных
моментов времени:

1) после поверхностного упрочнения образца при температуре T0 = 20 ◦C
в момент времени t = 0− 0 (данные соответствуют кривой 1);

2) после «мгновенного» прогрева упрочненного образца при температу-
ре T1 = 650 ◦C в момент времени t = 0 + 0 (данные соответствуют
кривой 2);

3) при силовом нагружении образца от вращения с угловой скоростью ω
при температуре T1 = 650 ◦C в момент времени t = 0 + 0 (данные
соответствуют кривой 3);

4) при температурно-силовом нагружении образца угловой скоростью ω
при температуре T1 = 650 ◦C в условиях ползучести в момент времени
t = 100− 0 ч (данные соответствуют кривой 4);

5) при силовой разгрузке образца при температуре T1 = 650 ◦C в момент
времени t = 100 + 0 ч (данные соответствуют кривой 5);
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6) при температурной разгрузке образца до температуры T0 = 20 ◦C в мо-
мент времени t = 100 + 0 ч (данные соответствуют кривой 6).

Ниже представлены результаты расчета кинетики ОН в поверхностно
упрочненном гладком образце для компоненты σx, полученные с помощью
МКЭ (рис. 5, a, рис. 6, a) и методом сеток (рис. 5, b, рис. 6, b) для случаев
ω = 1500 об/мин в сечении x = 75 мм и ω = 2000 об/мин в сечении x = 0
соответственно.

Рис. 5. Данные кинетики компоненты σx в условиях ползучести при угловой скорости
вращения 1500 об/мин в сечении x = 75 мм, полученные для гладкого образца с помощью

МКЭ (a) и методом сеток (b) [32]

[Figure 5. The kinetic data for the components σx under creep conditions at an angular rotation
speed of 1500 RPM in the section x = 75 mm, obtained for a smooth sample using FEM (a) and
the mesh method (b) [32]. Calculated values: 1 — after the hardening procedure at 20 ∘C at time
t = 0− 0; 2 — after temperature loading up to 650 ∘C at time t = 0+ 0; 3 — after force loading
from rotation at 650 ∘C at time t = 0 + 0; 4 — after creep under temperature-force loading at
650 ∘C at time t = 100 − 0 h; 5 — after force unloading at 650 ∘C at time t = 100 + 0 h; 6 —

after temperature unloading to 20 ∘C at time t = 100 + 0 h]

Рис. 6. Данные кинетики компоненты σx в условиях ползучести при угловой скорости
вращения 2000 об/мин в сечении x = 0 мм, полученные для гладкого образца с помощью

МКЭ (a) и методом сеток (b) [32]

[Figure 6. The kinetic data for the components σx under creep conditions at an angular rotation
speed of 1500 RPM in the section x = 75 mm, obtained for a smooth sample using FEM (a)

and the mesh method (b) [32]. The markers mean the same thing as in Figure 5]
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При сравнении представленных графиков можно заметить хорошую со-
гласованность полученных результатов расчета кинетики ОН по обеим мето-
дикам для гладкого поверхностно упрочненного образца, что в частном слу-
чае подтверждает адекватность разработанного численного метода расчета
на основе метода конечных элементов.

Дальнейший анализ результатов кинетики ОН осуществлялся для случая
температурно-силового нагружения упрочненного призматического образца
при наличии концентратора напряжений в виде кругового надреза радиуса
ρ = {0.1; 0.3} мм при использовании упругой или упругопластической поста-
новки задачи при реконструкции полей ОН после процедуры ОППД и ис-
пользовании этих ОН как начальных при решении задачи о релаксации ОН
в условиях ползучести. Анализ численных результатов кинетики ОН модель-
ных расчетов для компоненты σx выполнялся при угловой скорости вращения
ω = {1500; 2000} об/мин в двух поперечных сечениях, где располагался по-
лукруглый надрез радиуса ρ: при x = 2 мм (сечение, близкое к «корневому»
сечению) и при x = 75 мм (центральное сечение).

Ниже на рис. 7–14 приведены графики численного расчета кинетики ком-
поненты σx, распределенной по глубине h упрочненного образца с надрезом
от дна концентратора в упругой (a) и упругопластической (b) постановках
при значениях радиуса надреза ρ = {0.1; 0.3} мм.

По полученным результатам распределения ОН от дна концентратора
по высоте y можно сделать вывод о том, что для компоненты σx, когда
радиус надреза ρ не превышает толщину упрочненного слоя h = 250 мкм
(ρ = 0.1 мм), решения задачи в упругой и упругопластической постановках
имеют серьезные отличия по уровню и характеру распределения этой вели-
чины для всех расчетных моментов времени t. Как следует из рис. 7–10, при
решении упругой задачи о формировании ОН после ОППД при ρ = 0.1 мм
наблюдаются далекие от реальности ОН, значения которых в области дна
концентратора более чем в два раза превышают предел прочности материа-
ла. Это служит обоснованием использования упругопластической постановки
задачи после ОППД. При величине надреза ρ = 0.3 мм, т. е. когда величи-
на ρ больше толщины области сжатия упрочненного слоя, решения в упру-
гой и упругопластической постановках дают практически близкие результаты
(см. рис. 11–14).

Из анализа представленных графиков кинетики компоненты σx в поверх-
ностно упрочненном образце с надрезом также видно, что несмотря на нали-
чие надреза (концентратора напряжений) и возникающих вследствие враще-
ния растягивающих напряжений, интенсивность которых доходит до 500 МПа
(кривая 4 на рис. 13), при температурно-силовой разгрузке в наименьших
поперечных сечениях изучаемого образца все еще наблюдаются сжимающие
ОН. Интересный результат получен для распределения ОН при решении за-
дачи в упругопластической постановке для ρ = 0.1 мм (см. рис. 7–10 с мет-
кой b). Здесь максимальное по модулю значение ОН после полного цикла «ре-
конструкция ОН после ОППД при температуре 20 ◦C – температурно-силовая
нагрузка – ползучесть в течение t∗ = 100 час при температуре 650 ◦C – тем-
пературно-силовая разгрузка» наблюдается не на дне концентратора (h = 0),
а на глубине h ≈ 0.04 мм. Кроме того, после полного цикла нагружения
уровень ОН мало изменился, для этого достаточно сравнить кривые 1 и 6
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Рис. 7. Данные кинетики компоненты σx в условиях ползучести при угловой скорости
вращения 1500 об/мин в сечении x = 2 мм для ρ = 0.1 мм, полученные при упругом (a)

и упругопластическом (b) решении

[Figure 7. The kinetic data for the components σx under creep conditions at an angular velocity
of 1500 RPM in the section x = 2 mm for ρ = 0.1 mm, obtained from the elastic solution (a)

and the elastoplastic solution (b). The markers mean the same thing as in Figure 5]

Рис. 8. Данные кинетики компоненты σx в условиях ползучести при угловой скорости
вращения 1500 об/мин в сечении x = 75 мм для ρ = 0.1 мм, полученные при упругом (a)

и упругопластическом (b) решении

[Figure 8. The kinetic data for the components σx under creep conditions at an angular velocity
of 1500 RPM in the section x = 75 mm for ρ = 0.1 mm, obtained from the elastic solution (a)

and the elastoplastic solution (b). The markers mean the same thing as in Figure 5]
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Рис. 9. Данные кинетики компоненты σx в условиях ползучести при угловой скорости
вращения 2000 об/мин в сечении x = 2 мм для ρ = 0.1 мм, полученные при упругом (a)

и упругопластическом (b) решении

[Figure 9. The kinetic data for the components σx under creep conditions at an angular velocity
of 2000 RPM in the section x = 2 mm for ρ = 0.1 mm, obtained from the elastic solution (a)

and the elastoplastic solution (b). The markers mean the same thing as in Figure 5]

Рис. 10. Данные кинетики компоненты σx в условиях ползучести при угловой скорости
вращения 2000 об/мин в сечении x = 75 мм для ρ = 0.1 мм, полученные при упругом (a)

и упругопластическом (b) решении

[Figure 10. The kinetic data for the components σx under creep conditions at an angular velocity
of 2000 RPM in the section x = 75 mm for ρ = 0.1 mm, obtained from the elastic solution (a)

and the elastoplastic solution (b). The markers mean the same thing as in Figure 5]
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Рис. 11. Данные кинетики компоненты σx в условиях ползучести при угловой скорости
вращения 1500 об/мин в сечении x = 2 мм для ρ = 0.3 мм, полученные при упругом (a)

и упругопластическом (b) решении

[Figure 11. The kinetic data for the components σx under creep conditions at an angular velocity
of 1500 RPM in the section x = 2 mm for ρ = 0.3 mm, obtained from the elastic solution (a)

and the elastoplastic solution (b). The markers mean the same thing as in Figure 5]

Рис. 12. Данные кинетики компоненты σx в условиях ползучести при угловой скорости
вращения 1500 об/мин в сечении x = 75 мм для ρ = 0.3 мм, полученные при упругом (a)

и упругопластическом (b) решении

[Figure 12. The kinetic data for the components σx under creep conditions at an angular velocity
of 1500 RPM in the section x = 75 mm for ρ = 0.3 mm, obtained from the elastic solution (a)

and the elastoplastic solution (b). The markers mean the same thing as in Figure 5]
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Рис. 13. Данные кинетики компоненты σx в условиях ползучести при угловой скорости
вращения 2000 об/мин в сечении x = 2 мм для ρ = 0.3 мм, полученные при упругом (a)

и упругопластическом (b) решении

[Figure 13. The kinetic data for the components σx under creep conditions at an angular velocity
of 2000 RPM in the section x = 2 mm for ρ = 0.3 mm, obtained from the elastic solution (a)

and the elastoplastic solution (b). The markers mean the same thing as in Figure 5]

Рис. 14. Данные кинетики компоненты σx в условиях ползучести при угловой скорости
вращения 2000 об/мин в сечении x = 75 мм для ρ = 0.3 мм, полученные при упругом (a)

и упругопластическом (b) решении

[Figure 14. The kinetic data for the components σx under creep conditions at an angular velocity
of 2000 RPM in the section x = 75 mm for ρ = 0.3 mm, obtained from the elastic solution (a)

and the elastoplastic solution (b). The markers mean the same thing as in Figure 5]

на рис. 7–10 с меткой b. Аналогичная картина для релаксации остаточных
напряжений наблюдается и при ρ = 0.3 мм, для этого также достаточно срав-
нить кривые 1 и 6 на рис. 11–14 с меткой b.

7. Выводы.

1. Разработан численный метод расчета кинетики остаточных напряже-
ний во вращающемся поверхностно упрочненном призматическом об-
разце со сквозным одиночным надрезом полукруглого профиля в усло-
виях высокотемпературной ползучести при температурно-силовом на-
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гружении, основанный на известном напряженно-деформированном со-
стоянии для гладкого образца и технологии опережающего поверхност-
ного пластического деформирования.

2. На примере сравнения численных решений задач кинетики остаточ-
ных напряжений во вращающемся гладком поверхностно упрочненном
призматическом образце методом сеток и методом конечных элемен-
тов в условиях температурно-силового нагружения с выдержкой по
времени до 100 ч при температуре 650 ◦C и с его последующей полной
разгрузкой обоснована адекватность разработанного метода расчета на
основе МКЭ.

3. На основе сравнительного анализа решения задач оценки кинетики
остаточных напряжений в упрочненном призматическом образце с над-
резом обоснована постановка задачи релаксации ОН в рамках теории
упругопластического деформирования после ОППД для радиусов над-
резов меньших, чем толщина упрочненного слоя в области сжатия.

4. Показано, что несмотря на существенный процесс релаксации остаточ-
ных напряжений для всех рассматриваемых случаев образцов с круго-
вым надрезом радиуса ρ = {0.1; 0.3} мм, после полной температурно-
силовой разгрузки в них все еще наблюдается значительный уровень
остаточных сжимающих напряжений, что свидетельствует об эффек-
тивности поверхностного упрочнения и в условиях высокотемператур-
ной ползучести.
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Abstract

A numerical method is developed to calculate the relaxation of residual
stresses in a rotating surface-hardened prismatic sample with a semicircular
notch under high-temperature creep conditions. The problem models the
stressed-deformed state of a sample fixed on a disk rotating at a constant
speed.

The methodology includes the following steps:
– reconstruction of residual stress and plastic deformation fields after

preliminary surface plastic deformation;
– calculation of residual stress relaxation during creep in a rotating

prismatic rod.
A detailed analysis is performed on a prismatic sample measuring 150×10

×10 mm made of EP742 alloy. One face of this sample is hardened using
mechanical ultrasonic treatment. The problem is analyzed for samples with
semicircular notches of 0.1 mm and 0.3 mm radii, located 2 mm and 75 mm
from the fixed edge.
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For the notched regions after preliminary surface plastic deformation,
the problems are solved in both elastic and elastoplastic formulations. The
obtained initial fields of residual stresses and plastic deformations are used
as input data for the creep problem.

The analysis of the influence of notch radius, location, angular velocity,
and initial residual stress fields on the relaxation of residual stresses is con-
ducted at a temperature of 650 ∘C based on phenomenological flow theory
established from known experimental data for this alloy.

Results show that to determine the initial stressed-deformed state after
preliminary plastic deformation for a notch radius of 0.1 mm, an elastoplastic
solution is necessary, while for a radius of 0.3 mm, the differences between
elastic and elastoplastic solutions are minimal.

The study of residual stress relaxation is conducted at angular velocities
of 1500 and 2000 RPM over a period of 100 hours. Despite significant re-
laxation of residual stresses for samples with notches of radii 0.1 mm and
0.3 mm, a substantial level of residual compressive stresses remains in the
notch regions after complete thermal-mechanical unloading. This indicates
the high effectiveness of surface hardening under high-temperature creep
conditions.

Keywords: residual stresses, preliminary surface plastic deformation, semi-
circular notch, rotation of prismatic specimen, creep, relaxation of residual
stresses.

Received: 18th June, 2024 / Revised: 12th October, 2024 /
Accepted: 21st October, 2024 / First online: 21st November, 2024

Competing interests. We have no conflict of interest regarding the authorship and
publication of this article.

Authors’ contributions and responsibilities. All authors participated in the devel-
opment of the article’s concept and in writing the manuscript. The authors bear full
responsibility for submitting the final manuscript for publication. The final version of
the manuscript was approved by all authors.

Funding. The research was funded by the Russian Science Foundation (project no.
23–29–00434), https://rscf.ru/en/project/23-29-00434/.

References

1. Birger I. A. Ostatochnye napriazheniia [Residual Stresses]. Moscow, Mashgiz, 1963, 232 pp.
(In Russian)

2. Grinchenko I. G. Uprochnenie detalei iz zharoprochnykh i titanovykh splavov [The Hardening
of Parts of Heat-Resistant and Titanium Alloys]. Moscow, Mashinostroenie, 1971, 120 pp.

3. Ivanov S. I., Shatunov M. P., Pavlov V. F. Influence of residual stresses on notched specimen
endurance, In: Problems of Strength of Aircraft Structure Elements, Issue 1. Kuibyshev,
Kuibyshev Aviation Inst., 1974, pp. 88–95 (In Russian).

4. Kudryavtsev I. V. Poverkhnostnyi naklep dlia povysheniia prochnosti i dolgovechnosti de-
talei mashin poverkhnostnym plasticheskim deformirovaniem [Surface Strain Hardening to
Increase the Strength and Durability of Machine Parts]. Moscow, Mashinostroenie, 1969,
100 pp. (In Russian)

5. Nozhnitskii Yu. A., Fishgoit A. V., Tkachenko R. I., Teplova S. V. Development and appli-
cation of new GTE parts hardening methods based on the plastic deformation of the surface
layers, Vestn. Dvigatel., 2006, no. 2, pp. 8–16 (In Russian).

513



R a d c h e n k o V. P., S a u s h k i n M. N., S h i s h k i n D. M.

6. Sulima G. N., Shuvalov V. A., Yagodkin Yu. D. Poverkhnostnyi sloi i ekspluatatsionnye
svoistva detalei mashin [Surface Layer and Performance Properties of Machine Parts].
Moscow, Mashinostroenie, 1988, 240 pp. (In Russian)

7. Buchanan D. J., John R. Relaxation of shot-peened residual stresses under creep load-
ing, Scripta Materialia, 2008, vol. 59, no. 3, pp. 286–289. DOI: https://doi.org/10.1016/
j.scriptamat.2008.03.021.

8. Kravchenko B. A.,Krutsilo V. G., Gutman G. N. Termoplasticheskoe uprochnenie – rezerv
povysheniya prochnosti i nadezhnosti detalei mashin [Thermoplastic Hardening as a Re-
serve for Increasing the Strength and Reliability of Machine Parts]. Samara, Samara State
Technical Univ., 2000, 216 pp. (In Russian)

9. Hereñú S., Strubbia R., Rubio-González C., et al. High cycle fatigue life improvement of
superferritic stainless steel by laser shock peening without coating, Optics Laser Tech., 2022,
vol. 152, 108083. DOI: https://doi.org/10.1016/j.optlastec.2022.108083.

10. Chen M., Xing S., Liu H., et al. Determination of surface mechanical property and residual
stress stability for shot-peened SAF2507 duplex stainless steel by in situ X-ray diffraction
stress analysis, J. Mater. Res. Technol., 2022, vol. 9, no. 4, pp. 7644–7654. DOI: https://
doi.org/10.1016/j.jmrt.2020.05.028.

11. Peng X., Liang Y., Qin X., Gu J. The effect of ultrasonic surface rolling process on tension-
tension fatigue limit of small diameter specimens of Inconel 718 superalloy, Int. J. Fatigue,
2022, vol. 162, 106964. DOI: https://doi.org/10.1016/j.ijfatigue.2022.106964.

12. Zhao J., Zhou W., Tang J., et al. Analytical and experimental study on the surface genera-
tion mechanism in shot peening, Archiv. Civ. Mech. Eng., 2022, vol. 22, 111. DOI: https://
doi.org/10.1007/s43452-022-00431-7.

13. Mitryaev K. F., Egorov V. I., Malkov G. F., et al. Improving the fatigue strength of
heat-resistant materials by diamond burnishing of the surface of the part, In: Ostatochnye
napriazheniia [Residual Stresses], Issue 53. Kuibyshev, Kuibyshev Aviation Institute, 1971,
pp. 151–159 (In Russian).

14. Radchenko V. P., Morozov A. P. Experimental study of the effect induced by air shot-
blasting processing, thermal exposition and high cycle fatigue tests on physical and me-
chanical condition hardening layer of cylindrical samples of alloys V95 and D16T, Vestn.
Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys.
Math. Sci.], 2010, no. 5, pp. 222–228 (In Russian). EDN: NCTNON. DOI: https://doi.org/

10.14498/vsgtu829.
15. Pavlov V. F., Kirpichev V. A., Ivanov V. B. Ostatochnye napriazheniia i soprotivlenie

ustalosti uprochnennykh detalei s kontsentratorami napriazhenii [Residual Stresses and Fa-
tigue Resistance of Hardened Parts with Stress Concentrators]. Samara, Samara Sci. Center
of RAS, 2008, 64 pp. (In Russian)

16. Radchenko V. P., Saushkin M. N. Polzuchest’ i relaksatsiia ostatochnykh napriazhenii v up-
rochnennykh konstruktsiiakh [Creep and Relaxation of Residual Stresses in Hardened Struc-
tures]. Moscow, Mashinostroenie-1, 2005, 226 pp. (In Russian). EDN: RXLJLN.

17. Radchenko V. P., Pavlov V. Ph., Saushkin M. N. Investigation of surface plastic hardening
anisotropy influence on residual stresses distribution in hollow and solid cylindrical spec-
imens, PNRPU Mechanics Bulletin, 2015, no. 1, pp. 130–147 (In Russian). EDN: TVSBYV.
DOI: https://doi.org/10.15593/perm.mech/2015.1.09.

18. Pavlov V. F., Bukaty A. S., Semenova O. Yu. Forecasting of the endurance limit of surface-
hardened parts with stress concentrators, Vestn. Mashinostroeniya, 2019, no. 1, pp. 3–7 (In
Russian). EDN: VTAEPK.

19. Pavlov V. F., Kirpichev V. A., Vakuluk V. S. Prognozirovanie soprotivleniia ustalosti
poverkhnostno uprochnennykh detalei po ostatochnym napriazheniiam [Prediction of Fatigue
Resistance of Surface Reinforced Parts by Residual Stresses]. Samara, Samara Sci. Center
of RAS, 2012, 125 pp. (In Russian)

20. Bag A., Lévesque M., Brochu M. Effect of shot peening on short crack propagation in 300M
steel, Int. J. Fatigue, 2020, vol. 131, 105346. DOI: https://doi.org/10.1016/j.ijfatigue.
2019.105346.

514



Residual stress analysis . . .

21. Fleury R., Nowell D. Evaluating the influence of residual stresses and surface damage on
fatigue life of nickel superalloys, Int. J. Fatigue, 2017, vol. 105, pp. 27–33. DOI: https://
doi.org/10.1016/j.ijfatigue.2017.08.015.

22. Foss B., Gray S., Hardy M., et al. Analysis of shot-peening and residual stress relaxation
in the nickel-based superalloy RR1000, Acta Materialia, 2013, vol. 61, no. 7, pp. 2548–2559.
DOI: https://doi.org/10.1016/j.actamat.2013.01.031.

23. Soyama H. Comparison between shot peening, cavitation peening, and laser peening by
observation of crack initiation and crack growth in stainless steel, Metals, 2019, vol. 10,
no. 1, 63. DOI: https://doi.org/10.3390/met10010063.

24. Takahashi K., Osedo H., Suzuki T., Fukuda S. Fatigue strength improvement of an aluminum
alloy with a crack-like surface defect using shot peening and cavitation peening, Eng. Fract.
Mech., 2018, vol. 193, pp. 151–161. DOI: https://doi.org/10.1016/j.engfracmech.2018.
02.013.

25. You C., Achintha M., He B. Y., Reed P. A. S. A numerical study of the effects of shot peening
on the short crack growth behaviour in notched geometries under bending fatigue tests, Int.
J. Fatigue, 2017, vol. 103, pp. 99–111. DOI: https://doi.org/10.1016/j.ijfatigue.2017.
05.023.

26. Zhao X., Sun Z., Xu D., Liu Y. Local fatigue strength evaluation of shot peened 40Cr
notched steel, Metals, 2018, vol. 8, no. 9, 681. DOI: https://doi.org/10.3390/met8090681.

27. Radchenko V. P., Shishkin D. M. The method of reconstruction of residual stresses in a
prismatic specimen with a notch of a semicircular profile after advanced surface plastic
deformation, Izv. Saratov Univ. Math. Mech. Inform., 2020, vol. 20, no. 4, pp. 478–492 (In
Russian). EDN: ZPKSUN. DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-2020-20-4-478-492.

28. Radchenko V. P., Shishkin D. M. Numerical method for calculating the stress-strain state in
a prismatic surface-hardened spacemen with a notch in elastic and elastoplastic formulations,
Izv. Saratov Univ. Math. Mech. Inform., 2021, vol. 21, no. 4, pp. 503–519 (In Russian).
EDN: KNHHLG. DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-2021-21-4-503-519.

29. Radchenko V. P., Kirpichev V. A., Lunin V. A. Influence of thermoexposition on residual
stresses of specimens from EP742 alloy after the ultrasonic hardening, Vestn. Samar. Gos.
Tekhn. Univ. Ser. Techn. Nauki, 2012, no. 3, pp. 147–154 (In Russian). EDN: PYUQNV.

30. Radchenko V. P., Saushkin M. N., Bochkova T. I. Mathematical modeling and experimental
study of forming and relaxation of the residual stresses in plane samples made of EP742
alloy after the ultrasonic hardening under the hightemperature creep conditions, PNRPU
Mechanics Bulletin, 2016, no. 1, pp. 93–112 (In Russian). EDN: VQTAHL. DOI: https://doi.
org/10.15593/perm.mech/2016.1.07.

31. Radchenko V. P., Liberman A. E., Blokhin O. L. Relaxation of residual stresses in a surface-
hardened rotating cylinder under creep conditions, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser.
Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2022, vol. 26, no. 1,
pp. 119–139 (In Russian). EDN: GFBZBC. DOI: https://doi.org/10.14498/vsgtu1884.

32. Radchenko V. P., Berbasova T. I., Saushkin M. N., Akinfieva M. M. Relaxation of residual
stresses in surface-hardened rotating prismatic elements of structures under creep conditions,
Izv. Saratov Univ. Math. Mech. Inform., 2023, vol. 23, no. 4, pp. 512–530 (In Russian).
EDN: TAEGBQ. DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-2023-23-4-512-530.

33. Radchenko V. P., Eremin Yu. A. Reologicheskoe deformirovanie i razrushenie materialov i
elementov konstruktsii [Rheological Deformation and Fracture of Materials and Structural
Elements]. Moscow, Mashinostroenie-1, 2004, 264 pp. (In Russian). EDN: QNATSX.

34. Rabotnov Yu. N. Creep problems in structural members, North-Holland Series in Applied
Mathematics and Mechanics, vol. 7. Amsterdam, London, North-Holland Publ. Co., 1969,
xiv+822 pp.

515



Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2024. Т. 28, № 3. С. 516–542
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu2089

EDN: NDDMCS

УДК 539.52
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Аннотация

В статье на примере сплава с памятью формы Cu–Al–Ni обоснован
подход к описанию на микроструктурном уровне процессов двойнико-
вания и раздвойникования мартенситной фазы. Согласованная двойни-
ковая мартенситная структура описывается уравнением совместности
Адамара для деформаций, решение которого позволило определить по-
верхности, вдоль которых происходит сдвиг, направления и величину
скольжения в орторомбической кристаллической ячейке, соответствую-
щей рассматриваемому материалу в мартенситном состоянии, приводя-
щих к появлению и исчезновению двойниковой структуры. Показано,
что в сплаве с памятью формы одновременно и неразрывно существуют
двойники двух видов: деформационный и структурный. Первый связан
с деформацией простого сдвига, возникающей в соответствии с условием
совместности Адамара в мартенситной пластине, что приводит к излому
этой прямой пластины и возникновению двух элементов, повернутых на
определенный угол друг относительно друга, которые и формируют этот
двойник. Структурный двойник формируется из двух частей, в каж-
дой из которых орторомбические кристаллические ячейки мартенсита
одинаково ориентированы, но одна из осей этих ячеек меняет свое на-
правление на 90∘ при переходе в другую часть двойника. Формирование
деформационного двойника инициирует возникновение в среде дефор-
мации простого сдвига, а структурного двойника — структурной дефор-
мации. Показано, что определенное положение структурного двойника
в деформационном приводит к равенству этих деформаций.

Ключевые слова: микроструктурное моделирование, анизотропный
материал, условие совместности Адамара, поверхности скольжения и
направления сдвига.
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1. Введение. В статье на примере сплава с памятью формы (СПФ) Cu–
Al–Ni обоснован подход к описанию на микроструктурном уровне процессов
двойникования и раздвойникования мартенситной фазы. Сплавы этого ти-
па относятся к классу функциональных (интеллектуальных, умных) мате-
риалов, которые значительно меняют свою форму и размер под действием
внешних силовых полей (деформации могут достигать 6–10 %). С помощью
этих полей можно контролировать форму и размер образца, изготовленного
из таких материалов, и управлять его геометрией.

Поведение СПФ в силовом поле определяется их структурой, возникшей
в результате прямого фазового перехода первого рода, реализуемого толь-
ко за счет изменения температуры (охлаждения) из аустенитного состояния
(высокотемпературная фаза) в мартенситное состояние (низкотемператур-
ная фаза). В таком процессе кубическая кристаллическая ячейка аустенита
сплава Cu–Al–Ni с одинаковой длиной ребер преобразуется в шесть вариан-
тов орторомбической ячейки мартенсита (прямоугольный параллелепипед)
с ребрами a, b и c. Шесть тензоров второго ранга Ui, i = 1, 2, . . . , 6, называ-
емые тензорами деформации Бейна, соответствуют такому преобразованию
(см. [1–6]) и могут быть представлены как в ортонормированном базисе ek,
k = 1, 2, 3, с векторами, параллельными ребрам кубической ячейки аустенита
(исходная конфигурация), так и в ортонормированном базисе ẽk, k = 1, 2, 3,
с векторами, параллельными ребрам прямоугольного параллелепипеда, пред-
ставляющего собой ячейку мартенсита (текущая конфигурация).

Согласно микроструктурным экспериментальным данным, отдельные тон-
кие прямоугольные мартенситные пластины (прямоугольные параллелепи-
педы) с одним из вариантов орторомбической ячейки, который соответству-
ет, например, деформации Бейна U1, сначала появляются внутри исходной
аустенитной фазы монокристалла. При дальнейшем охлаждении в материа-
ле, оставшемся еще в аустенитном состоянии, образуются новые мартенсит-
ные пластины с другими, в общем случае, вариантами деформации Бейна.
Этот процесс продолжается до тех пор, пока все участки аустенита между
уже сформированными мартенситными пластинами не перейдут в мартен-
ситную фазу. В ходе такого процесса недеформированный и ненапряженный
материал становится деформированным и напряженным. Но в то же время в
материале инициируются процессы, направленные на компенсацию результа-
тов этого фазового перехода (принцип Ле Шателье–Брауна), и для компен-
сации напряжений, возникших в этом случае, сплав образует двойниковую
структуру. Такая самоаккомодация приводит лишь к объемной деформации
незначительной величины и, как следствие, к минимальному уровню возни-
кающих в этом процессе напряжений.

Теория, описывающая формирование двойников при образовании мартен-
сита в СПФ, основана на условии совместности Адамара [7], и решение соот-
ветствующего этой теории уравнения двойникования позволяет определить
поверхности, вдоль которых происходит сдвиг (направление единичной нор-
мали N к этой поверхности), направление скольжения (единичный вектор τ )
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и величину этого скольжения s в кристаллической ячейке, соответствующей
рассматриваемому материалу в мартенситном состоянии, приводящих к по-
явлению, развитию и исчезновению двойниковой структуры. Сдвиг же на
величину s возникает при приложении к поверхности сдвига касательного
усилия pτ , действующего в направлении вектора скольжения τ и имеющего
достаточную величину. Достаточная (критическая) величина этого усилия pτ
разная для разных СПФ и определяется из эксперимента.

Основы микроструктурного моделирования изложены в работах В. А. Ли-
хачева и В. Г. Малинина [8], В. Е. Панина [9,10] и получили дальнейшее разви-
тие в научных школах этих авторов и научной школе П. В. Трусова [11–13].
Подходы микроструктурного моделирования применительно к материалам
с памятью формы (и подходы, и такие материалы являются предметом на-
шего исследования) систематически используются в работах А. Е. Волкова
с соавторами (см., например, [14, 15]).1 Но по какой-то причине в россий-
ских работах, посвященных микроструктурному моделированию поведения
материалов с памятью формы, не используется уравнение совместности (или
двойникования) Адамара [1, 2]. Решение этого уравнения позволяет опреде-
лить, как уже отмечалось выше, плоскость скольжения вариантов мартен-
сита, образующих двойник, направление и величину этого скольжения, т.е.
кинематику процесса двойникования.

В работах [16–20] с использованием уравнения совместности Адамара обос-
нован подход к описанию процессов двойникования и раздвойникования мар-
тенситной структуры в ферромагнитном сплаве Ni2MnGa с памятью формы,
которые могут происходить при определенных условиях только в магнит-
ном поле (поля другой физической природы отсутствуют), а в работе [21] —
при совместном действии магнитного и силового полей. В этом материа-
ле в мартенситном состоянии возникают тетрагональные кристаллические
ячейки, имеющие две оси симметрии второго порядка и одну ось симметрии
четвертого порядка. Этим определяются магнитная и механическая анизо-
тропии ячейки. Анизотропия же материала (его представительного объема)
определяется взаимным расположением этих ячеек в каждом из элементов
двойника. Преобразование кубической ячейки в тетрагональную сопровож-
дается в этом материале возникновением только трех независимых тензоров
деформации Бейна. В указанных работах [16–21] дифференциальным уравне-
ниям магнитомеханической задачи поставлены в соответствие вариационные
уравнения, для чего использован наиболее общий подход, основанный на про-
цедуре Галеркина (см., например, [22]). Заметим, что построить с помощью
этой процедуры вариационное уравнение можно всегда. Но далеко не всегда
можно из этого уравнения вывести интегральный функционал, исследование
которого на выпуклость и коэрцитивность позволяет сделать вывод о суще-
ствовании и единственности решения данной краевой задачи. Вариационная
постановка позволяет не только на порядок снизить требования к гладкости
искомого решения, но и построить определяющее уравнение, описывающее
поведение материала, в том числе анизотропное.

В настоящей работе условие совместности Адамара привлекается для опи-

1Необходимо отметить, что сплавы с памятью формы являются предметом глубокого
исследования школы А. А. Мовчана. Но в работах этой школы строится феноменологиче-
ская модель на макроуровне, в отличие от рассматриваемого в настоящей статье.
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сания кинематики процесса двойникования сплава с памятью формы Cu–Al–
Ni. В этом материале в мартенситном состоянии возникают орторомбиче-
ские кристаллические ячейки, отличные от рассмотренных ранее в указан-
ных предыдущих работах, что приводит к другой анизотропии механических
свойств ячейки и материала (представительного объема). Процесс сопровож-
дается возникновением шести независимых тензоров деформации Бейна.

Работа состоит из пяти разделов. В разделе 2 описывается структура
сплава с памятью формы Cu–Al–Ni и определяются структурные деформа-
ции Бейна, возникающие при переходе этого сплава из аустенитного в мартен-
ситное состояние. В разделе 3 излагаются основные положения теории двой-
никования, основанной на уравнении совместности Адамара, а в разделе 4
приводится общее решение этого уравнения для СПФ Cu–Al–Ni, имеющего
орторомбическую кристаллическую ячейку мартенсита. Решение получено
в работах [1–6], с его использованием в разделе 5 анализируются процессы
двойникования и раздвойникования в этом сплаве.

В этой статье векторы обозначаются жирным курсивным шрифтом, A,
тензоры — жирным прямым шрифтом, A. Скалярное произведение тензо-
ров и/или векторов обозначается как A · B, векторное произведение — как
A ×B и тензорное произведение, для которого иногда используется обозна-
чение A ⊗ B, — как AB. При действии оператора Гамильтона ∇ = ri∂/∂qi

базисный вектор этого оператора всегда находится на первом месте слева,
∇ ∗A = ri ∗ ∂A/∂qi, где ∗— скалярное, векторное или тензорное произведе-
ние, в отличие от некоторых зарубежных работ, в которых действие операто-
ра Гамильтона представляется в виде ∇∗A = ∂A/∂qi ∗ ri. В статье рассмат-
риваются только малые деформации, поэтому между операторами Гамильто-
на начальной и текущей конфигураций не делается различия и используется
оператор, представленный выше. Выражение A> означает транспонирование
тензора второго ранга A, а g — единичный тензор второго ранга.

2. Структура сплава с памятью формы Cu–Al–Ni в аустенитном
и мартенситном состояниях. Структурные деформации. В процессе
получения сплава с памятью формы Cu–Al–Ni происходит ряд полиморф-
ных превращений (фазовых переходов первого рода), приводящих к изме-
нению типа кристаллической решётки. Сначала при охлаждении в области
высоких температур (аустенитное состояние сплава) образуется кристалли-
ческая структура в виде объемно-центрированных кубических (ОЦК) ячеек,
которая при дальнейшем охлаждении переходит в D03 упорядоченную куби-
ческую структуру2 [3, 23].

Последующее охлаждение до комнатной температуры переводит D03 стру-
ктуру в орторомбическую ячейку (прямоугольный параллелепипед) мартен-
сита (низкотемпературное состояние). В результате этого фазового перехода
первого рода в мартенситном состоянии при определенных условиях могут об-
разовываться двойники, кинематика возникновения и исчезновения которых
и является предметом данного исследования. В связи с этим в аустенитном
состоянии рассматривается только кубическая структура D03, а в мартенсит-
ном — структура, образованная орторомбическими ячейками.

Кубическая структура D03 показана на рис. 1 и представляет собой гране-

2Относительно структуры D03 см., например, Crystal Structure Descriptions, 2nd edition,
https://som.web.cmu.edu/StructuresAppendix2.pdf.
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и реброцентрированный куб с длиной ребра a0, в центре которого располо-
жен объемно-центрированный куб меньшего размера (рис. 1, a). Для нагляд-
ности атомы, расположенные в узлах и центре этого малого куба, выделены
голубым цветом. Атомная структура на диагональных плоскостях, имеющих
длину ребра

√
2a0 и содержащих векторы ẽ1 и ẽ3 или векторы ẽ2 и ẽ3, показа-

на на рис. 1, b. Расположение атомов химических элементов сплава Cu–Al–Ni
в узлах ячейки удовлетворяет всем приведенным ниже условиям симметрии.
Поэтому при решении поставленной задачи нет необходимости в их иденти-
фикации.

Кубическая ячейка аустенита в сплаве Cu–Al–Ni преобразуется в ортором-
бическую ячейку мартенсита и, следуя [1, 5], этот процесс удобно продемон-
стрировать, используя рис. 2. Здесь внутри двух примыкающих друг к дру-
гу кубических ячеек структуры D03 (тонкие сплошные линии) выделяется
тетрагональная ячейка (толстые сплошные линии) и показано расположение
в них атомов в соответствии с рис. 1.

Так как длина любого ребра кубической ячейки a0 (см. рис. 1), в тетраго-
нальной ячейке длина ребра вдоль вектора ẽ3 (l3) тоже a0, а вдоль векторов
ẽ1 и ẽ2 l1 = l2 = (

√
2/2)a0, что равно половине длины диагонали грани куба.

Рис. 1. Кубическая D03 ячейка (a) и диагональная плоскость, содержащая векторы ẽ1 и ẽ3

или векторы ẽ2 и ẽ3 (b); атомы показаны не на всех гранях и ребрах рис. (a)

[Figure 1. Cubic D03 unit cell (a) and the diagonal plane containing vectors ẽ1 and ẽ3 or vectors
ẽ2 and ẽ3 (b); atoms are shown not on all faces and edges in figure (a)]

Рис. 2. Расположение тетрагональной кристаллической ячейки в кубических ячейках; ато-
мы показаны не на всех гранях и ребрах кубов тетрагональной ячейки

[Figure 2. The arrangement of the tetragonal crystal cell in cubic cells; atoms are shown not on
all faces and edges of the tetragonal cell cubes]
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Эти тетрагональные ячейки, у которых длины ребер основания l1 и l2 равны,
растягиваются или сжимаются вдоль векторов ẽi, i = 1, 2, 3, на разную ве-
личину, превращаясь в орторомбические ячейки. Коэффициент растяжения
(сжатия) определяется соотношением ξi = l̃i/li, где l̃i, i = 1, 2, 3— текущие
длины элементов ячейки вдоль соответствующих векторов ẽi, i = 1, 2, 3, а li,
i = 1, 2, 3— первоначальные длины этих элементов. В литературе (см. [1,3–6])
приняты следующие обозначения: α = ξ1, β = ξ3, γ = ξ2. Учитывая первона-
чальные длины элементов, будем иметь: α =

√
2l̃1/a0, β = l̃3/a0, γ =

√
2l̃2/a0.

Превращение кристаллической ячейки аустенита (куба) в кристалличе-
скую ячейку мартенсита (орторомбическую ячейку для сплава Cu–Al–Ni)
описывается тензором второго ранга U, называемым тензором деформации
Бейна, который является симметричным положительно определенным тен-
зором чистой деформации в полярном разложении градиента деформации
F = R · U, где R— собственно ортогональный тензор.3 В ортонормальном
базисе ẽi, i = 1, 2, 3, связанном с орторомбической ячейкой как показано на
рис. 2, этот тензор принимает вид

U = αẽ1ẽ1 + γẽ2ẽ2 + βẽ3ẽ3. (1)

По данным работ [3, 24], кубическая и орторомбическая ячейки для спла-
ва Cu–Al–Ni имеют следующие размеры для структур, представленных на
рис. 1 и 2: l1 = l2 = l3 = a0 = 0.2918 нм, l̃1 = 0.2194 нм, l̃2 = 0.2111 нм,
l̃3 = 0.2678 нм, и тогда в выражении (1) α = 1.0619, β = 0.9178, γ = 1.0231 (ко-
эффициент больше единицы — растяжение, меньше единицы — сжатие). Эти
значения полностью соответствуют приведенным в работах [3, 5, 6].

Примечание 1. Диады в выражении (1) состоят из одинаковых базисных
векторов. Поэтому тензор U не изменится, если любой из этих векторов заме-
нить на обратный. При этом нужно отслеживать, чтобы полученная тройка
векторов была правой, т.к. только тогда будет справедливым известное пра-
вило εijkẽi = ẽj × ẽk, где εijk — символ Леви—Чивита.

Тетрагональная ячейка, показанная на рис. 2, может занимать четыре
положения относительно фиксированной (основной) кубической. Эти поло-

жения показаны на рис. 3, где ситуация под номером 1 соответствует виду

по стрелке A на рис. 2 (вид сверху). В ситуациях 2 , 3 и 4 положение век-
торов e1 и e2, связанных с основной кубической ячейкой (толстые сплошные

линии), неизменно в пространстве (такое же как в ситуации 1 ), а тетра-
гональная ячейка выделяется из двух кубических ячеек, из которых одна
основная, а вторая, ограниченная тонкими сплошными линиями на рис. 3,

примыкает к ней сверху в ситуации 2 , слева в ситуации 3 и снизу в ситу-

ации 4 .
Каждой из этих ситуаций соответствует свой тензор Бейна, записанный

в своем локальном базисе, и чтобы иметь возможность оценить или сравнить

3Тензор Q, для которого Q⊤ = Q−1, называется ортогональным тензором. Этот тензор
при скалярном умножении на вектор поворачивает последний в пространстве, сохраняя его
модуль. При аналогичном воздействии на два вектора он, поворачивая их в пространстве,
сохраняет также и угол между ними. Определитель ортогонального тензора равен ±1.
Определитель собственно ортогонального тензора равен +1.
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Рис. 3. Расположение тетрагональной кристаллической ячейки относительно фиксирован-
ной кубической

[Figure 3. The arrangement of the tetragonal crystal cell relative to a fixed cubic cell]

эти тензоры, их необходимо представить в одном общем базисе, за который
удобно принять векторы e1, e2 и e3, связанные с основной кубической ячейкой
(базис начальной конфигурации). Учитывая, что векторы ẽ1 и ẽ2 направлены
по диагоналям грани куба и составляют с его сторонами углы в 45◦, для

ситуации 1 из рис. 2 и 3 имеем

ẽ
(1)
1 =

√
2

2
(e1 + e2), ẽ

(1)
2 =

√
2

2
(e1 − e2), ẽ

(1)
3 = e3, (2)

и выражение (1) принимает вид

U(1) = ζe1e1 + η(e1e2 + e2e1) + ζe2e2 + βe3e3, ζ =
α+ γ

2
, η =

α− γ

2
. (3)

Как следует из рис. 3, векторы ẽ1 и ẽ2 в ситуациях 2 , 3 и 4 поверну-

ты по отношению к этим же векторам в ситуации 1 на углы π/2, π и −π/2
соответственно. Вращение осуществляется вокруг оси e3, векторы сохраняют
свою длину и внутренний угол в 90◦. Как известно, такая операция осуществ-
ляется собственно ортогональным тензором, который имеет вид (см. [22,25])

O(ϕ,p) = g cosϕ+ pp(1− cosϕ) + (p× g) sinϕ (4)

и осуществляет поворот на угол ϕ вокруг единичного вектора p против ча-
совой стрелки, если смотреть с конца вектора p.

В нашем случае p = e3 и тогда для ситуации 2 из соотношения (4)
следует, что

O(2)(π/2, e3) = e3e3 + e2e1 − e1e2.

Учитывая выражения (2), получаем

ẽ
(2)
1 = O(2) · ẽ(1)1 = −

√
2

2
(e1 − e2), ẽ

(2)
2 = O(2) · ẽ(1)2 =

√
2

2
(e1 + e2),

522



Микроструктурная модель процессов двойникования . . .

ẽ
(2)
3 = O(2) · ẽ(1)3 = e3,

в результате чего тензор (1) принимает вид

U(2) = ζ e1e1 − η (e1e2 + e2e1) + ζ e2e2 + β e3e3. (5)

Для ситуации 3 из (4) имеем

O(3)(π, e3) = − e1e1 − e2e2 + e3e3,

учитывая (2), получаем

ẽ
(3)
1 = O(3) · ẽ(1)1 = −

√
2

2
(e1 + e2), ẽ

(3)
2 = O(3) · ẽ(1)2 = −

√
2

2
(e1 − e2),

ẽ
(3)
3 = O(3) · ẽ(1)3 = e3,

в результате чего соотношение (1) принимает вид

U(3) = ζe1e1 + η(e1e2 + e2e1) + ζe2e2 + βe3e3,

что полностью совпадает с U(1) (см. (3)).

Наконец, в ситуации 4

O(4)(3π/2, e3) = O(4)(−π/2, e3) = e3e3 − e2e1 + e1e2,

тогда

ẽ
(4)
1 = O(4) · ẽ(1)1 =

√
2

2
(e1 − e2), ẽ

(4)
2 = O(4) · ẽ(1)2 = −

√
2

2
(e1 + e2),

ẽ
(4)
3 = O(4) · ẽ(1)3 = e3,

и выражение (1) представляется как

U(4) = ζe1e1 − η(e1e2 + e2e1) + ζe2e2 + βe3e3,

что полностью совпадает с U(2) (см. (5)).
В результате независимыми остаются только два тензора деформаций

Бейна (3) и (5), которые далее будем обозначать U1 и U2:

U1 = ζe1e1 + η(e1e2 + e2e1) + ζe2e2 + βe3e3,
U2 = ζe1e1 − η(e1e2 + e2e1) + ζe2e2 + βe3e3.

(6)

Напоминаем, что здесь и далее ζ = (α+ γ)/2, η = (α− γ)/2.

Примечание 2. В соответствии со сказанным в примечании 1, векторы ẽ1
и ẽ2, показанные на рис. 3 для каждой из четырех ситуаций, можно одно-
временно заменить на обратные. Вектор ẽ3 не меняет своего направления и
тройка векторов ẽi, i = 1, 2, 3, остается правой. Такая замена является еще
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одним объяснением совпадения результатов в ситуациях 1 и 3 , а также 2

и 4 .

В рассмотренных выше и показанных на рис. 2 и 3 расположениях тет-
рагональной ячейки в двух кубических, вектор ẽ3, связанный с тетрагональ-
ной ячейкой, совпадает с вектором e3, связанным с кубической ячейкой. Но
ситуации, совершенно аналогичные проанализированным, могут возникать,
когда вектор ẽ3 совпадает с вектором e1 или с вектором e2. В каждом из
этих случаев также существуют два независимых тензора Бейна (будем обо-
значать их U3, U4, U5, U6) и, как легко понять, это будут выражения (6),
в которых коэффициенты, стоящие при векторах e1, e2, e3, будут относиться
теперь в первом случае к векторам e2, e3, e1 соответственно, а во втором —
к векторам e3, e1, e2:

U3 = βe1e1 + ζe2e2 + η(e2e3 + e3e2) + ζe3e3,
U4 = βe1e1 + ζe2e2 − η(e2e3 + e3e2) + ζe3e3,
U5 = ζe1e1 + η(e1e3 + e3e1) + βe2e2 + ζe3e3,
U6 = ζe1e1 − η(e1e3 + e3e1) + βe2e2 + ζe3e3.

(7)

Примечание 3. Осуществив на рис. 3 замены e1 ⇒ e2, e2 ⇒ e3, e3 ⇒ e1
(векторы ẽi, i = 1, 2, 3, остаются без изменения), приходим к тому, что си-

туациям 1 и 3 соответствует тензор U3, а ситуациям 2 и 4 — тензор
U4. Осуществив на рис. 3 замены e1 ⇒ e3, e2 ⇒ e1, e3 ⇒ e2 (векторы ẽi,
i = 1, 2, 3, опять остаются без изменения), приходим к тому, что ситуациям

1 и 3 соответствует тензор U5, а ситуациям 2 и 4 — тензор U6. Сказан-
ное легко проверить, используя соотношение (1) и очевидные для любого из
случаев связи векторов ẽi и ei, i = 1, 2, 3.

Приведеные выражения (6), (7) для тензоров Ui, i = 1, 2, 3, . . . , 6, совпада-
ют (с точностью до нумерации этих тензоров) с соотношениями, представлен-
ными в [1,4–6]. Если α = γ, т.е. тетрагональная ячейка при деформировании
остается тетрагональной, то ζ = α, η = 0 и из шести тензоров Бейна независи-
мыми остаются только три. Такая ячейка являлась предметом рассмотрения
в упомянутых во введении публикациях [16–21], посвященных описанию про-
цессов двойникования и раздвойникования мартенситной структуры в фер-
ромагнитном сплаве Ni2MnGa с памятью формы при действии магнитного
и/или силового полей.

Симметрия кристалла характеризуется собственно ортогональными тен-
зорами R, описывающими повороты этого кристалла вокруг таких осей и на
такие углы, при которых форма кристалла остается неизменной: куб пре-
вращается в куб, параллелепипед в точно такой же параллелепипед и т.д.
Таких тензоров может быть несколько и они образуют группу вращений P ,
R ∈ P . Кристаллическая ячейка сплава Cu–Al–Ni в аустенитном состоянии
есть куб и группа вращения Pa его состоит из 24 ортогональных тензоров Ra,
VPa = 24 (см. [2, 4, 6]). Куб остается неизменным при Ra = g. Куб превраща-
ется снова в куб при вращении на углы π/2, π, 2π/3 вокруг его различных
трех главных осей, проходящих через центры граней и параллельных век-
торам ei, i = 1, 2, 3, направленным вдоль ребер (см. рис. 1), и образующих
ортонормированный базис начальной конфигурации (9 ортогональных тен-
зоров) при вращении вокруг его четырех главных диагоналей на углы ±2π/3
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(8 ортогональных тензоров) и при вращении вокруг его двух диагоналей на
трех разных поверхностях куба на угол π (6 ортогональных тензоров). Кри-
сталлическая ячейка этого сплава в мартенситном состоянии представляет
собой прямоугольный параллелепипед (орторомбическая ячейка) и группа
вращения для такой ячейки Pm состоит из 4 ортогональных тензоров Rm,
VPm = 4. Прямоугольный параллелепипед остается неизменным при Rm = g
и при вращениях на угол π вокруг его различных трех главных осей, прохо-
дящих через центры граней и параллельных векторам ẽi, i = 1, 2, 3, направ-
ленным вдоль ребер и образующим ортонормированный локальный базис,
в котором представлена эта ячейка [4]. Количество независимых вариантов
мартенсита при фазовом переходе определяется соотношением V = VPa/VPm

и для СПФ Cu–Al–Ni V = 6. Именно для этих шести вариантов и получены
тензоры деформации Бейна, представленные соотношенниями (6), (7).

3. Уравнение совместности деформаций (уравнение двойнико-
вания). Как уже отмечалось во введении, в результате прямого фазового
перехода первого рода, который происходит в сплаве Cu–Al–Ni только путем
изменения температуры (охлаждения) из аустенитного состояния (высоко-
температурная фаза) в мартенситное состояние (низкотемпературная фаза),
кубическая кристаллическая ячейка аустенита с одинаковой длиной ребер
преобразуется в шесть вариантов орторомбической ячейки мартенсита с реб-
рами a, b и c. В ходе такого процесса недеформированный и ненапряженный
материал становится деформированным и напряженным. Но в то же время
в материале инициируются процессы, направленные на компенсацию резуль-
татов этого фазового перехода (принцип Ле Шателье—Брауна), и для ком-
пенсации напряжений, возникших в этом случае, сплав образует двойниковую
структуру.

Кинематика процессов образования двойника и его исчезновения (раз-
двойникования) описывается условием совместности Адамара, суть которого
следующая [7]. Пусть поверхность S является частью внутренней поверхно-
сти тела, разделяющей его на объемы (обозначим их V+ и V−), в каждом
из которых некоторый вектор, обозначим его a, непрерывен и дифферен-
цируем вдоль любого пути, лежащего на S. Тогда существуют непрерыв-
ные производные, имеющие в наших обозначениях (см. конец введения) вид
da+ = (∇a)>+ · dl и da− = (∇a)>− · dl, которые характеризуют изменения
вектора a в направлении любого вектора l, лежащего на S при стремлении
к поверхности S со стороны объемов V+ и V−. Вычитая одно из другого, по-
лучаем условие совместности Адамара: [da] = [∇a]> ·dl, где [da] = da+−da−
и [∇a]> = (∇a)>+ − (∇a)>−. Если вектор a непрерывен в теле, включая по-

верхность S, то [da] = 0, из чего следует, что [∇a]> ·dl = 0, и, как следствие,
тензор второго ранга [∇a]> должен иметь диадное представление в виде
[∇a]> = bn, где n— нормаль к поверхности S, которую можно положить еди-
ничной, а b является некоторым вектором, определяющим проекцию [∇a]>

на нормаль, как это следует из условия [∇a]> · n = bn · n = b.
На плоскости, разделяющей два варианта мартенсита с тензорами дефор-

мации Бейна Ui и Uj , это условие совместности Адамара должно выполнять-
ся для градиентов деформации Fi и Fj [2]:

Fi − Fj = an. (8)
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Здесь Fk = (∇Rk)
>, где ∇— оператор Гамильтона относительно начальной

конфигурации, а Rk — радиус-вектор положения точки k в текущей конфи-
гурации, n— единичный вектор нормали к поверхности, разделяющий вари-
анты мартенсита в исходном, недеформированном состоянии, а вектор a =
(Fi−Fj) ·n в данном случае представляет собой проекцию на нормаль скачка
градиента деформации при прохождении через разделяющую поверхность.
Переписав (8) в виде Ri ·Ui−Rj ·Uj = an, выполнив скалярное умножение

этого выражения слева на R>
j и введя вектор â = R>

j · a, получим

Rij · Ui −Uj = â n, (9)

где Rij = R>
j · Ri. Представляя (9) как

Rij ·Ui = (g + â n ·U−1
j ) ·Uj , (10)

заключаем, что det(g + â n · U−1
j ) = 1, так как определитель произведения

равен произведению определителей, detRij = 1 и detUi = detUj для всех i

и j в соотношениях (6), (7). Отсюда следует, что тензор g+â n·U−1
j описывает

процессы без изменения объема, а именно простой сдвиг, как показано в [18].
Следуя [1,2], представим (10) в виде

Rij ·Ui = (g + s τ N) ·Uj , (11)

где s = |â||U−1
j · n|— величина сдвига, τ = â/|â|— единичный вектор на-

правления сдвига и N = (U−1
j ·n)/|U−1

j ·n| (суть этого вектора выясним ни-

же). В последнем выражении симметрия тензора U−1
j принята во внимание:

U−1
j · n = n · U−1

j . Отметим также, что в левой части этого уравнения тен-
зор Ui переводит начальную конфигурацию κ0 в промежуточную κi, которая
затем переводится в текущую конфигурацию κ тензором Rij . В правой же
части тензор Uj переводит начальную конфигурацию κ0 в промежуточную
κj , которая затем переводится в текущую конфигурацию κ тензором, распо-
ложенным в круглых скобках. Конфигурации κi и κj не совпадают в общем
случае. Последняя будет использована в следующем абзаце.

Как известно [25], градиент места, описывающий процесс простого сдвига,
представляется в виде g+ s δ1δ2, где s— величина сдвига (s = tgψ, ψ— угол
сдвига), δ1 — единичный вектор направления сдвига, δ2 — единичный вектор
нормали к поверхности сдвига. Сравнивая это выражение с представленным
в правой части (11) в скобках, заключаем, что

δ1 = τ = â/|â|, δ2 = N = (U−1
j · n)/|U−1

j · n|, s = |â||U−1
j · n|. (12)

Как отмечено ранее, τ является единичным вектором направления сдви-
га, и это находится в полном соответствии со смыслом вектора δ1. Вектор
N = (U−1

j · n)/|U−1
j · n|— единичный вектор нормали к поверхности, на

которой градиент места испытывает скачок, но не в начальной конфигура-
ции κ0, в которой эта нормаль была n, а в конфигурации κj . Действитель-
но, ориентированные элементарные площадки n dS0 в начальной конфигура-
ции κ0 и N dS в какой-либо другой конфигурации κ∗ связаны соотношением
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N dS = Jn ·F−1
∗ dS0 = JF−>

∗ ·n dS0 (см., например, [22,25]), где J = I3(F∗)—
третий главный инвариант градиента места F∗, описывающий относительное
изменение объема dV∗/dV0 в конфигурации κ∗. Тогда |N dS| = J |F−>

∗ ·n| dS0,
откуда следует, что N = N dS/|N dS| = F−>

∗ · n/|F−>
∗ · n|, и полагая, что

F∗ = U∗, κ∗ совпадает с κj (U∗ = Uj) и учитывая симметрию тензора Uj ,

имеем N = U−1
j · n/|U−1

j · n|. В общем случае вектор n не ортогонален
вектору τ , в отличие от вектора N . Последнее следует из ортогональности
векторов δ1 and δ2. Ортогональность векторов τ и N будет также продемон-
стрирована ниже.

4. Общие решения уравнения двойникования. В этом разделе пока-
зано, что для пары вариантов мартенсита, рассматриваемых в статье, суще-
ствует решение уравнения двойникования, в результате чего определяются
плоскость сдвига, направление сдвига и величина сдвига, т.е. параметры, ха-
рактеризующие сдвиг, происходящий в мартенситной пластине при возникно-
вении двойника. Здесь также обсуждается еще одна особенность сплава, кото-
рая по какой-то причине почти не нашла отражения в публикациях, а именно
расположение орторомбических ячеек в элементах двойника, образованного
из мартенситной пластины.

Вернемся к уравнениям (9), (10), которые называются уравнениями сов-
местности деформаций, или уравнениями двойникования. Пара из двух раз-
личных вариантов мартенсита с деформациями Бейна Ui и Uj , образующих
двойник, обозначается как (i : j). Причем j — элемент, из которого образуется
двойник (формируется элемент i), или к которому присоединяется элемент i,
образуя двойник; j — основной, материнский элемент. Если существует сим-
метричный ортогональный тензор O, O = O>, выполняющий вращение на
180◦ вокруг оси p, |p| = 1, O = O(180◦,p), и принадлежащий группе симмет-
рии структурной ячейки аустенита Pa, O ∈ Pa, такой, что Ui = O · Uj · O
(Uj = O ·Ui ·O), тогда уравнение двойникования (9) имеет следующие два
решения (см. [1, 2]):

n = p, â = 2
( U−1

j · p
|U−1

j · p|2
−Uj ·p

)
, Rij =

[
−g+2

(U−1
j · p)(U−1

j · p)
|U−1

j · p|2
]
·O, (13)

n =
2

ρ

(
p−

U2
j · p

|Uj · p|2

)
, â = ρ(Uj ·p), Rij =

[
−g+2

(Uj · p)(Uj · p)
|Uj · p|2

]
·O. (14)

Здесь ρ— константа, определяемая из условия, что вектор n— единичный
вектор. Эти решения единственные с точностью до одновременной замены
â на −â и n на −n. Двойник, описываемый соотношениями (13), называ-
ется двойником типа I, а описываемый соотношениями (14) — типа II. Как
показано в [26] и отмечено в [1], если существуют два 180◦ вращения, удовле-
творяющих условию Ui = O ·Uj ·O, то решение первого типа, соответствую-
щее одному вращению, совпадает с решением второго типа, соответствующим
другому вращению.

Примечание 4. У двойника типа I, который называется нормальным двой-
ником [27], нормаль к плоскости S, разделяющей его элементы, совпадает
с осью вращения p указанного выше тензора O = O(180◦,p). Кристалли-
ческая ячейка одного элемента двойника преобразуется в кристаллическую
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ячейку другого элемента двойника поворотом на 180◦ вокруг нормали к по-
верхности, разделяющей эти элементы [5]. У двойника типа II, который на-
зывается параллельным двойником [27], ось p тензора O параллельна плос-
кости S. Кристаллическая ячейка одного элемента двойника преобразуется
в кристаллическую ячейку другого элемента двойника поворотом на 180◦ во-
круг вектора, параллельного плоскости, разделяющей эти элементы [5]. Если
решетки связаны между собой обоими вращениями, то двойник называется
смешанным.

В работе [4] приведены тензоры O = O(180◦,p), преобразующие Ui в Uj

в соответствии с выражением Ui = O · Uj · O, и ниже они представлены
в таблице. Из таблицы следует, что теоретически возможно образование 30
двойников.

Векторы p и тензоры O = O(180◦,p), преобразующие Uj (из заголовка) в Ui

(i— номер в таблице) [Vectors p and tensors O = O(180◦,p), transforming Uj

(from the header) into Ui (i — index in the table)]

p O U1 U2 U3 U4 U5 U6

(e1 + e2)/
√
2 e1e2 + e2e1 − e3e3 1 2 6 5 4 3

(e1 − e2)/
√
2 −e1e2 − e2e1 − e3e3 1 2 5 6 3 4

(e1 + e3)/
√
2 e1e3 − e2e2 + e3e1 4 3 2 1 5 6

(e1 − e3)/
√
2 −e1e3 − e2e2 − e3e1 3 4 1 2 5 6

(e2 + e3)/
√
2 −e1e1 + e2e2 + e3e2 6 5 3 4 2 1

(e2 − e3)/
√
2 −e1e1 − e2e2 − e3e2 5 6 3 4 1 2

e1 e1e1 − e2e2 − e3e3 2 1 3 4 6 5
e2 −e1e1 + e2e2 − e3e3 2 1 4 3 5 6
e3 −e1e1 − e2e2 + e3e3 1 2 4 3 6 5

5. Примеры решения уравнения двойникования.

5.1. Двойник (i : j) = (3 : 4). Рассмотрим двойник (i : j) = (3 : 4)
(восьмая после заголовка строка в таблице, шестой столбец) и построим ре-
шение первого типа (13). Из выражений (7)

U3 = βe1e1 + ζe2e2 + η(e2e3 + e3e2) + ζe3e3,

U4 = βe1e1 + ζe2e2 − η(e2e3 + e3e2) + ζe3e3;

из выражения (4) ортогональный тензор O, осуществляющий поворот на 180◦

вокруг вектора p = e2, принимает вид O = −e1e1+e2e2−e3e3, и тогда тензор
U4 переводится в тензор U3 соотношением U3 = O·U4 ·O, что легко показать
простой подстановкой. Это полностью соответствует данным, приведенным

в указанных выше строке и столбце таблицы. Составляющие U
(−1)
ij тензора

U−1
4 , обратного тензору U4 с составляющими Uij , определяются известным

соотношением U
(−1)
ij = (1/U)(∂U/∂Uij), где U = detUij . В нашем случае U =

= U11(U22U33 − U23U32) = β(ζ2 − η2) и

U−1
4 =

1

β
e1e1 +

ζ

ζ2 − η2
e2e2 +

η

ζ2 − η2
(e2e3 + e3e2) +

ζ

ζ2 − η2
e3e3.
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В результате в (13)4

U4 · p = ζe2 − ηe3, U−1
4 · p =

ζ

ζ2 − η2
e2 +

η

ζ2 − η2
e3,

|U−1
4 · p| =

√
ζ2 + η2

|ζ2 − η2| , â = 4
ζη

ζ2 + η2
(−ηe2 + ζe3), |â| = 4

ζ|η|√
ζ2 + η2

(15)

и, в соответствии с (12),

δ1 = τ =
−ηe2 + ζe3√

ζ2 + η2
, δ2 = N =

ζe2 + ηe3√
ζ2 + η2

, s =
4ζ|η|

|ζ2 − η2| .

Поскольку ζ = (α+ γ)/2, η = (α− γ)/2 (см. (3)), эти выражения принимают
вид

δ1 = τ =
1√
2

(γ − α)e2 + (α+ γ)e3√
α2 + γ2

, δ2 = N =
1√
2

(α+ γ)e2 + (α− γ)e3√
α2 + γ2

,

s =
|α2 − γ2|

αγ
.

Учитывая, что начальные длины l1 и l2, к которым относятся конечные длины
l̃1 и l̃2 для величин α = l̃1/l1 и γ = l̃2/l2, одни и те же (l1 = l2 = l, см. текст
после рис. 2), полученные соотношения можно переписать так:

δ1 = τ =
1√
2

(l̃2 − l̃1)e2 + (l̃1 + l̃2)e3√
l̃21 + l̃22

,

δ2 = N =
1√
2

(l̃1 + l̃2)e2 + (l̃1 − l̃2)e3√
l̃21 + l̃22

, s =
|l̃21 − l̃22|
l̃1 l̃2

.

(16)

Отсюда следует, что плоскость, разделяющая элементы двойника, и кине-
матика сдвига полностью определяются размерами сечения орторомбической
ячейки, перпендикулярного оси ẽ3. Pис. 4 является повернутой в плоскости

частью рис. 3. На нем представлены ситуация 2 , но не для тензора U2, а для

тензора U4, и ситуация 1 , но не для тензора U1, а для тензора U3. Тензо-
ру U4 здесь соответствует прямоугольное сечение ABCD орторомбической
ячейки, а тензору U3 сечение —A′B′C ′D′. При этом, согласно сказанному для
этих тензоров в примечании 3, осуществлена следующая замена векторов,
изображенных на рис. 3: e1 ⇒ e2, e2 ⇒ e3, e3 ⇒ e1. Векторы ẽi, i = 1, 2, 3, на
рис. 4 не показаны, т.к. согласно примечанию 1 они могут занимать два проти-
воположных направления, но указаны размеры ячейки: l̃1 — длина вдоль век-
тора ẽ1 и l̃2 — длина вдоль вектора ẽ2. Тогда, введя в прямоугольнике ABCD

4Ниже в статье рассматриваются деформации Коши—Грина, при определении которых
тензор Rij не используется (в отличие от деформаций Альманзи). Поэтому конкретное
выражение для Rij в статье не приводится.
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Рис. 4. Положение сечений орторомбических кристаллических ячеек мартенсита относи-
тельно сечения кубической ячейки аустенита, нормали к плоскости сдвига и направление

вектора сдвига в орторомбических ячейках

[Figure 4. The position of sections of orthorhombic crystal cells of martensite relative to the
section of the cubic cell of austenite, the normal to the slip plane, and the direction of the slip

vector in orthorhombic cells]

угол ϕ, получаем, что l̃1/
√
l̃21 + l̃22 = sinϕ, l̃2/

√
l̃21 + l̃22 = cosϕ, l̃1/l̃2 = tgϕ,

и выражения (16) принимают вид

δ1 = τ =
C − S√

2
e2 +

S + C√
2

e3, δ2 = N =
S + C√

2
e2 +

S − C√
2

e3, s = 2| ctg 2ϕ|,
(17)

где C = cosϕ, S = sinϕ.
Отсюда, во-первых, сразу следует, что δ1 ·δ2 = τ ·N = 0, т.е. эти векторы

ортогональны, а во-вторых, — что вектор δ1 = τ направлен по диагонали
прямоугольника ABCD из точки D в точку B. Действительно, учитывая, что
показанная на рис. 4 ось прямоугольника (вектор k2) направлена под углом

в 45◦ к векторам e2 и e3, единичный вектор
−−→
DB/|−−→DB| можно представить

так:

−−→
DB

|−−→DB|
= cos(45◦ + ϕ) e2 + sin(45◦ + ϕ) e3 =

C − S√
2

e2 +
S + C√

2
e3 = δ1 = τ .

Здесь учитываются известные соотношения для sin(θ1 + θ2) и cos(θ1 + θ2),
а также, что sin 45◦ = cos 45◦ = 1/

√
2.
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Поворачивая единичный вектор
−−→
DB/|−−→DB| вокруг вектора e1 на 90◦ по

часовой стрелке, получаем единичный вектор δ2 = N . Действительно, из (4)
имеем O(−90◦, e1) = e1e1 + e2e3 − e3e2 и тогда O(−90◦, e1) · τ = N .

Как экспериментально обосновано, но без должного математического до-
казательства, сдвиг в кристалле обычно происходит вдоль атомных плос-
костей с наиболее плотной упаковкой атомов, когда действующие на этих
плоскостях тангенциальные силы достигают определенных значений. Плос-
кость, разделяющая элементы двойника (диагональ прямоугольника ABCD
на рис. 4), и есть одна из таких плоскостей орторомбической ячейки. Сдвиг
произойдет, когда касательное усилие на поверхности с внешней нормалью N
достигнет критической величины, определяемой для конкретного материала
из эксперимента, и будет направлено по вектору τ .

Как уже отмечалось ранее, градиент места f , описывающий процесс про-
стого сдвига, представляется в виде f = g + â n · U−1

j (см. (10)) или в виде

f = g + s τ N (см. (11)), или как f = g + s δ1δ2 (см. абзац перед соотноше-
нием (12)). Только первое из этих выражений не содержит модуль величи-
ны, что удобно в дальнейших математических преобразованиях. Поэтому при
построении тензора деформаций Коши—Грина E = (f> · f − g)/2 для данно-
го процесса используется именно первое соотношение. Кроме того, для этих
математических построений оказалось очень эффективным осуществленное
выше введение угла ϕ, что позволило оперировать с тригонометрическими
функциями и известными связями между ними. В результате для присут-
ствующих в (10) величин, определенных выражениями (15), получаем

f = g + Ct2[C2(−e2e2 + e3e3) + (S − C)2e2e3 − (S + C)2e3e2],

E = Ct22(e2e2 + e3e3)−
Ct2
S2

(e2e3 + e3e2).
(18)

Здесь Ct2 = ctg 2ϕ, S2 = sin 2ϕ и, как было введено ранее, S = sinϕ, C =

= cosϕ. Учитывая, что S = l̃1/
√
l̃21 + l̃22, C = l̃2/

√
l̃21 + l̃22 (см. текст перед

(17)), приходим к тому, что Ct2 = (l̃22 − l̃21)/(2l̃1 l̃2), Ct2/S2 = (l̃42 − l̃41)/(4l̃
2
1 l̃

2
2).

Тогда тензор деформаций E в (18) определяется размерами показанного на
рис. 4 сечения орторомбической ячейки:

E =
(l̃22 − l̃21)

2

4l̃21 l̃
2
2

(e2e2 + e3e3) +
(l̃41 − l̃42)

4l̃21 l̃
2
2

(e2e3 + e3e2). (19)

Эта деформация, полученная в рамках теории двойникования, соответ-
ствует простому сдвигу материала среды. Среда же в данном случае состоит
из орторомбических ячеек кристалла, изменение положения которых относи-
тельно начального и вызывает деформацию. Поэтому, чтобы эта структурная
деформация совпадала с деформацией простого сдвига (19), кристалл, в ко-
торый преобразуется материнский его образ при деформации сдвига, должен
занимать определенное положение по отношению к своему начальному обра-
зу. Именно такое взаимное расположение кристаллов, привязанное к конкрет-
ному пространству, представлено на рис. 4. Здесь кристаллическая ортором-
бическая ячейка мартенсита — материнская ячейка (прямоугольник ABCD)
преобразуется в результате простого сдвига в кристаллическую орторомби-
ческую ячейку мартенсита (прямоугольник A′B′C ′D′). Сдвиг же произойдет,
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когда касательное усилие на диагонали прямоугольника ABCD с внешней
нормалью N достигнет определенной величины и будет направлено по век-
тору τ . Покажем, что тензор деформации при преобразовании орторомбиче-
ской ячейки ABCD в орторомбическую ячейку A′B′C ′D′ такой же, как и при
простом сдвиге, и представляется выражением (19). Действительно, учиты-
вая показанное на рис. 4 взаимное положение упомянутых двух кристалли-
ческих ячеек, вытекающее из сказанного при обсуждении рис. 2 и в приме-
чании 3, а также из того, что прямоугольник A′B′C ′D′ есть повернутый на
180◦ вокруг оси e2 прямоугольник ABCD (вектор p в соотношениях (15) есть
вектор e2), заключаем, что элементы, которые в материнской ячейке ABCD

имели в направлении k1 длину l̃1, а в направлении k2 длину l̃2, в ячейке
A′B′C ′D′ имеют в тех же направлениях длины l̃2 и l̃1, соответственно. Такое
изменение в длинах определяет в базисе ki, i = 1, 2, тензор деформации

ε = ε11k1k1 + ε22k2k2, ε11 =
1

2

l̃22 − l̃21
l̃21

, ε22 =
1

2

l̃21 − l̃22
l̃22

. (20)

Учитывая, что k1 = (1/
√
2)(e2 − e3), k2 = (1/

√
2)(e2 + e3), приходим к

тому, что в базисе e2, e3 координатные составляющие тензоров ε и E полно-
стью совпадают (тензор ε принимает вид (19)), т.е. тензоры ε и E равны как
тензорные объекты.

Из изложенного вытекает, что одновременно и нераздельно в материа-
ле существуют два двойника: деформационный, связанный с деформацией
простого сдвига, и структурный, связанный со взаимным положением в про-
странстве ячеек орторомбического кристалла, оси которых (векторы k1 и k2,
показанные на рис. 4 штриховыми линиями) составляют угол в 90◦. Элемен-
ты структурного двойника определенным образом должны быть расположе-
ны в элементах деформационного двойника. Деформационный же двойник
удобно трактовать как излом первоначально прямой мартенситной пластины,
направленной вдоль вектора N (материнской пластины), на угол ψ = arctg s
относительно этого вектора в сторону вектора τ , являющегося границей из-
лома (см. рис. 5). Длины сторон прямоугольника — нужного нам сечения ор-

торомбической ячейки, l̃1 = 0.2194 нм и l̃2 = 0.2111 нм (см. текст после

соотношения (1)). Тогда (см. (16)) s = |l̃21− l̃22|/(l̃1 l̃2) = 0.07715 и излом перво-
начально прямой мартенситной пластины происходит на угол ψ ≈ 4.4◦, как
представлено на рис. 5. Угол излома совпадает с углом сдвига, что, как будет
показано ниже, выполняется только для рассматриваемого случая. Дефор-
мация, возникающая при этом, определяется соотношением

E = (s/2)(τN +Nτ ) + (s2/2)NN = 0.0386(τN +Nτ ) + 0.003NN . (21)

Элементами структурного двойника являются прямоугольники (сечения
орторомбической ячейки), оси которых повернуты на 90◦ друг относительно
друга. Каждый из этих элементов определенным образом расположен в со-
ответствующем элементе деформационного двойника. Угол, определяющий
положение диагонали в прямоугольнике рассматриваемого сечения ортором-
бической ячейки (см. рис. 4 и 5), определяется из выражения tgϕ = l̃1/l̃2.
Для указанных выше значений длин tgϕ = 1.0393 и ϕ ≈ 46.1◦. Это позволяет
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ориентировать прямоугольник (вектор k2, являющийся его осью) относитель-
но вектора τ (а значит и относительно оси N) в материнской мартенситной
пластине. Учитывая, что ось второго элемента структурного двойника k1 со-
ставляет с k2 угол в 90◦ в плоскости векторов τ и N , определяем положение
этого элемента структурного двойника во втором элементе деформационного
двойника. На рис. 5 показано взаимное расположение элементов этих двух
двойников. Соотношением (20) определялся тензор структурной деформации

в базисе k1, k2. Для указанных значений l̃1 и l̃2 этот тензор принимает кон-
кретный вид:

ε = −0.0371k1k1 + 0.0401k2k2. (22)

Учитывая, что k1 = cos 46.1◦N − sin 46.1◦τ = 0.6934N − 0.72055τ , k2 =
= sin 46.1◦N + cos 46.1◦τ = 0.72055N + 0.6934τ , приходим к тому, что в ба-
зисе N , τ координатные составляющие тензоров ε и E полностью совпадают
(тензор ε принимает вид (21)), т.е. тензоры ε и E равны как тензорные объ-
екты.

Главные оси орторомбической ячейки мартенсита (прямоугольного парал-
лелепипеда) являются тремя двукратными осями симметрии данного кри-
сталла. С этим связана анизотропия механических свойств ячейки, девять
констант такой анизотропии приведены в [5,6,24,28]. Оси ячеек кристалла по-
разному ориентированы в элементах деформационного двойника (см. рис. 5),
что приводит к различию в механических свойствах в этих элементах для
одного и того же направления в них. Кроме того, ни одна из осей кристалла
на рис. 5 не совпадает с главными осями мартенситных пластин, образующих
деформационный двойник. На рис. 5 мартенситная пластина была выбрана
так, чтобы ее главная ось совпадала с вектором N . Это позволило просто
определить угол излома этой пластины и описать формирование деформа-
ционного двойника. Выбирая теперь мартенситную пластину так, чтобы ее
главная ось совпадала с направлением одной из осей кристалла, как пока-
зано на рис. 6, удается, как нам кажется, упростить решение анизотропной
задачи. Это, конечно, непринципиально, но удобно.

В базисе k1, k2, показанном на рис. 6, а, структурная деформация ε опре-
деляется соотношением (22). В базисе τ , N деформация сдвига определяется
соотношением (21). Из выражений, связывающих базисы k1, k2 и τ , N (см.
текст после (22)), имеем N = 0.6934k1+0.72055k2, τ = −0.72055k1+0.6934k2,

Рис. 5. Деформационный двойник и положение в нем элементов структурного двойника;
угол сдвига совпадает с углом излома мартенситной пластины

[Figure 5. Deformation twin and the position of structural twin elements within it; the shear
angle coincides with the angle of the martensitic plate’s kink]
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Рис. 6. (а) Деформационный двойник и положение в нем элементов структурного двойни-
ка; угол сдвига не совпадает с углом излома мартенситной пластины; (b) к определению
связи между углами сдвига и излома; AC на рис. (а) и (b) одна и та же материальная

прямая

[Figure 6. (а) Deformation twin and the position of structural twin elements within it; the shear
angle does not coincide with the angle of the martensitic plate’s kink; (b) Regarding the definition
of the relationship between the shear and fracture angles; AC in figures (а) and (b) is the same

material line]

и тогда в базисе k1, k2 выражение (21) принимает вид (22), что и должно быть
(структурная и сдвиговая деформации совпадают). Физический смысл соот-
ношения (22) легко объяснить, используя рис. 6, a. Кристаллические ячейки,
которые в материнской мартенситной пластине имели наибольшую длину
в вертикальном на рис. 6, а положении, преобразуются в ячейки, имеющие
наибольшую длину в горизонтальном положении. Среда, содержащая эти
ячейки, испытывает сокращение в вертикальном направлении и удлинение
в горизонтальном. Поэтому деформация по оси k1 отрицательная, а по оси k2

положительная. Размеры рассматриваемого сечения кристаллической ячейки
оказались такими, что в тензоре деформаций (22) ε11 ≈ −3.7%, ε22 ≈ 4.0%.

Используя рис. 6, b, установим теперь связь между углом сдвига ψ и углом
излома мартенситной пластины χ. В базисе τ , N простой сдвиг на величину
s, которой соответствует угол ψ, приводит к тому, что точка E сдвигается
в направлении вектора τ и переходит в точку D. Отрезки AE и DE, длины
которых обозначим как AE = a, DE = b, образуют прямой угол. Все точки,
лежащие на продолжении отрезка DE, смещаются при простом сдвиге вдоль
этого отрезка на величину b. В результате точка C переходит в точку B и
BC = b. Нам необходимо определить угол χ, принадлежащий треугольнику
ABC. Обозначив AB = c, AC = d, используем для этого теорему косинусов
для треугольника:

b2 = c2 + d2 − 2cd cosχ, где b = a tgψ. (23)

Из прямоугольного треугольника ACE находим, что d = a/ cos(π/2 − ϕ) =
= a/ sinϕ и CE = p = a tg(π/2−ϕ) = a ctgϕ. Из прямоугольного треугольни-
ка ABE имеем c2 = a2+(b+p)2. В результате все величины, входящие в (23),
определяются через длину a и известные углы ϕ и ψ, и из этого выражения
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находим cosχ:

cosχ =
c2 + d2 − b2

2cd
=

2 + s sin 2ϕ

2
√

1 + s sin 2ϕ+ s2 sin2 ϕ
. (24)

Для значения s = 0.07715, соответствующего углу сдвига ψ ≈ 4.4◦ (см. аб-
зац перед соотношением (21)), и значения ϕ ≈ 46.1◦, определяющего плос-
кость сдвига в кристаллической ячейке (см. абзац после соотношения (21)),
cosχ = 0.999254, и тогда угол излома мартенситной пластины, показанный
на рис. 6, a, χ ≈ 2.2◦.

Определим из выражения (24) длину c, дающую при фиксированных дли-
нах d и b максимальный угол χ (минимум cosχ). Для этого, продифферен-
цировав (24) по c, d(cosχ)/dc = [1− (d2− b2)/c2]/(2d), будем иметь уравнение
1− (d2− b2)/c2 = 0, откуда следует, что c2 = d2− b2, или d2 = c2+ b2. Так как
d2(cosχ)/dc2 > 0, полученное решение соответствует минимуму cosχ, а зна-
чит, максимуму угла χ. При этом отрезок длины b, исходящий на рис. 6, b
из точки C, должен быть перпендикулярен отрезку AB. В этой ситуации
sinχ = b/d = s sinϕ = 0.07715 · 0.72055 = 0.0556 и χ = 3.19◦. Поэтому для
расположения отрезка BC = b, показанного на рис. 6, b, полученное выше
меньшее значение угла χ (χ ≈ 2.2◦) является в результате проведенного ана-
лиза вполне обоснованным.

5.2. Двойник (i : j) = (4 : 3). Рассмотрим теперь двойник (i : j) = (4 : 3)
(восьмая после заголовка строка в таблице, пятый столбец) и построим ре-
шение первого типа (13). Из выражений (7)

U3 = βe1e1 + ζe2e2 + η(e2e3 + e3e2) + ζe3e3,

U4 = βe1e1 + ζe2e2 − η(e2e3 + e3e2) + ζe3e3,

из выражения (4) ортогональный тензор O, осуществляющий поворот на 180◦

вокруг вектора p = e2, принимает вид O = −e1e1+e2e2−e3e3, и тогда тензор
U3 переводится в тензор U4 соотношением U4 = O·U3 ·O, что легко показать
простой подстановкой. Это полностью соответствует данным, приведенным

в указанных выше строке и столбце таблицы. Составляющие U
(−1)
ij тензора

U−1
3 , обратного тензору U3 с составляющими Uij , определяем аналогично

предыдущему случаю и в результате имеем

U−1
3 =

1

β
e1e1 +

ζ

ζ2 − η2
e2e2 −

η

ζ2 − η2
(e2e3 + e3e2) +

ζ

ζ2 − η2
e3e3.

Тогда в (13)

U3 · p = ζe2 + ηe3, U−1
3 · p =

ζ

ζ2 − η2
e2 −

η

ζ2 − η2
e3,

|U−1
3 · p| =

√
ζ2 + η2

|ζ2 − η2| , â = −4
ζη

ζ2 + η2
(ηe2 + ζe3), |â| = 4

ζ|η|√
ζ2 + η2

и, в соответствии с (12),

δ1 = τ = −ηe2 + ζe3√
ζ2 + η2

, δ2 = N =
ζe2 − ηe3√
ζ2 + η2

, s =
4ζ|η|

|ζ2 − η2| . (25)
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На рис. 4 тензору U3 соответствует сечение A′B′C ′D′ орторомбической
кристаллической ячейки. Чтобы различать векторы δ1 = τ и δ2 = N , относя-
щиеся на рис. 4 к ячейкам ABCD и A′B′C ′D′, будем ниже для последней по-
мечать эти величины штрихами. Вспоминая, что ζ = (α+γ)/2, η = (α−γ)/2,
учитывая, что начальные длины l1 и l2, к которым относятся конечные дли-
ны l̃1 и l̃2 для величин α = l̃1/l1 и γ = l̃2/l2, одни и те же (l1 = l2 = l), и что

размер l̃1 откладывается в направлении вектора ẽ1, а размер l̃2 — в направ-
лении вектора ẽ2, введя в прямоугольнике A′B′C ′D′ угол ϕ (который равен

такому же углу в прямоугольнике ABCD), получаем, что l̃1/
√
l̃21 + l̃22 = sinϕ,

l̃2/
√
l̃21 + l̃22 = cosϕ, l̃1/l̃2 = tgϕ, и выражения (25) принимают вид

δ′1 = τ ′ =
C − S√

2
e2 −

S + C√
2

e3, δ
′
2 = N ′ =

S + C√
2

e2 −
S − C√

2
e3, s = 2| ctg 2ϕ|,

где C = cosϕ, S = sinϕ.
Отсюда, во-первых, сразу следует, что δ′1 · δ′2 = τ ′ ·N ′ = 0, т.е. эти векто-

ры ортогональны, а во-вторых, что вектор δ′1 = τ ′ направлен по диагонали
прямоугольника A′B′C ′D′ из точки D′ в точку B′. Действительно, учиты-
вая, что показанная на рис. 4 ось прямоугольника (вектор k1) направлена

под углом в 45◦ к векторам e2 и −e3, единичный вектор
−−−→
D′B′/|

−−−→
D′B′| можно

представить так:
−−−→
D′B′

|
−−−→
D′B′|

= cos(45◦ + ϕ) e2 − sin(45◦ + ϕ) e3 =
C − S√

2
e2 −

S + C√
2

e3 = δ′1 = τ ′.

Здесь учитываются известные соотношения для sin(θ1 + θ2) и cos(θ1 + θ2),
а также, что sin 45◦ = cos 45◦ = 1/

√
2.

Поворачивая единичный вектор
−−−→
D′B′/|

−−−→
D′B′| вокруг вектора e1 на 90◦ про-

тив часовой стрелки, получаем единичный вектор δ′2 = N ′. Действительно,
из (4) имеем O(90◦, e1) = e1e1 − e2e3 + e3e2 и тогда O(90◦, e1) · τ ′ = N ′.

Деформационный двойник в рассматриваемом случае возникает в резуль-
тате сдвига, происходящего в плоскости с нормалью N ′ в направлении век-
тора τ ′ на величину s. Этому процессу в базисе τ ′, N ′ соответствует дефор-
мация

E′ = (s/2)(τ ′N ′ +N ′τ ′) + (s2/2)N ′N ′ =

= 0.0386(τ ′N ′ +N ′τ ′) + 0.003N ′N ′ (26)

(сравните это выражение с (21)). Аналогично соотношению (20) построим
тензор структурной деформации, соответствующий этому случаю. Теперь ма-
теринской является ячейка A′B′C ′D′, а ее элементы, имевшие в направлении
k1 длину l̃2, а в направлении k2 длину l̃1, в ячейке ABCD, образующей струк-
турный двойник, имеют в тех же направлениях длины l̃1 и l̃2 соответственно
(см. рис. 4). Для указанных в статье значений l̃1 и l̃2 такое изменение в длинах
определяет в базисе ki, i = 1, 2, тензор деформации

ε′ = ε′11k1k1 + ε′22k2k2, ε′11 =
1

2

l̃21 − l̃22
l̃22

= 0.0401, ε′22 =
1

2

l̃22 − l̃21
l̃21

= −0.0371.
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Учитывая, что k1 = sin 46.1◦N ′ + cos 46.1◦τ ′ = 0.72055N ′ + 0.6934τ ′, k2 =
= cos 46.1◦N ′− sin 46.1◦τ ′ = 0.6934N ′−0.72055τ ′, приходим к тому, что в ба-
зисе N ′, τ ′ координатные составляющие тензоров ε′ и E′ полностью совпада-
ют (тензор ε′ принимает вид (26)), т.е. тензоры ε′ и E′ равны как тензорные
объекты.

Рассмотренные в этом разделе процессы образования двойников (i : j) =
= (3 : 4) и (i : j) = (4 : 3) показали, что деформации, возникающие в этих
процессах как результат изменения микроструктуры материала, являются
взаимообратными: инициируемые одним процессом, они полностью ликви-
дируются другим и материал восстанавливает свою первоначальную форму.
Поэтому такие материалы и называются сплавами с памятью формы.

Заключение. В статье на примере сплава с памятью формы Cu–Al–Ni
обоснован подход к описанию на микроструктурном уровне процессов двой-
никования и раздвойникования мартенситной фазы. Математической осно-
вой подхода является уравнение совместности Адамара для деформаций. Ре-
шение этого уравнения позволило определить поверхности, вдоль которых
происходит сдвиг, направления и величину скольжения в орторомбической
кристаллической ячейке, соответствующей рассматриваемому материалу в
мартенситном состоянии, приводящих к появлению и исчезновению двойни-
ковой структуры. Показано, что в сплаве с памятью формы одновременно
и неразрывно существуют два двойника: деформационный и структурный.
Первый связан с деформацией простого сдвига, возникающей в соответствии
с условием совместности Адамара в мартенситной пластине, что приводит
к излому этой прямой пластины и возникновению двух элементов, поверну-
тых на определенный угол друг относительно друга, которые и формируют
этот двойник. Структурный двойник формируется одинаково ориентирован-
ными орторомбическими кристаллическими ячейками мартенсита, одна и та
же ось которых составляет угол в 90◦ для расположенных в разных элемен-
тах структурного двойника ячеек. Формирование деформационного двойника
инициирует возникновение в среде деформации простого сдвига, а форми-
рование структурного двойника — структурной деформации. Показано, что
определенное положение структурного двойника в деформационном приво-
дит к равенству этих деформаций.

Сдвиг, приводящий к образованию двойников, может осуществиться толь-
ко когда касательное напряжение на поверхности сдвига достигнет критиче-
ской величины, определенной экспериментально. Это требует решения крае-
вой задачи механики для представительного объема материала, анизотропия
которого определяется ориентацией орторомбических кристаллических ячеек
относительно оси мартенситной пластины. Надеюсь, что обозначенное станет
предметом следующей публикации.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
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Abstract

Using the Cu–Al–Ni shape memory alloy as an example, the article sub-
stantiates an approach to describing at the microstructural level the pro-
cesses of twinning and detwinning of the martensitic phase. The coordinated
twinned martensitic structure is described by the Hadamard compatibility
equation for deformations, the solution of which made it possible to de-
termine the surfaces along which the shift occurs, the directions and the
magnitude of sliding in an orthorhombic crystal cell corresponding to the
material under consideration in the martensitic state, leading to the appear-
ance and disappearance of the twin structure. It is shown that two types
of twins simultaneously and inseparably exist in an alloy with shape mem-
ory: deformation and structural. The first is related to the deformation of
a simple shear, that occurs in accordance with the Hadamard compatibility
condition in a martensitic plate, which leads to bending this straight plate
and the appearance of two elements rotated at a certain angle relative to
each other, which form this twin. The structural twin is formed from two
parts, in each of which the orthorhombic crystal cells of martensite are iden-
tically oriented, but one of the axes of these cells changes its direction by
90∘ when moving to another part of the twin. The formation of a deforma-
tion twin initiates the occurrence of a simple shear strain in the medium,
and a structural twin initiates a structural strain. It is shown that a certain
position of the structural twin in the deformation one leads to the equality
of these strains.

Keywords: microstructural modeling, anisotropic material, Hadamard com-
patibility condition, sliding surfaces and shear directions.
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Способ определения параметров
электрического сигнала для управления
вынужденными установившимися колебаниями
электровязкоупругих тел.
Приложение к активному демпфированию колебаний

Н. В. Севодина, Н. А. Юрлова, Д. А. Ошмарин

Институт механики сплошных сред УрО РАН,
Россия, 614018, Пермь, ул. Академика Королева, 1.

Аннотация

При реализации активной стратегии управления динамическим по-
ведением конструкций, в состав которых входят элементы, выполнен-
ные из пьезоэлектрических материалов, как правило, используют два
пьезоэлемента, один из которых выступает в роли сенсора, а другой –
актуатора. При этом проблема заключается в определении величины
управляющего сигнала, подаваемого на актуатор, и аппаратной реали-
зации необходимого закона управления. В связи с необходимостью фор-
мирования сложных электрических цепей, представляющих собой блок
управления, привлекательным становится предварительное моделиро-
вание механического отклика на тот или иной управляющий сигнал.

В настоящей работе подход, позволяющий на основе решения задачи
о собственных колебаниях электровязкоупругой конструкции получить
аналитические выражения для определения величины электрического
потенциала, генерируемого в момент резонанса на электродированной
поверхности пьезоэлемента при его деформировании на рассматривае-
мой моде при вынужденных установившихся колебаниях, распространен
на случай использования двух пьезоэлементов, выполняющих функции
сенсора и актуатора и располагающихся соответствующим образом на
поверхности конструкции.
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Выведены аналитические выражения для определения величины уп-
равляющего сигнала, который подается на актуатор и обеспечивает демп-
фирование заданной моды колебаний. Управляющий сигнал формиру-
ется путем преобразования сигнала, получаемого от сенсора.

Приемлемость предложенного подхода продемонстрирована на при-
мере консольно защемленной пластинки, выполненной из вязкоупругого
материала, механическое поведение которого описывается комплексны-
ми динамическими модулями. По обе стороны пластинки размещены
пьезоэлементы, играющие роли сенсора и актуатора. Численная реали-
зация предложенного подхода осуществляется методом конечных эле-
ментов с использованием пакета прикладных программ ANSYS. Проде-
монстрировано хорошее совпадение результатов, полученных по выве-
денным формулам, с результатами расчета в ANSYS. Предложенный под-
ход позволяет существенно сократить временные и ресурсные затраты
при математическом моделировании активного управления вынужден-
ными установившимися колебаниями электровязкоупругих тел, опреде-
лить условия, которым должны удовлетворять элементы блока управ-
ления при реализации активной стратегии управления динамическим
поведением такого рода smart-систем.

Ключевые слова: электровязкоупругость, пьезоэлемент, вынужден-
ные установившиеся колебания, собственные колебания, управление ко-
лебаниями, смещения, электрический потенциал, сенсор, актуатор.

Получение: 4 августа 2023 г. / Исправление: 17 сентября 2024 г. /
Принятие: 27 сентября 2024 г. / Публикация онлайн: 31 октября 2024 г.

1. Введение. Колебания при эксплуатации различных конструкций встре-
чаются в огромном множестве ситуаций. При этом иногда они не создают ни-
каких проблем и даже могут вызываться целенаправленно. Однако если они
нежелательны, то могут создавать угрозу целостности и плановому функцио-
нированию технических объектов. От крупных сооружений, таких как здания
и мосты, до небольших сложных систем, таких как беспилотные летательные
аппараты и манипуляторы-роботы, — у всех у них нежелательные вибрации
требуется тем или иным образом подавлять или демпфировать. Ситуации
зачастую осложняются тем, что к ряду конструкций доступ человеку невоз-
можен либо затруднен (космические, подводные и т.п.). При этом становится
крайне важным обеспечение управления динамическим поведением таких си-
стем способом, не нарушающим жесткие требования к их весу и габаритам.

Активно развивающиеся в последние годы smart-технологии позволяют
эффективно решать проблемы управления механическим поведением такого
рода инженерных объектов, например, демпфирование колебаний различной
природы или управление геометрией, сбор энергии и так далее.

Smart-системы реализуют smart-технологии, поскольку обладают способ-
ностью адаптироваться к изменениям окружающей среды благодаря нали-
чию чувствительных элементов, в качестве которых широко применяются
пьезоэлектрические материалы. Они обычно состоят из основной конструк-
ции, объединенной с датчиками и исполнительными механизмами, координи-
руемыми контроллером, входящим в блок управления.

Основные стратегии управления колебаниями с применением пьезоэлек-
трических материалов можно разделить на активные, полуактивные и пас-
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сивные. Среди них активные способы управления, в которых пьезоэлектриче-
ские материалы используются в качестве как датчиков (сенсоров), так и ис-
полнительных механизмов (актуаторов) [1–3], обладают преимуществами вы-
сокой эффективности и адаптивности к изменяющимся внешним условиям.
Однако этот способ требует внешних энергозатрат, что приводит к услож-
нению реализации управления и специальных решений для обеспечения ста-
бильности систем.

Реализация активной стратегии управления подразумевает использование
как минимум двух пьезоэлементов, один из которых является сенсором, реги-
стрирующим отклик конструкции на приложенную нагрузку, а второй — ак-
туатором, формирующим локальное управляющее воздействие на конструк-
цию и требуемым образом влияющим на ее механическое поведение. В силу
того, что прямой и обратный пьезоэффекты не являются взаимно обратимы-
ми, для того чтобы подать на актуатор сигнал, необходимый, например, для
восстановления исходной формы конструкции или демпфирования заданной
моды колебаний, необходимо некоторым образом преобразовать сигнал, по-
лученный с сенсора.

При реализации активных стратегий управления динамическим поведе-
нием smart-конструкций необходимо понимать, как механически отреагирует
система на внешнее воздействие, чтобы определить параметры такого воз-
действия и затем применить их при конструировании исполнительных меха-
низмов (актуаторов) для усиления или нивелирования такого отклика.

Внешние динамические воздействия при эксплуатации ряда конструкций
зачастую моделируются как вынужденные установившиеся колебания, за-
данные моды которых, реализующиеся на определенных частотах, требуется
демпфировать.

Как правило, при математическом моделировании демпфирующие свой-
ства объектов оцениваются по величине амплитуды при резонансном режи-
ме или по скорости переходных процессов. В первом случае решается зада-
ча о вынужденных установившихся колебаниях, во втором — динамическая
задача с начальными условиями. Приложения этих задач для поиска опти-
мальных параметров рассматриваемых систем сопряжены с рядом проблем.
В частности, для получения амплитуд при резонансных режимах на основе
решения задачи о вынужденных установившихся колебаниях требуется мно-
гократное повторение вычислительной процедуры при различных частотах
внешних воздействий. Кроме этого, при использовании задачи о вынужден-
ных установившихся колебаниях или задачи с начальными условиями най-
денные оптимальные решения связаны с моделируемым вариантом нагруже-
ния исследуемой системы.

Практический интерес, в том числе для решения задач оптимизации, пред-
ставляет постановка задачи о собственных колебаниях системы, позволяю-
щая оценить демпфирующие свойства объекта вне зависимости от внешних
силовых, кинематических и других факторов. Поэтому применение задачи
о собственных колебаниях при решении такого рода задач является более
эффективным. Это определяет привлекательность использования результа-
тов решения задачи о собственных колебаниях электровязкоупругих систем
в приложении к активному управлению их динамическим поведением в режи-
ме вынужденных установившихся колебаний, а именно для поиска оптималь-
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ной величины потенциала, характеризующего управляющее электрическое
воздействие, направленное на демпфирование заданных мод. Понимание то-
го, каким должно быть управляющее электрическое воздействие, позволяет
соответствующим образом реализовать на аппаратном уровне блок управле-
ния при реализации активного управления динамическим поведением smart-
конструкций.

Для таких оценочных решений удобно применять простые аналитические
выражения, которые затем могут быть уточнены проведением полномасштаб-
ных расчетов. Примером такого рода выражений могут служить формулы
определения оптимальных параметров сопротивления и индуктивности резо-
нансной шунтирующей цепи при реализации пассивной стратегии управления
динамическим поведением конструкций, предложенные в [4].

Данная работа является продолжением идеи и ее реализации, предло-
женной в работе [5], суть которой состоит в том, что в момент резонанса
при вынужденных гармонических колебаниях конструкции форма колеба-
ний подобна собственной форме колебаний, полученной из решения задачи
о собственных колебаниях. В результате некоторых математических преобра-
зований исходных матричных уравнений получены аналитические формулы,
которые связывают величины, являющиеся решением задачи о вынужденных
колебаниях, с аналогичными величинами в собственных векторах, которые
являются решением задачи о собственных колебаниях.

Здесь соотношения, полученные в [5], распространены на случай исполь-
зования двух пьезоэлементов, выполняющих функции сенсора и актуатора,
что позволяет реализовать активное управление динамическим поведением
такого рода конструкций, заключающееся в том, что сигнал, регистрируемый
на пьезоэлементе-сенсоре, усиливается в блоке управления и затем подает-
ся на пьезоэлемент-актуатор для демпфирования заданной моды колебаний.
Поскольку в момент резонанса все величины имеют максимальные значения,
рассматривается именно момент резонанса.

Применение результатов решения задачи о собственных колебаниях для
получения величин, необходимых для управления вынужденными установив-
шимися колебаниями конструкций, имеющих элементы, выполненные из пье-
зоэлектрических материалов, позволяет существенно сократить время, тре-
буемое для проведения расчетов за счет исключения ряда повторяющихся
вычислений. Полученные путем математического моделирования значения
коэффициента усиления сигнала, а также потенциала, который должен быть
подан на актуатор, позволяют сократить время на разработку блока управ-
ления на элементном уровне и программирование контроллеров, осуществ-
ляющих преобразование сигнала с сенсора.

2. Математическая формулировка. Рассматриваемые в качестве smart-
конструкций объекты — кусочно-однородные электровязкоупругие тела, име-
ющие в своем составе элементы, выполненные из упругих, вязкоупругих,
а также из пьезоэлектрических материалов, присоединенных к поверхности
тела.

Математическая постановка задачи подробно приведена в работах [6, 7],
поэтому здесь для краткости изложения опущена. Отметим лишь, что вариа-
ционное уравнение равновесия кусочно-однородных электровязкоупругих тел
формулируется на основе принципа возможных перемещений, дифференци-
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альных уравнений Максвелла в квазистатическом приближении и соотноше-
ний линейной теории вязкоупругости и имеет вид

∫

V1

(σijδεij −DiδEi + ρ1üiδui)dV +

∫

V2

(σijδεij + ρ2üiδui)dV =

=

∫

Sq

qeδφdS +

∫

Sσ

piδuidS. (1)

При отсутствии внешних усилий уравнение (1) будет описывать собствен-
ные колебания электровязкоупругого тела:

∫

V1

(σijδεij −DiδEi + ρ1üiδui)dV +

∫

V2

(σijδεij + ρ2üiδui)dV = 0.

Здесь приняты следующие обозначения [5]: σij , εij и ui — компоненты тен-
зоров напряжений Коши и линейных деформаций, а также векторы переме-
щений соответственно; ρ1 и ρ2 — удельные плотности электроупругого мате-
риала тела объема V1 и вязкоупругого материала тела объема V2; φ— элек-
трический потенциал; Di, Ei — компоненты векторов электрической индук-
ции и напряженности электрического поля; ϕ— электрический потенциал;
V = V1 + V2, при этом V1 относится к его электроупругой, а V2 — к вязко-
упругой части; S = Su+Sσ +Sq +Sϕ+Sp0 — полная поверхность кусочно-од-
нородного тела, ограничивающая объем V . При этом на частях поверхности,
ограничивающей объем V2, заданы перемещения u0i (на Su) и поверхностные
усилия pi (на Sσ); на частях поверхности, ограничивающей объем V1, заданы
поверхностная плотность зарядов qs (на Sq) и электрический потенциал ϕ0

(на Sϕ).
Принято, что все части кусочно-однородного тела V идеально скрепле-

ны между собой. На электродированных поверхностях пьезоэлектрических
частей выполняется условие потенциальности.

Связь между компонентами вектора перемещений и компонентами тен-
зора деформаций описывается дифференциальными соотношениями Коши.
Упругие части составного тела удовлетворяют закону Гука, материал пье-
зоэлектрических частей принят упругим, описывающие его физические со-
отношения учитывают связь между механическими и электрическими свой-
ствами материала, вязкоупругое поведение соответствующих элементов те-
ла описывается комплексными динамическими модулями в рамках линейной
наследственной теории вязкоупругости [6, 8]. Принято, что составляющие
комплексных динамических модулей вязкоупругого материала тела не зави-
сят от частоты колебаний в пределах некоторого диапазона, ограниченного
окрестностью рассматриваемой собственной или резонансной частоты [5]:

G̃ = GRe + iGIm = GRe

(
1 + i

GIm

GRe

)
= GRe(1 + iηg),

B̃ = BRe + iBIm = BRe

(
1 + i

BIm

BRe

)
= BRe(1 + iηb).

Здесь G̃, B̃ — комплексные динамические модули сдвига и объемного сжа-
тия, в общем случае являющиеся функциями частоты колебаний Ω; ηg, ηb —
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соответствующие тангенсы углов механических потерь; GRe, BRe, GIm, BIm —
значения действительных и мнимых частей комплексных модулей соответ-
ственно [5].

При решении задач электровязкоупругости необходимо задать не только
механические граничные условия, но и электрические. В качестве механиче-
ских граничных условий приняты следующие:

ui = u0i на Su, σijnj = pi на Sσ.

Электрические граничные условия имеют вид
∫

Sq

(n̄ · D̄) = −qs на Sq, φ = φ0 на Sφ.

Потенциал φ определяется с точностью до аддитивной постоянной, по-
этому принимается, что на участке поверхности Sφ задан нулевой потенциал,
тогда φ0 будет иметь смысл разности потенциалов. При этом рассмотрим си-
туацию, когда граничные условия на пьезоэлементе соответствуют режиму
холостого хода (open circuit — o/c). Как показано в работах [9–12], при этом
условии пьезоэлемент проявляет более высокую жесткость, что способствует
рассеянию потенциальной энергии системы. При этом электрические гранич-
ные условия примут вид

∫

Sq

(n̄ · D̄) = 0 на Sq, φ = φ0 на Sφ.

Решение задачи о вынужденных установившихся колебаниях электровяз-
коупругого тела ищется в виде

ū(x, t) = ū0(x)e
−iΩt, x = (x1, x2, x3),

а решение задачи о собственных колебаниях —

ū(x, t) = ū0(x) exp(−iωt), x = (x1, x2, x3). (2)

Здесь ū0(x) =
{
u1(x), u2(x), u3(x), ϕ(x)

}
— обобщенный вектор состояния, со-

держащий как компоненты механических перемещений u1, u2, u3, так и ком-
поненту электрического потенциала ϕ; ω— круговая комплексная собствен-
ная частота колебаний, ω = ωRe+i ωIm, при этом ωRe имеет смысл собственной
частоты колебаний, а ωIm характеризует скорость их затухания; Ω— круговая
частота внешнего возбуждения [5].

Численная реализация осуществляется методом конечных элементов с ис-
пользованием пакета прикладных программ ANSYS.1 В работе [5] показано, что
при использовании метода конечных элементов для численной реализации
уравнение собственных колебаний в матричной форме принимает вид

(
−ω2[M ] + [Kp] + (1 + iη)[Kν ]

)
{δ} = 0. (3)

Здесь [K] = [Kp] + [Kν ]— матрица жесткости составной конструкции, состо-
ящей из основной конструкции, выполненной из вязкоупругого материала

1Лицензия Academic Research Mechanical and CFD № 1064623.
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и упругого пьезоэлемента; [Kp]— матрица жесткости упругого пьезоэлемен-
та, [Kν ]— матрица жесткости вязкоупругого материала основной конструк-
ции без учета вязкоупругих свойств; ω— круговая комплексная собственная
частота колебаний; ηg = ηb = η— тангенсы углов механических потерь сдви-
говой и объемной частей комплексных динамических модулей, принятые рав-
ными друг другу; {δ} = {ui, φ}— вектор узловых переменных.

Для задачи вынужденных установившихся колебаний уравнение в мат-
ричной форме принимает вид

(
−Ω2[M ] + [Kp] + (1 + 2iβ)[Kν ]

)
{δ}df = {F},

где {δ}df — вектор искомого решения, форма колебаний; {F}— вектор внеш-
ней силовой нагрузки; β = η/2; Ω— круговая частота внешнего возбуждения.

В работе [5] предложен способ, основанный на математическом преобразо-
вании конечно-элементных матричных уравнений собственных и вынужден-
ных колебаний электровязкоупругих тел, который позволил получить анали-
тические выражения, связывающие величины, являющиеся решением задачи
о вынужденных колебаниях, с аналогичными величинами в собственных век-
торах, являющихся решением задачи о собственных колебаниях.

Далее в качестве примера рассмотрим консольно защемленную прямо-
угольную пластину со следующими размерами: длина l1 = 500 мм, ширина
b1 = 60 мм, толщина h1 = 2 мм (рис. 1). На основе предложенного в [5]
метода аналитические выражения для резонансного смещения (Uz)A точки
слежения A и величины оптимального потенциала V opt, который необходимо
подать на единственный пьезоэлемент (играющий роли и сенсора, и актуато-
ра) для демпфирования заданной моды колебаний, имеют вид

(Uz)A = αdf (U0)A =
Q

2ωReωIm
(U0)A,

V opt = − Q

2ωReωIm

(U0)A
γu(ξ)

. (4)

Рис. 1. Схема консольно защемленной пластинки с прикрепленным к ее поверхности пьезо-
элементом [5]

[Figure 1. A schematic diagram of a cantilever-clamped plate with a piezoelement attached to
its surface [5]]
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Здесь приняты следующие обозначения:
– (Uz)A — смещения точки A в каком-либо направлении (ux, uy, uz) (в дан-

ном примере — в направлении действия усилия Fz) в момент резонанса,

вызванные действием гармонической силы ~F = {0, 0, Fz}, приложенной
в точке B (в соответствии с обозначениями на рис. 1);

– (U0)A — смещение точки A в том же направлении, определенное из век-
тора собственной формы колебаний для рассматриваемой собственной
частоты колебаний, близкой к исследуемому резонансу;

– αdf = Q/(2ωReωIm)— коэффициент пропорциональности;

– Q— параметр, который при действии только силы ~F = {0, 0, Fz} опре-
деляется по формуле Q = {δ̄0}>{F} = Fz{δ̄0}>{δF }, где {δF }— вектор,
в котором отличны от нуля только те компоненты, которые соответству-
ют приложенной силе Fz; произведение {δ̄0}>{δF } представляет собой
величину смещения точки приложения силы (точки B) (U0)B в направ-
лении действия силы Fz, выбранного из вектора собственной формы
колебаний;

– γu(ξ) =
(
Uz(ξ)

)
A

∣∣
V *=1

— коэффициент пропорциональности, который
имеет смысл резонансного смещения точки слежения (точки A) при
подаче на пьезоэлемент единичного потенциала при решении задачи о
колебаниях системы под действием потенциала, подаваемого на элек-
тродированную поверхность пьезоэлемента и изменяющегося по гармо-
ническому закону (параметрические колебания системы), и имеет раз-
мерность, определяемую отношением смещения к потенциалу [м/В];

– V opt — величина потенциала, подаваемого на пьезоэлемент, оптималь-
ная для демпфирования рассматриваемой моды колебаний в момент
резонанса.

Использование найденных зависимостей позволило определить величину
электрического потенциала на электродированной поверхности пьезоэлемен-
та-сенсора, генерируемого при деформировании его на рассматриваемой мо-
де при вынужденных установившихся колебаниях. При этом решать задачу
о вынужденных установившихся колебаниях для диапазона частот в окрест-
ности исследуемой резонансной частоты не требуется. Достаточно решить
задачу о собственных колебаниях исследуемой системы (конструкция с пье-
зоэлементами), определить спектр собственных частот колебаний и соответ-
ствующие им собственные векторы. Алгоритм для получения величины по-
тенциала, который необходимо подать на пьезоэлемент для демпфирования
заданной моды колебаний, следующий [5].

1. Получить решение задачи модального анализа — собственную частоту
и соответствующий ей вектор собственной формы колебаний, реализу-
ющиеся в заданном частотном диапазоне. Частотный диапазон задается
из условия близости собственной частоты колебаний к резонансной ча-
стоте Ω исследуемой моды колебаний. Из этого вектора определяются
величины (U0)A, Vo/c, а также параметр Q.

2. Решить задачу параметрических колебаний, вызываемых приложением
единичного потенциала к пьезоэлементу V ∗ = 1 В, затем на АЧХ точ-
ки слежения найти величину ее смещения γu(ξ) =

(
Uz(ξ)

)
A

∣∣
V *=1

при
исследуемом резонансе. Величины γu(ξ) можно определять сразу для
нескольких резонансных пиков (аналогично тому, как при решении мо-
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дальной задачи можно сразу определить несколько собственных частот
колебаний).

3. По формуле (4) рассчитать оптимальное значение подаваемого на пьезо-
элемент потенциала V opt, позволяющего демпфировать колебания рас-
сматриваемой моды от действия возбуждающих усилий, реализующей-
ся на резонансной частоте, близкой к собственной частоте колебаний.

Отметим, что если рассматриваются вынужденные установившиеся ко-
лебания конструкции в некотором диапазоне частот внешнего воздействия
и при этом положение возбуждающей силы не меняется, то для определения
оптимальных величин потенциала, который должен быть подан на пьезоэле-
мент для демпфирования различных возникающих в данном случае мод ко-
лебаний, никаких других задач, кроме задачи модального анализа для опре-
деления всех собственных частот и собственных векторов колебаний, вхо-
дящих в заданный диапазон частот внешнего воздействия, а также задачи
параметрических колебаний от действия единичного потенциала в заданном
диапазоне частот внешнего воздействия, решать не требуется.

Принцип активного управления динамическим поведением конструкции
в самом общем случае можно описать следующим образом: сигнал, получа-
емый с пьезоэлемента-сенсора, поступает в блок управления, в котором он
усиливается, преобразуется требуемым образом и подается на пьезоэлемент-
актуатор. Эффект от такого воздействия может оцениваться по новому сиг-
налу, регистрируемому на пьезоэлементе-сенсоре. Поэтому важно иметь про-
стые аналитические выражения для коэффициента преобразования сигнала
в блоке управления (коэффициент усиления) с тем, чтобы анализировать ре-
акцию объекта на управляющий сигнал и решать проблему компоновки блока
управления на аппаратном уровне.

Под коэффициентом усиления kV будем понимать величину, показываю-
щую, во сколько раз необходимо усилить потенциал, регистрируемый на пье-
зоэлементе-сенсоре в момент резонанса Vsen, чтобы получить оптимальный
потенциал, подаваемый на пьезоэлемент-актуатор V opt

ac для демпфирования,
соответствующей данному резонансу моды:

kV = V opt
ac /Vsen.

Для определения коэффициента усиления kV воспользуемся следующим
способом.

Сначала решается задача о собственных колебаниях конструкции, состоя-
щей из вязкоупругого тела, на поверхности которого располагаются два пье-
зоэлемента — сенсор и актуатор, и для каждой рассматриваемой моды колеба-
ний определяется собственный вектор, в котором есть и величина потенциала
на пьезоэлементе-сенсоре (Vo/c)sen, и величина потенциала на пьезоэлементе-
актуаторе (Vo/c)ac. Величины потенциалов на пьезоэлементах в момент резо-
нанса на каждой рассматриваемой моде вынужденных колебаний определя-
ются коэффициентом пропорциональности αdf [5].

При резонансе на пьезоэлементе-сенсоре генерируется потенциал Vsen, ве-
личина которого определяется формулой [5]

Vsen =
Q

2ωReωIm
(Vo/c)sen. (5)
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Величина же оптимального потенциала, который необходимо подать на ак-
туатор (Vo/c)ac, определяется формулой (3).

Таким образом, окончательно коэффициент усиления определяется сле-
дующим образом:

kV =
V opt
ac

Vsen
= − (U0)A

γu(ξ) · (Vo/c)sen
. (6)

Этот коэффициент не зависит от величины приложенной силы, возбуждаю-
щей вынужденные установившиеся колебания, и является характеристикой
системы. Однако для каждой моды колебаний коэффициент имеет свое зна-
чение.

3. Численная иллюстрация. Как было продемонстрировано в [1], диа-
пазон рабочих частот системы управления динамическим поведением кон-
струкций ограничен точностью модели, так как всегда есть некоторая деста-
билизация мод колебаний за пределами рассматриваемого диапазона. Умень-
шение возмущенных отклонений внутри диапазона рабочих частот управля-
емой системы всегда компенсируется возрастанием отклонений за предела-
ми этого диапазона. Одним из путей преодоления этой сложности является
использование совместно размещенных пьезоэлектрических датчиков и ак-
туаторов [1, 13, 14]. Такая конструкция позволяет спроектировать системы
управления с гарантированной стабильностью, несмотря на наличие динами-
ческих возмущений вне рассматриваемого диапазона частот. Поэтому в боль-
шом числе работ принято, что пьезоэлементы присоединяются по обеим сто-
ронам к поверхностям основной конструкции (здесь — пластинки) строго друг
под другом. В [15,16] подтверждено экспериментально, что такое расположе-
ние пьезоэлементов является оптимальным для реализации активного управ-
ления колебаниями конструкции. На основании этого в настоящей работе
принято, что пьезоэлементы, выполняющие роль сенсора и актуатора, раз-
мещены таким же образом.

В качестве объекта исследования рассматривается консольно защемлен-
ная прямоугольная пластина, отличающаяся от представленной на рис. 1 тем,
что к ее поверхности прикреплены два пьезоэлемента, расположенные так,
как показано на рис. 2. Геометрические размеры пьезоэлементов следующие:
длина lp = 50 мм, ширина bp = 20 мм и толщина hp = 0.3 мм. Верхняя
и нижняя поверхности пьезоэлементов электродированы. Центры масс пье-
зоэлементов смещены на 55 мм от заделки и расположены на продольной оси
симметрии пластины.

Рис. 2. Схема консольно защемленной пластинки с двумя пьезоэлементами — актуатором
и сенсором

[Figure 2. A scheme of the cantilever-clamped plate with two piezoelectric elements — an actuator
and a sensor]
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Материал пластины обладает вязкоупругими свойствами, которые опи-
сываются частотно-независимыми комплексными динамическими модулями
сдвига и объемного сжатия, действительные и мнимые компоненты которых
следующие: GRe = 6.71 · 108 Па, BRe = 3.33 · 1010 Па, GIm = 6.71 · 107 Па,
BIm = 3.33 · 109 Па. Удельная плотность материала ρel = 1190 кг/м3.

Пьезоэлементы выполнены из пьезокерамики ЦТС-19, поляризованной в
направлении оси z, со следующими физико-механическими характеристика-
ми: C11 = C22 = 10.9 · 1010 Па, C13 = C23 = 5.4 · 1010 Па, C12 = 6.1 · 1010 Па,
C33 = 9.3 · 1010 Па, C44 = C55 = C66 = 2.4 · 1010 Па, β31 = β23 = −4.9 Кл/м2,
β33 = −14.9 Кл/м2, β51 = β42 = −10.6 Кл/м2, e11 = e22 = 8.2 · 10−9 Ф/м,
e33 = 8.4 · 10−9 Ф/м, ρp = 7500 кг/м3, которые являются компонентами мат-
рицы [D2], представленой в работе [6].

Определим собственные частоты колебаний рассматриваемой системы.
Тип первых пяти мод колебаний и собственные частоты, на которых они
реализуются, приведены в табл. 1.

Вся конструкция совершает вынужденные установившиеся колебания под

действием силы ~F = {0, 0, Fz}, изменяющейся по гармоническому закону
и приложенной в центре торцевой части пластинки (точке B), как показа-
но на рис. 2. Принято, что Fz = −0.02 Н.

В режиме вынужденных установившихся колебаний наиболее энергоем-
кими и реализующимися при таком внешнем воздействии являются первые
две изгибные моды колебаний, которые и будем рассматривать в дальней-
шем. Комплексные собственные частоты при граничных условиях холостого
хода на пьезоэлементах, соответствующие этим модам, следующие:

ω
o/c
1 = 2.102 + i 0.200, ω

o/c
2 = 12.944 + i 1.220.

При выбранном расположении, одинаковых размерах и физико-механиче-
ских характеристиках пьезоэлементов в собственном векторе величина потен-
циала на поверхности второго пьезоэлемента (сенсора) Vsen равна величине
потенциала на поверхности первого пьезоэлемента (актуатора) Vac:

|Vac| = |Vsen|.

При действии на конструкцию только внешней гармонической силы, воз-
буждающей вынужденные установившиеся колебания, величины потенциа-
лов, возникающих на поверхностях пьезоэлементов, также равны между со-
бой.

Таблица 1

Собственные частоты колебаний пластинки с двумя пьезоэлементами
[Eigenfrequencies of the plate with two piezoelectric elements]

The number of the Type of
vibration mode, k

Eigenfrequency, ω
o/c
k vibration mode

1 2.102 + i 0.200 bending
2 12.944 + i 1.220 bending
3 28.312 + i 2.743 torsional
4 35.620 + i 3.326 bending
5 51.8198 + i 4.943 planar
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В соответствии с предлагаемым подходом находим собственные векторы
колебаний, т.е. формы колебаний соответствующих изгибных мод. Далее из
найденных векторов определяем значения смещений (U0)A в рассматривае-
мой точке A, значения смещений (U0)B в точке приложения силы (в точке B),
величины потенциалов на поверхности первого пьезоэлемента-актуатора Vac
как значения соответствующих узловых неизвестных в собственном векторе.
Затем по формулам (4)–(6) рассчитываем величины оптимального потенци-

ала на актуаторе V opt
ac и резонансного потенциала на сенсоре V opt

sen , а также
коэффициент усиления сигнала kV , получаемого с сенсора, для подачи его
на актуатор.

Для сравнения полученных результатов проводим аналогичные расчеты
в ANSYS.

На рис. 3 приведены полученные в первой серии расчетов амплитудно-
частотные характеристики (АЧХ) потенциала Vsen, регистрируемого на сен-
соре в области первого (a) и второго (b) резонансов, который подается в блок
управления, а также смещения |(Uz)A|F точки A пластинки, совершающей
вынужденные установившиеся колебания под действием приложенной воз-
мущающей силы Fz, в области первого (c) и второго (d) резонансов (синие
линии).

Вторая серия расчетов — поиск оптимальной величины потенциала, кото-
рый должен быть подан на пьезоэлемент-актуатор для того, чтобы величи-
на резонансного смещения точки A была минимальной. В этом случае для
поиска оптимального значения использовался метод сканирования. Данный
подход был реализован следующим образом. Сначала берется максимально
широкий диапазон изменения подаваемого на пьезоэлемент-актуатор потен-
циала с достаточно крупным шагом, и для каждого значения электрического
потенциала решается задача о вынужденных установившихся колебаниях. На
основе полученных результатов строится зависимость смещения (Uz)A точки
A от величины подаваемого потенциала на пьезоэлемент-актуатор Vac. Гра-
ницы области изменения кривизны графика данной зависимости и определя-
ют границы диапазона изменения потенциала для следующей серии расче-
тов с меньшим шагом. Так повторяется до тех пор, пока требуемое значение
потенциала не отыщется с требуемой точностью (в рамках данного исследо-
вания — с точностью до 10−2).

Следует отметить, что в этой серии расчетов необходимо учитывать знак
прикладываемого потенциала, так как заранее знак потенциала, оптималь-
ного для демпфирования выбранной моды колебаний, неизвестен [5].

На рис. 4 приведены графики таких зависимостей в окрестности опти-
мального значения потенциала. Нужно отметить, что графики приведены
только для случая Vac < 0, поскольку для Vac > 0 наблюдается только рост
смещения с ростом его величины, что согласовывается с результатами, при-
веденными в [17]. Минимальное значение смещения и определяет величину
оптимального значения потенциала, который необходим для демпфирования
выбранной моды колебаний.

В третьей серии расчетов задача о вынужденных установившихся колеба-
ниях решалась для случая силового внешнего воздействия с одновременной
подачей на актуатор управляющего потенциала V opt

ac , оптимального по ве-
личине, для демпфирования соответствующей моды колебаний. Полученные

554



Способ определения параметров электрического сигнала . . .

Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристики потенциала Vsens, регистрируемого на сен-
соре в области первого (a) и второго (b) резонансов, который подается в блок управления,
и смещения |(Uz)A|F точки A пластинки, совершающей вынужденные установившиеся ко-
лебания под действием приложенной возмущающей силы Fz, в области первого (c) и вто-
рого (d) резонансов (синие линии), и при подаче на актуатор управляющего потенциала,

оптимального по величине V opt
ac (красные линии)

[Figure 3. The amplitude-frequency characteristics of the potential Vsens recorded on the sensor
in the region of the first (a) and second (b) resonances, which is input to the control unit, and the
displacement |(Uz)A|F of point A of the plate, which undergoes forced steady-state vibrations
under the influence of the applied disturbing force Fz, in the regions of the first (c) and second (d)
resonances (blue lines), and when applying the optimal control potential V opt

ac (red lines) to
the actuator]

для такого случая АЧХ смещения (Uz)A точки A на рис. 3, c, d обозначены
красной линией.

В табл. 2 приведены результаты решения задач о собственных и о па-
раметрических колебаниях, данные, полученные с помощью предлагаемого
подхода, и серии расчетов задачи о вынужденных колебаниях в ANSYS. Если
принять величины параметров, определенные при помощи решения цикла за-
дач о вынужденных установившихся колебаниях в ANSYS, за истинные, то для
первых двух рассматриваемых изгибных мод колебаний погрешность опре-
деления смещения точки A по предложенным формулам не превышает 3.5 %,
а по величине оптимального потенциала и коэффициенту усиления — 5%.

Анализируя полученные результаты, приходим к выводу, что после пода-
чи управляющего сигнала на пьезоэлемент-актуатор по величине смещений
точки наблюдения на первых двух модах колебаний можно констатировать
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Рис. 4. Амплитудно-частотные характеристики смещения (Uz)A точки A в области пер-
вого (a) и второго (b) резонансов в зависимости от величины подаваемого на актуатор

управляющего потенциала Vac

[Figure 4. The amplitude-frequency characteristics of the displacement (Uz)A at point A in the
region of the first (a) and second (b) resonances as a function of the magnitude of the control

potential Vac applied to the actuator]

существенное снижение их амплитуды, то есть демпфирование (на первой
моде — в 6.7 раз, на второй — в 3.33 раза).

Заключение. В настоящей работе способ, позволяющий на основе ре-
шения задачи о собственных колебаниях электровязкоупругой конструкции
получить аналитические выражения для определения величины электриче-
ского потенциала, генерируемого на электродированной поверхности пьезо-
элемента при его деформировании на рассматриваемой моде, реализующейся
на частоте, приводящей при вынужденных установившихся колебаниях к воз-
никновению резонанса, предложенный в [5], распространен на случай исполь-
зования двух пьезоэлементов, выполняющих функции сенсора и актуатора,
расположенных друг напротив друга по разные стороны конструкции.

Получены аналитические выражения, позволяющие определить величину
управляющего сигнала для демпфирования заданной моды колебаний и ко-
эффициента усиления сигнала, регистрируемого на сенсоре и подаваемого на
актуатор.

Приемлемость предложенного подхода продемонстрирована совпадением
результатов, полученных с помощью предложенных формул и с использова-
нием ANSYS. Полученные результаты показали, что погрешность определения
смещения точки A по предложенным формулам не превышает 3.5%, а по ве-
личинам потенциала и коэффициенту усиления — 5 %.

Это позволяет с приемлемой точностью понять требования, которые долж-
ны быть предъявлены к элементам блока управления при реализации актив-
ной стратегии демпфирования колебаний smart-систем, формируемым присо-
единением к основной конструкции пьезоэлементов, выполняющих роль сен-
сора и актуатора.
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Таблица 2

Данные решения задачи о собственных колебаниях и результаты решения серии за-
дач о вынужденных установившихся колебаниях для пластинки с двумя пьезоэле-
ментами [The solutions to the problem of natural vibrations and the results of solving
a series of problems on forced steady-state vibrations for a plate with two piezoelectric

elements]

1st mode 2nd mode

Parametric vibrations

γu(ξ), m/V −3.532 · 10−6 −9.697 · 10−3

Natural vibration

(U0)A, m 7.896− i 0.0069 −7.813 + i 0.022
(U0)B , m 7.896 + i 0.0069 7.813− i 0.022
Vsen, V 2099.110 + i 45.475 15030.87 + i 192.696

Forced steady-state vibration |(Uz)A|F , m

Proposed method 3.756 · 10−2 9.799 · 10−4

ANSYS 3.760 · 10−2 1.013 · 10−3

Difference, % 0.106 3.267

Optimal potential V opt, V

Proposed method −1753.431 242.34
ANSYS −1723.250 231.00
Difference, % 1.75 4.91

|(Uz)A|V opt , m

ANSYS 5.52 · 10−3 3.01 · 10−4

Potential on the sensor under the action of force Vsen|F , V

Proposed method −9.987 1.885
ANSYS −10.092 1.884
Difference, % 1.04 0.05

Gain factors kV

Proposed method 175.566 128.560
ANSYS 170.754 122.611
Difference, % 2.82 4.85

Конкурирующие интересы. Конфликты интересов отсутствуют.

Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.

Финансирование. Работа выполнена в рамках государственного задания Минис-
терства науки и высшего образования Российской Федерации (тема №124020700047-3
«Комплексные исследования в задачах деформационного мониторинга, аэроупруго-
сти, интеллектуальных конструкций, термомеханики»).
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Abstract

As a rule, two piezoelectric elements are used in case of implementing
an active strategy for controlling the dynamic behavior of structures that
include elements made of piezoelectric materials. One of them acts as a
sensor and the other one acts as an actuator. In this case, the key problem is
in determining the magnitude of the control signal applied to the actuator,
and the hardware implementation of the established control law. Due to
the need of constructing of complex electrical circuits representing a control
unit, preliminary modeling of the mechanical response to a particular control
signal becomes attractive. In this paper, the earlier developed approach was
extended to the case of using two piezoelectric elements that perform the
functions of a sensor and an actuator, and are located accordingly on the
surface of the structure.

This approach allows us to obtain expressions for determining the mag-
nitude of the electric potential generated at the moment of resonance on the
electroded surface of a piezoelectric element when it is deformed at the vi-
bration mode under consideration in case of forced steady-state vibrations.
All the derivations are performed on the basis of solving the problem of
natural vibrations of an electro-viscoelastic structure.
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Analytical expressions are derived to determine the magnitude of the
control signal which is applied to the actuator and provides damping of
a given vibration mode. The control signal is generated by converting the
signal received from the sensor.

The applicability of the proposed approach is demonstrated at the exam-
ple of a cantilever plate made of viscoelastic material, the mechanical behav-
ior of which is described by complex dynamic moduli. Piezoelectric elements
acting as a sensor and an actuator are placed on both sides of the plate.
Numerical implementation of the proposed approach is carried out based on
the finite element method using the ANSYS application software package. A
good concordance of the results obtained by the derived formulas with the
results of the calculation in ANSYS is demonstrated. The proposed approach
makes it possible to significantly reduce time and resource costs in case of
mathematical modeling of active control of forced steady-state vibrations
of electro-viscoelastic bodies, to determine the conditions that the elements
of the control unit must satisfy when implementing an active strategy for
controlling the dynamic behavior of such smart systems.

Keywords: electroviscoelasticity, piezoelectric element, forced steady-state
vibrations, natural vibrations, vibration control, displacements, electric po-
tential, sensor, actuator.
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Уточненная модель
термовязкоупругопластического
динамического деформирования
армированных гибких пологих оболочек

А. П. Янковский

Институт теоретической и прикладной механики им. С. А. Христиановича СО РАН,
Россия, 630090, Новосибирск, ул. Институтская, 4/1.

Аннотация

Сформулирована задача термовязкоупругопластического деформи-
рования армированных пологих оболочек при динамическом нагруже-
нии. При этом использована уточненная теория их изгиба, простей-
шим вариантом которой является теория Амбарцумяна. Геометриче-
ская нелинейность учитывается в приближении Кармана. Неупругое
поведение материалов фаз композиции описывается уравнениями тео-
рии пластического течения; вязкоупругое их деформирование описы-
вается соотношениями модели Максвелла–Больцмана. Температура в
трансверсальном направлении аппроксимирована полиномами высоких
порядков. Численное интегрирование связанной нелинейной термоме-
ханической задачи осуществляется с использованием явной схемы ша-
гов по времени. Исследовано вязкоупругопластическое изгибное пове-
дение цилиндрической панели из стеклопластика с ортогональной 2D-
структурой армирования. Конструкция кратковременно нагружается в
поперечном направлении давлением высокой интенсивности. Проведен
сравнительный анализ расчетов, выполненных с учетом и без учета тем-
пературного отклика в пологой оболочке. Дополнительно исследованы
случаи предварительного нагрева панели со стороны одной из лицевых
поверхностей. Показано, что для расчета термовязкоупругопластическо-
го поведения стеклопластиковых искривленных панелей следует приме-
нять уточненную теорию изгиба, а не традиционно используемую тео-
рию Амбарцумяна, которая существенно искажает форму расчетного
остаточного прогиба и поля остаточных деформаций компонентов ком-
позиции. Продемонстрировано, что неучет температурного отклика в
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пологой армированной оболочке может привести не только к количе-
ственно, но и качественно неверному представлению о расчетной фор-
ме ее остаточного прогиба. Наличие предварительного нагрева стекло-
пластиковой панели приводит к заметному изменению ее остаточного
прогиба. При этом важную роль играет то обстоятельство, со стороны
какой именно лицевой поверхности осуществляется дополнительный на-
грев или охлаждение тонкостенной конструкции.

Ключевые слова: пологие оболочки, геометрическая нелинейность,
армирование волокнами, связанная термовязкоупругопластичность,
уточненная теория изгиба, неупругая динамика, остаточное состояние,
явный метод шагов по времени.

Получение: 19 января 2024 г. / Исправление: 12 сентября 2024 г. /
Принятие: 21 октября 2024 г. / Публикация онлайн: 29 октября 2024 г.

Введение. Изделия из композиционных материалов (КМ) часто подвер-
гаются интенсивному термосиловому нагружению [1–8], при котором матери-
алы фаз композиции могут деформироваться пластически [1–3,5–7,9,10]. Сле-
довательно, актуальна проблема математического моделирования неупругого
деформирования анизотропных и композитных тонкостенных элементов кон-
струкций, которая на данный момент времени находится в стадии становле-
ния [5–7,9–24]. Так, в работе [22] была разработана структурная модель неизо-
термического вязкоупругопластического деформирования многонаправленно
армированного материала и проведены соответствующие расчеты неупругой
динамики гибких КМ-пластин, по толщине которых температурное поле ап-
проксимировалось традиционно полиномом второго порядка. Однако в [23,24]
на примерах изгибного динамического поведения армированных пластин и
пологих оболочек было показано, что для более точного определения тепло-
вого отклика в таких тонкостенных гибких КМ-конструкциях температуру
в поперечном направлении нужно аппроксимировать полиномами 6–7-го по-
рядков.

Для моделирования волновых процессов в динамически деформируемых
тонкостенных элементах КМ-конструкций и учета их ослабленного сопротив-
ления поперечным сдвигам традиционно используют простейшие некласси-
ческие теории Тимошенко—Рейсснера [5,7,16,25–27], Амбарцумяна [22,24,28]
и Редди—Немировского [29,30], а также теории более высоких порядков [5,16,
23,31,32], как правило, базирующиеся на гипотезе ломаной линии [5,16,31,32].
В работе [23] было показано, что термоупругопластическую динамику арми-
рованных пологих оболочек следует описывать более точными соотношени-
ями изгиба, простейшим вариантом которых является теория Амбарцумяна.
Однако в [23] не учитывались вязкие свойства компонентов композиции при
их упругом деформировании, поэтому разработанная в [23] теория не позво-
ляет определять в рамках уточненной теории изгиба остаточные прогибы и
остаточные деформированные состояния фаз композиции после прекращения
осцилляций таких КМ-конструкций.

Нелинейные задачи динамики тонкостенных элементов, как правило, ин-
тегрируют численно с использованием явных [5, 22–24] или неявных [6, 33]
схем.
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На основании вышеизложенного в данной работе моделируется неизотер-
мическая вязкоупругопластическая динамика гибких, многонаправленно ар-
мированных пологих оболочек при использовании уточненной теории их из-
гиба [23] и аппроксимации температуры в поперечном направлении полино-
мами высоких порядков [23, 24]. Численное решение этой связанной нели-
нейной термомеханической задачи строится с применением явной пошаговой
схемы [5,22–24].

1. Постановка начально-краевой задачи и метод ее решения. Рас-
сматривается гибкая пологая оболочка толщиной 2h. Ортогональная система
координат xi введена так, что срединная поверхность конструкции — отсчет-
ная (|x3| 6 h); координатные линии x1, x2 — линии главной кривизны по-
верхности x3 = 0 (рис. 1, на котором искривленность оболочки в силу ее
малости не изображена). Панель усилена N семействами непрерывных воло-
кон с плотностями армирования ωk (1 6 k 6 N). По толщине конструкции
структура перекрестного армирования однородна и в общем случае может
быть пространственной [4].

С каждым k-м семейством арматуры связана локальная ортогональная

система координат x
(k)
i , в которой ось x

(k)
1 направлена вдоль траектории во-

локна, а ее ориентация в пространстве Ox1x2x3 задается углами сферической

системы координат θk, ϕk (рис. 2). Направляющие косинусы l
(k)
ij между осями

x
(k)
i и xj (i, j = 1, 3, 1 6 k 6 N) вычисляются по формулам [23]:

l
(k)
11 = sin θk cosϕk, l

(k)
12 = sin θk sinϕk, l

(k)
13 = cos θk,

l
(k)
21 = − sinϕk, l

(k)
22 = cosϕk, l

(k)
23 = 0,

l
(k)
31 = − cos θk cosϕk, l

(k)
32 = − cos θk sinϕk, l

(k)
33 = sin θk, 1 6 k 6 N.

(1)

Распределенными касательными напряжениями на лицевых поверхностях
КМ-конструкции традиционно пренебрегаем [5–7, 16, 22–32]. В случае про-

Рис. 1. Элемент пологой оболочки с
2D-структурой армирования [Figure 1.
Element of a shallow shell with a 2D

reinforcement structure]

Рис. 2. Взаимная ориентация глобаль-
ной и локальной (связанной с волок-
ном k-го семейства) систем координат
[Figure 2.The mutual orientation of the
global and local (associated with the k-th

family of fibers) coordinate systems]
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странственной структуры армирования предполагаем: если арматура некото-
рого k-го семейства наклонна (0 < θk < π/2; см. рис. 2 и равенства (1)), то обя-
зательно имеется другое m-е семейство наклонных волокон, изготовленных
из того же материала, параметры армирования которого таковы: θm = π−θk,
ϕm = ϕk и ωm = ωk (1 6 k,m 6 N , m 6= k). Структуры с таким простран-
ственным армированием часто реализуются на практике [4]. Плоско-пере-
крестные структуры армирования (см. рис. 1) автоматически удовлетворяют
этому требованию (в этом случае следует формально принять ωm = ωk ≡ 0).

При выполнении приведенных выше условий перемещения точек гибкой
искривленной панели Ui и осредненные деформации ее композиции εij в рам-
ках уточненной теории изгиба аппроксимируются так (геометрическая нели-
нейность моделируется в приближении Кармана) [23]:

Ui(t, r) = ui(t,x)− x3∂iw(t,x) +

+ 2
M∑

m=0

xm+1
3

h2

( h2

m+ 1
− x23
m+ 3

)
ε̄
(m)
i3 (t,x), i = 1, 2,

U3(t, r) = w(t,x), x = (x1, x2), r = (x1, x2, x3);

(2)

εij(t, r) =
1

2
(∂iuj + ∂jui)− x3∂i∂jw +

+

M∑

m=0

xm+1
3

h2

( h2

m+ 1
− x23
m+ 3

)
(∂iε̄

(m)
j3 + ∂j ε̄

(m)
i3 ) +

+
δijw

Ri
+

1

2
∂iw∂jw, i, j = 1, 2,

εi3(t, r) =
h2 − x23
h2

M∑

m=0

xm3 ε̄
(m)
i3 (t,x), i = 1, 2, x ∈ Ω, |x3| 6 h, t > t0,

(3)

где ui — тангенциальные перемещения точек срединной поверхности (x3 = 0)
в направлениях xi; w— прогиб; Ri — главные радиусы кривизны отсчетной
поверхности; t0 — начальный момент времени t; δij — символ Кронекера; ∂i —
частная производная по переменной xi; Ω— область, занимаемая конструк-
цией в плане; M — целое число, задающее количество слагаемых в степенных
разложениях по переменной x3. В случае M = 0 из равенств (2), (3) получа-
ем кинематические соотношения теорий изгиба Амбарцумяна [28] и Редди—
Немировского [29, 30]. В выражениях (2) и (3) определению подлежат неста-

ционарные двумерные функции w, ui и ε̄
(m)
i3 (i = 1, 2, 0 6 m 6M).

В настоящей работе изучается неупругая динамика искривленной КМ-
панели как гибкой тонкостенной механической системы, поэтому нормальное
напряжение σ33(t, r) с приемлемой для практических приложений точностью
по толщине оболочки можно аппроксимировать формулой [23,27]:

σ33(t, r) =
σ
(+)
33 (t,x)− σ

(−)
33 (t,x)

2h
x3 +

+
σ
(+)
33 (t,x) + σ

(−)
33 (t,x)

2
, x ∈ Ω, |x3| 6 h, t > t0, (4)

где σ
(±)
33 (t,x) ≡ σ33(t,x,±h)— известные из силовых граничных условий на-

пряжения на нижней (−) и верхней (+) лицевых поверхностях оболочки.
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Как уже отмечалось во введении, решение рассматриваемой задачи будем
строить, используя явную численную схему [22–24]. Согласно этому искомые
функции будем вычислять в дискретные моменты времени tn+1 = tn + Δ
(n = 0, 1, 2, . . . ), где Δ = const > 0— шаг по времени. Как и в [22], предпола-
гаем, что при t = tn−1, tn уже определены следующие функции:

m

σ
(k)
ij (r) ≡ σ

(k)
ij (tm, r),

n−1

σ̇
(k)
ij (r) ≡ σ̇

(k)
ij (tn−1, r),

m
Θ(x) ≡ Θ(tm,x),

n−1

Θ̇ (x) ≡ Θ̇(tn−1,x),
i, j = 1, 3, m = n− 1, n, 0 6 k 6 N, x ∈ Ω, |x3| 6 h,

(5)

где σ
(k)
ij — напряжения в k-м компоненте композиции (k = 0— связующее,

k > 1— арматура k-го семейства); Θ— температура КМ-конструкции; точка
сверху — частная производная по времени t. Тогда в текущий момент време-
ни tn определяющие соотношения для k-го материала композиции, связыва-

ющие скорости его деформаций ε̇
(k)
ij , скорости напряжений σ̇

(k)
ij и температу-

ру Θ, при учете обозначений, аналогичных (5), можно записать в следующей
матричной форме [22]:

n
σ̇k =

n
Bk

n
ε̇k +

n
pk, 0 6 k 6 N, (6)

где

σk = (σ
(k)
1 σ

(k)
2 σ

(k)
3 σ

(k)
4 σ

(k)
5 σ

(k)
6 )> ≡ (σ

(k)
11 σ

(k)
22 σ

(k)
33 σ

(k)
23 σ

(k)
31 σ

(k)
12 )>,

εk = (ε
(k)
1 ε

(k)
2 ε

(k)
3 ε

(k)
4 ε

(k)
5 ε

(k)
6 )> ≡ (ε

(k)
11 ε

(k)
22 ε

(k)
33 2ε

(k)
23 2ε

(k)
31 2ε

(k)
12 )

>;
(7)

n
Bk ≡

n

V̄
−1
k

( n

Z̄k −
n
¯̄Zk

)
,

n
pk ≡

n

V̄
−1
k

[ n
V k

n−1/2
σk +

2

Δ

( n
Θ−

n−1/2

Θ
) n
βk

]
,

n

V̄ k ≡ I − Δ
2

n
V k;

(8)

n−1/2
σk =

n−1
σk +

Δ

2

n−1
σ̇k ,

n−1/2

Θ ≡
n−1
Θ +

Δ

2

n−1

Θ̇ , 0 6 k 6 N ; (9)

I — единичная 6×6-матрица; V̄
−1
k — матрица, обратная V̄ k; Z̄k =

(
z̄
(k)
ij

)
, ¯̄Zk =

=
(
¯̄z
(k)
ij

)
и V k =

(
v
(k)
ij

)
— симметричные матрицы; βk =

(
β
(k)
i

)
(i, j = 1, 6) —

вектор-столбец, ненулевые элементы которых определяются так:

z̄
(k)
ij = 2δijGk + λ̄k, z̄

(k)
ll = Gk,

v
(k)
ij =

1

3

[Gk

ηk

(
1− γk

1 + gk

)
− Kk

µk

]
− δij

Gk

ηk

(
1− γk

1 + gk

)
,

v
(k)
ll = −Gk

ηk

(
1− γk

1 + gk

)
,

β
(k)
i =

γkτ
(k)
Θ s

(k)
i

τ
(k)
s (1 + gk)

− 3αkKk, β
(k)
l =

γ(k)τ
(k)
Θ s

(k)
l

τ
(k)
s (1 + gk)

, i, j = 1, 3, l = 4, 6;
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¯̄z
(k)
ij =

γkGks
(k)
i s

(k)
j

τ
(k)2
s (1 + gk)

, i, j = 1, 6;

Gk =
Ek

2(1 + νk)
, Kk =

Ek

3(1− 2νk)
, (10)

λ̄k =
νkEk

(1 + νk)(1− 2νk)
, gk =

Ḡk

Gk
,

γk =

{
0 при Tk < τ

(k)
s (χk,Θ) или Tk = τ

(k)
s (χk,Θ),Wk 6 0,

1 при Tk = τ
(k)
s (χk,Θ),Wk > 0,

Wk ≡ s>k ε̇k −
τ
(k)2
s (χk,Θ)

ηk
− τ

(k)
s (χk,Θ)τ

(k)
Θ (χk,Θ)

Gk
Θ̇, τ

(k)
Θ ≡ ∂τ

(k)
s

∂Θ
,

Ḡk ≡ ∂τ
(k)
s

∂χk
, T 2

k =
1

2

3∑

i=1

(s
(k)
i )2 +

6∑

i=4

(s
(k)
i )2, χk =

∫ t

t0

√√√√2

3∑

i,j=1

ṗ
(k)
ij ṗ

(k)
ij dt,

ṗ
(k)
ij =

s
(k)
ij Wk

τ
(k)2
s (1 + gk)

, s
(k)
ij = σ

(k)
ij − δij

3

3∑

m=1

σ(k)mm, i, j = 1, 3,

sk =
(
s
(k)
1 s

(k)
2 s

(k)
3 s

(k)
4 s

(k)
5 s

(k)
6

)> ≡
(
s
(k)
11 s

(k)
22 s

(k)
33 s

(k)
23 s

(k)
31 s

(k)
12

)>
;

Ek = Ek(Θ), νk = νk(Θ)— модуль Юнга и коэффициент Пуассона матери-
ала k-й фазы композиции; ηk = ηk(Θ), µk = µk(Θ)— коэффициенты линей-
ной сдвиговой и объемной вязкости (предполагается: вязкоупругое поведение
компонентов композиции описывается соотношениями модели Максвелла—
Больцмана; см. (2) в [22]); αk = αk(Θ)— коэффициент линейного температур-

ного расширения; τ
(k)
s (χk,Θ)— предел текучести при чистом сдвиге, который

при активном пластическом деформировании равен интенсивности касатель-
ных напряжений Tk и зависит от параметра упрочнения χk и температуры

Θ; ṗ
(k)
ij — скорости пластических деформаций; γk — параметр переключения,

задающий при γk = 0 термовязкоупругое деформирование, нейтральное на-
гружение или разгрузку, а при γk = 1— активное нагружение k-го материа-
ла композиции при его пластическом деформировании; индекс >— операция
транспонирования. В соотношениях (10) по повторяющемуся индексу l сум-

мирования нет; в выражении для Wk скорость температуры Θ̇ при t = tn
следует заменить ее конечно-разностным аналогом, полученным на основе
формулы трапеций [22]:

n

Θ̇ =
2

Δ

( n
Θ−

n−1/2

Θ
)
, n = 1, 2, 3, . . . (11)

Согласно формулам (9) и предположениям (5), в момент времени tn в

соотношениях (8) и (11) уже известны значения функций
n−1/2
σk и

n−1/2

Θ .

Как видно из выражений (10), элементы матриц ¯̄Zk, V k, V̄ k и вектора βk
(а в случае термочувствительности материалов композиции и матрицы Z̄k)
зависят от решения задачи, поэтому определяющие соотношения (6) при уче-
те (8) и (10) являются нелинейными. Линеаризуем равенства (6), применяя
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итерационный процесс, который аналогичен методу переменных параметров
упругости [34]. Используя линеаризованные соотношения (6) при учете (8)–
(11) и повторяя рассуждения из [22], в рассматриваемый момент времени tn
на текущей итерации получим линейное определяющее уравнение, записан-
ное в матричной форме и характеризующее неизотермическое вязкоупруго-
пластическое поведение КМ:

n
σ̇ =

n
B

n
ε̇+

n
p, n = 0, 1, 2, . . . , (12)

где

B ≡
(
ω0B0 +

N∑

k=1

ωkBkEk

)
H−1, p ≡ f −Bg, f ≡ ω0p0 +

N∑

k=1

ωk(pk +Bkrk),

H ≡ ω0I +

N∑

k=1

ωkEk, g ≡
N∑

k=1

ωkrk, ω0 ≡ 1−
N∑

k=1

ωk, rk ≡ D−1
k ςk, (13)

Ek ≡ D−1
k Ck, 1 6 k 6 N ;

σ̇, ε̇— шестикомпонентные векторы-столбцы скоростей усредненных напря-
жений σ̇ij и деформаций ε̇ij в композиции, по структуре аналогичные (7);

B, Ek и Ck — 6×6-матрицы; D−1
k и H−1 — матрицы, обратные 6×6-матрицам

Dk и H; p, f , g, rk и ςk — шестикомпонентные векторы-столбцы; ω0 — отно-
сительное объемное содержание связующего в репрезентативной ячейке КМ.

Элементы вектора ςk = (ς
(k)
i ) и матриц Ck = (c

(k)
ij ), Dk = (d

(k)
ij ) вычисляются

по формулам

c
(k)
1j = d

(k)
1j = q

(k)
1j , c

(k)
ij =

6∑

l=1

g
(k)
il b

(0)
lj , d

(k)
ij =

6∑

l=1

g
(k)
il b

(k)
lj ,

ς
(k)
1 = 0, ς

(k)
i =

6∑

l=1

g
(k)
il (p

(0)
l − p

(k)
l ), i = 2, 6, j = 1, 6, 1 6 k 6 N,

(14)

где

g
(k)
11 = q

(k)
11 = l

(k)
11 l

(k)
11 , g

(k)
12 = q

(k)
12 = l

(k)
12 l

(k)
12 , . . . ,

g
(k)
16 = 2q

(k)
16 = 2l

(k)
12 l

(k)
11 , . . . ,

2g
(k)
61 = q

(k)
61 = 2l

(k)
21 l

(k)
11 , . . . ,

g
(k)
66 = q

(k)
66 = l

(k)
11 l

(k)
22 + l

(k)
12 l

(k)
21 , 1 6 k 6 N ;

(15)

b
(k)
lj и p

(k)
l (l, j = 1, 6) — линеаризованные элементы матриц Bk и векторов

pk (0 6 k 6 N) в равенствах (6); направляющие косинусы l
(k)
ij (i, j = 1, 3)

определены в (1). Не выписанные в явном виде в (15) элементы 6×6-матриц

Gk = (g
(k)
ij ), Qk = (q

(k)
ij ) приведены в табл. (21.40), (21.44) в [26]. Эти матрицы

соответственно определяют преобразования векторов σ̇k и ε̇k (см. (6), (7)) при

переходе от глобальной системы xj к локальной x
(k)
i (см. рис. 2). Попутно при

выводе соотношений (12) и (13) получаются матричные зависимости

ε̇0 = H−1ε̇−H−1g, ε̇k = Ekε̇0 + rk, 1 6 k 6 N, (16)
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которые позволяют последовательно определить скорости деформаций свя-
зующего материала ε̇0 и армирующих волокон k-го семейства ε̇k через ско-
рости деформаций КМ ε̇. Используя же (6) и (16), можно через ε̇ выразить
и скорости напряжений в компонентах композиции σ̇k (0 6 k 6 N).

Согласно структуре вектор-столбцов σ̇ и ε̇, из третьего уравнения лине-
аризованной системы (12) можно определить скорость линейной поперечной
деформации:

ε̇33 = b−1
33 (σ̇33 − p3 − b31ε̇11 − b32ε̇22 − 2b34ε̇23 − 2b35ε̇31 − 2b36ε̇12). (17)

Здесь b3i (i = 1, 6) и p3 — элементы матрицы B и вектора p в определяющем
соотношении (12). Значение скорости σ̇33 в (17) определяется за счет диф-
ференцирования по времени аппроксимации (4), а скорости деформаций ε̇ij
в правой части (17) — путем дифференцирования по t кинематических соот-
ношений (3), т. е. в конечном итоге выражаются через искомые функции w,

ẇ, u̇i и ˙̄ε
(m)
i3 , i = 1, 2, 0 6 m 6 M . (В соотношениях (10), (13), (14), (16)

и (17) опущен верхний индекс n, означающий текущий дискретный момент
времени tn.)

Как и в [22–24], температуру в поперечном направлении оболочки аппрок-
симируем полиномом порядка L:

Θ(t, r)−Θ0 =
L∑

l=0

Θl(t,x)x
l
3, x ∈ Ω, |x3| 6 h, t > t0, (18)

где Θl (0 6 l 6 L) — неизвестные двумерные нестационарные функции; Θ0 =
= const— температура естественного состояния КМ-конструкции.

К указанным выше соотношениям необходимо присоединить приведен-
ные уравнения динамического равновесия пологой оболочки, соответствую-
щие уточненной теории изгиба, и уравнения теплового баланса, соответству-
ющие разложению (18). (Их конечно-разностные аналоги по времени выписа-
ны ниже.) А также нужно использовать начальные и краевые механические
и тепловые граничные условия, соответствующие этим двумерным нестаци-
онарным уравнениям [23].

Как уже ранее отмечалось (см. (5)), численное решение сформулирован-
ной нелинейной начально-краевой задачи будем строить, используя явную
схему по времени. Согласно этому предполагаем, что при t = tm кроме зна-
чений функций (5) уже определены или заданы значения следующих функ-
ций [22–24]:

m
w(x) ≡ w(tm,x),

m

u
(p)
l (x) ≡ u

(p)
l (tm,x),

m
σij(r) ≡ σij(tm, r),

m

σ
(±)
33 (x) ≡ σ

(±)
33 (tm,x),

n

U (r)(x) ≡ U (r)(tn,x),
n
qi(r) ≡ qi(tn, r),

m
Θs(x) ≡ Θs(tm,x),

n−1

Θ̇s (x) ≡ Θ̇s(tn−1,x),

n

q
(±)
∞ (x) ≡ q

(±)
∞ (tn,x),

m

ε
(k)
ij (r) ≡ ε

(k)
ij (tm, r),

m

e
(k)
ij (r) ≡ e

(k)
ij (tm, r),

m
χk(r) ≡ χk(tm, r),

l = 1, 2, i, j = 1, 3, m = n− 1, n, 0 6 p 6M + 1, 0 6 r 6 L− 2,

0 6 s 6 L, 0 6 k 6 N, x ∈ Ω, |x3| 6 h,

(19)
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где

u
(p)
l (t,x) ≡

∫ h

−h
Ul(t, r)x

p
3dx3, U (r)(t,x) ≡

∫ h

−h
U(t, r)xr3dx3,

σij(t, r) =

N∑

k=0

ωk(x)σ
(k)
ij (t, r), εij(t, r) =

N∑

k=0

ωk(x)ε
(k)
ij (t, r),

i, j = 1, 3, l = 1, 2, 0 6 p 6M + 1, 0 6 r 6 L− 2;

(20)

U — удельная внутренняя энергия КМ; e
(k)
ij — упругие деформации k-го мате-

риала композиции; qi — компоненты усредненного вектора теплового потока
в КМ, связанные с gradΘ законом Фурье для армированной среды [22, 24];

q
(±)
∞ — известные тепловые потоки через верхнюю (+) и нижнюю (−) лице-

вые поверхности конструкции. В выражениях (2), (3) неизвестные функции

ui, ε̄
(m)
i3 (i = 1, 2, 0 6 m 6 M) связаны с gradw и новыми кинематическими

переменными u
(p)
l (см. (20)) известными матричными соотношениями [23].

Из предположений (19) при учете (18) следуют два последних предположе-
ния (5).

Для интегрирования двумерных уравнений движения пологой КМ-обо-
лочки используем численную схему типа «крест», тогда их конечно-разност-
ные аналоги в рамках уточненной теории изгиба будут иметь вид [23]:

2hρ

Δ2

(n+1
w −2

n
w+

n−1
w

)
=

=
2∑

j=1

∂j

( n

M
(0)
j3 +

2∑

i=1

n

M
(0)
ji ∂i

n
w

)
−

2∑

i=1

R−1
i

n

M
(0)
ii +

n

σ
(+)
33 −

n

σ
(−)
33 ,

ρ

Δ2

(n+1

u
(l)
i −2

n

u
(l)
i +

n−1

u
(l)
i

)
=

2∑

j=1

∂j
( n

M
(l)
ij −

n

M
(l)
j3 ∂i

n
w
)
−

− hl
[ n

σ
(+)
33 −(−1)l

n

σ
(−)
33

]
∂i

n
w−l

n

M
(l−1)
i3 +l

n

M
(l−1)
33 ∂i

n
w+R−1

i

n

M
(l)
i3 ,

x ∈ Ω, i = 1, 2, 0 6 l 6M + 1, n = 1, 2, 3, . . . ,

(21)

где

ρ(x) ≡
N∑

k=0

ρkωk(x), M
(l)
ij (t,x) ≡

∫ h

−h
σij(t, r)x

l
3dx3, i, j = 1, 3,

lM
(l−1)
33 (t,x) ≡ l

∫ h

−h
σ33(t, r)x

l−1
3 dx3 =

=
hl

2

[(
σ
(+)
33 + σ

(−)
33

)
(1− (−1)l) +

+
l

l + 1

(
σ
(+)
33 − σ

(−)
33

)
(1 + (−1)l)

]
, 0 6 l 6M + 1;

(22)

ρk — объемная плотность материала k-го компонента композиции. По форму-
лам (21) при учете выражений (22) и предположений (19) можно определить

значения неизвестных функции
n+1
w и

n+1

u
(l)
i в следующий момент времени tn+1.
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Нестационарные двумерные уравнения теплопроводности пологой КМ-
оболочки также интегрируются по явной схеме с шагом вперед. Дискретные
по времени аналоги этих уравнений имеют вид [23,24]:

ρ

Δ

(n+1

U (m)−
n

U (m)
)
= −∂1

n

Q
(m)
1 −∂2

n

Q
(m)
2 −

n

Q̄
(m)
3 +

n

W (m),

x ∈ Ω, 0 6 m 6 L− 2, n = 0, 1, 2, . . . ;

(23)

−
L∑

l=0

(−1)lhl−1(lλ
(−)
33 + hα(−))Θl(t,x) = α(−)(Θ(−)

∞ −Θ0) + q(−)
∞ (t,x),

L∑

l=0

hl−1(lλ
(+)
33 + hα(+))Θl(t,x) = α(+)(Θ(+)

∞ −Θ0)− q(+)
∞ (t,x),

x ∈ Ω, t > t0;

(24)

C0

L∑

i=0

H(i+m)Θi +
C1

2

L∑

i=0

L∑

j=0

H(i+ j +m)ΘiΘj +

+
C2

3

L∑

i=0

L∑

j=0

L∑

l=0

H(i+ j + l +m)ΘiΘjΘl = U (m)(t,x),

x ∈ Ω, t > t0, 0 6 m 6 L− 2.

(25)

Здесь

H(s) ≡ hs+1

s+ 1
[1− (−1)s+1], Q

(m)
i (t,x) ≡

∫ h

−h
qi(t, r)x

m
3 dx3, i = 1, 3,

Q̄
(m)
3 (t,x) ≡

∫ h

−h
∂3q3(t, r)x

m
3 dx3 = hm[q

(+)
3 − (−1)mq

(−)
3 ]−mQ

(m−1)
3 (t,x),

W (m)(t,x) ≡
∫ h

−h
σij ε̇ijx

m
3 dx3, Cl(x) ≡

1

ρ

K∑

k=0

c
(k)
l ρkωk(x), l = 0, 1, 2,

λ
(±)
33 ≡ λ33

∣∣
Θ=Θ(t,x,±h)

, q
(±)
3 ≡ q3(t,x,±h) = q

(±)
∞ (t,x);

(26)

Θ
(±)
∞ — температура окружающей среды со стороны верхней (+) и нижней

(−) лицевой поверхности конструкции; α(±) — коэффициент теплоотдачи на
той же поверхности; λ33 — коэффициент теплопроводности КМ в направле-
нии x3, рассчитанный по формулам (51) из [22]. Предполагается, что в слу-
чае учета термочувствительности k-го компонента композиции его удельную
теплоемкость ck можно аппроксимировать следующей зависимостью от тем-
пературы [22–24]:

ck(Θ−Θ0) = c
(k)
0 + c

(k)
1 · (Θ−Θ0) + c

(k)
2 · (Θ−Θ0)2, 0 6 k 6 N, (27)

где c
(k)
l — известные характеристики материала. Коэффициенты разложения

(27) использованы для вычисления величин Cl (l = 0, 1, 2) в равенстве (25)
(см. выражения (26)).

Напомним, что равенства (23) — двумерные уравнения теплового балан-
са, соотношения (24) — граничные условия общего вида на лицевых поверх-

ностях КМ-панели, равенства (25) выражают двумерные функции U (m) (см.

571



Янк о в с к и й А. П.

(20)) через коэффициенты аппроксимации температуры (18) при учете раз-
ложения (27).

По формулам (23) при учете (26) и предположений (19) по явной схе-

ме можно рассчитать значения функций
n+1

U (m) в момент времени tn+1. После
этого при t = tn+1 из замкнутой системы нелинейных уравнений (24) и (25)

определяются коэффициенты
n+1
Θl (0 6 l 6 L) в полиномиальном представле-

нии температуры (18). На каждом шаге по времени сначала интегрируется
теплофизическая составляющая рассматриваемой задачи (см. (23)–(25) при

учете (26) и (27)), а затем при уже известной температуре
n+1
Θ — механическая

составляющая задачи (см. (21) при учете (3), (12)–(17) и (22)). В остальном
эта численная схема реализуется так же, как описано в [22–24].

2. Анализ результатов расчетов. Рассмотрим неизотермическое вяз-
коупругопластическое изгибное динамическое поведение пологой цилиндри-
ческой КМ-оболочки толщиной 2h = 2 см, которая в плане имеет прямо-
угольную удлиненную форму (Ω: |x1| 6 a, |x2| 6 b, a = 3b; 1/R1 ≡ 0,
R2 ≡ R = const; b = 50 см). Стрела подъема срединной поверхности f над
продольными кромками (x2 = ±b) равна 10 см. Радиус кривизны R при этом
выражается так [23]: R = (b2 + f2)/(2f). Конструкция жестко закреплена по

всем кромкам: u
(m)
i = 0, w = 0, x ∈ Γ и t > t0 (см. (20) и (21)), где Γ— контур,

ограничивающий область Ω. До момента времени t = t0 = 0 искривленная

панель покоится (u
(m)
i = 0, w = 0, x ∈ Ω, t 6 t0, i = 1, 2, 0 6 m 6M +1) либо

при температуре естественного состоянии Θ = Θ0 = 20 ◦C (x ∈ Ω, |x3| 6 h
и t 6 t0), либо предварительно нагрета со стационарным распределением
температуры (подробнее см. ниже).

При t = t0 = 0 пологая КМ-оболочка начинает испытывать механическое
нагружение со стороны верхней или нижней лицевой поверхности, которое
условно соответствует давлению в воздушной взрывной волне [33]:

p(t) =

{
pmaxt/tmax, 0 6 t 6 tmax,

pmax exp[−β(t− tmax)], t > tmax,

σ
(−)
33 (t) =

{
−p(t), pmax > 0,

0, pmax < 0,
σ
(+)
33 (t) =

{
0, pmax > 0,

p(t), pmax < 0.

(28)

Здесь
β = − ln(0.01)/(tmin − tmax) > 0, tmin � tmax; (29)

tmax — время, при котором |p(t)| достигает максимума |pmax|; tmin — время,
при превышении которого уже можно не учитывать |p(t)| по сравнению с |pmax|
(выражение (29) получено при условии p(tmin) = 0.01pmax). Согласно равен-
ствам (28), при pmax > 0 КМ-конструкция испытывает нагружение со сторо-
ны нижней лицевой поверхности, которая вогнута, а при pmax < 0— со сторо-
ны верхней поверхности. Исходя из экспериментальных данных [33] примем
tmax = 0.1 мс, tmin = 2 мс, |pmax| = 6 МПа.

Конструкция изготовлена из эпоксисвязующего [2] и усилена стеклово-
локнами [3]. Диаграмма мгновенного упругопластического активного дефор-
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мирования k-го компонента композиции при постоянной температуре Θ ап-
проксимируется билинейной зависимостью:

σ =

{
Ekε, |ε| 6 ε

(k)
s = σ

(k)
s /Ek,

sign(ε)σ
(k)
s + E

(k)
s (ε− sign(ε)ε

(k)
s ), |ε| > ε

(k)
s , 0 6 k 6 N,

где σ и ε— напряжение растяжения–сжатия и соответствующая деформа-

ция; E
(k)
s = E

(k)
s (Θ) и σ

(k)
s = σ

(k)
s (Θ)— модуль линейного упрочнения и пре-

дел текучести. Физико-механические характеристики материалов компози-
ций представлены в табл. 1, где λk — коэффициент теплопроводности k-го
компонента. (Объемная вязкость фаз композиции не учитывается: µk → ∞,
0 6 k 6 N ; см. (10).) В расчетах использовались линейные зависимости этих
характеристик от температуры Θ, аппроксимированные по данным, приве-
денным в табл. 1.

Таблица 1

Физико-механические характеристики компонентов композиции [2,3]
[Physical and mechanical characteristics of the composition components [2, 3]]

Material Epoxy Binder (k = 0) Glass Fibers (k = 1, 2)
Сharacteristics Θ = 20 ∘C Θ = 100 ∘C Θ = 20 ∘C Θ = 100 ∘C

ρk, kg/m3 1210.0 1208.0 2520.0 2519.6
Ek, GPa 2.8 2.6 86.8 86.5
νk 0.330 0.333 0.250 0.254
ηk, MPa · s 340 300 1250 1200

σ
(k)
s , MPa 20 15 4500 4400

E
(k)
s , GPa 1.114 0.763 6.230 6.079

λk, W/m ·K 0.243 0.236 0.89 0.86
αk · 106, K−1 68.1 73.2 2.5 2.6
ck, kJ/kg ·K 1.54 1.71 0.80 0.84

Панель армирована по ортогональным направлениям x1, x2 двумя (N = 2)
семействами стеклянных волокон (см. рис. 1) с плотностями армирования
ω1 = 0.1 и ω2 = 0.3 соответственно. В этом случае углы армирования (см.
рис. 2) имеют следующие значения: θ1 = θ2 = π/2, ϕ1 = 0, ϕ2 = π/2.

На кромках КМ-панели поддерживается температура Θ0. Через лицевые
поверхности теплообмен с окружающей средой осуществляется в условиях

естественной конвекции (q
(±)
∞ ≡ 0 и α(±) = 30 Вт/м · К [35]) при темпе-

ратуре воздуха Θ
(±)
∞ = Θ0 (см. (24)). Кроме того, дополнительно оболочка

может быть предварительно нагрета внешним стационарным тепловым по-

током через нижнюю (x3 = −h: q(−)
∞ = 3 кВт/м2, q

(+)
∞ ≡ 0) или верхнюю

(x3 = h: q
(+)
∞ = −3 кВт/м2, q

(−)
∞ ≡ 0) лицевую поверхность. В этих случа-

ях предполагается, что при t < t0 конструкция квазистатически деформи-
руется под действием только теплового нагружения и к моменту времени
t = t0 = 0 достигает стационарного состояния. Предварительное термомеха-
ническое состояние при этом можно определить, используя, например, метод
установления. Так как рассматриваемая конструкция является относительно
тонкой (h/b = 1/50) и ее искривленность мала, при таком предварительном
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нагреве к моменту времени t = t0 = 0 за пределами пограничных слоев, ко-
торыми здесь пренебрегаем, стационарная температура по толщине панели
изменяется практически по линейному закону. При этом наибольшее значе-
ние температуры Θ0

max ≈ 93 ◦C достигается на той лицевой поверхности, че-
рез которую подается тепловой поток, а наименьшее значение Θ0

min ≈ 47 ◦C —
в точках противоположной лицевой поверхности. Таким образом, при нали-
чии дополнительного теплового потока через лицевые поверхности пологой
КМ-оболочки предварительно наведенное температурное поле существенно
неоднородно по ее толщине.

Дискретизация задачи по координатам x1 и x2 проводилась с использо-
ванием равномерной сетки с шагами Δx1 = Δx2 = b/50 = 1 см, шаг же по
времени Δ = 1 мкс. При этом необходимые условия устойчивости использу-
емой численной схемы (условия Куранта) выполняются с запасом (см. (82)
в [22]).

На основании результатов работ [23,24] порядок полинома в аппроксима-
ции температуры (18) принят равным L = 7 (при L > 8 линеаризованная
система (24) и (25) плохо обусловлена, поэтому решение задачи расходится).
В настоящем исследовании изучается влияние применения уточненной тео-
рии изгиба (см. (2), (3) и (21) при M 6= 0 [23]) на результаты расчета остаточ-
ного термомеханического состояния гибкой пологой КМ-оболочки после окон-
чания ее осцилляций, вызванных приложением кратковременной, но интен-
сивной динамической нагрузки. Поэтому на рис. 3 представлены зависимости
от времени наибольших значений температуры Θm(t;M) = max

r

Θ(t, r;M)

(|x1| 6 a, |x2| 6 b и |x3| 6 h) в рассматриваемой конструкции при отсутствии

(рис. 3, a и 3, b: q
(±)
∞ ≡ 0) и наличии дополнительного теплового потока через

верхнюю лицевую поверхность (рис. 3, c: q
(+)
∞ = −3 кВт/м2, q

(−)
∞ ≡ 0). Кривые

1 и 2 получены соответственно при M = 7 (уточненная теория изгиба) и при
M = 0 (теория Амбарцумяна). Выбор значения M = 7 в соотношениях (2),
(3) и (21) в рамках использования уточненной теории изгиба обоснован в [23].
Зависимости Θm(t;M) на рис. 3, a соответствуют случаю, когда искривлен-
ная панель нагружается снизу (pmax = 6 МПа; см. (28), (29)) — со стороны
вогнутой лицевой поверхности, а на рис. 3, b и 3, c — случаям нагружения
сверху (pmax = −6 МПа). Из поведения кривых на рис. 3 видно, что осцилля-
ции максимальных значений температуры Θm к моменту времени t = 100 мс
существенно уменьшаются, а при t ≈ 200 мс их можно считать полностью за-
тухшими (см. рис. 3 в [22]). Кривые 1 и 2 на рис. 3 заметно различаются, осо-
бенно при нагружении КМ-панели давлением (28) сверху (см. рис. 3, b и 3, c),
т. е. использование уточненной теории изгиба (кривые 1) действительно при-
водит к уточнению температурного отклика в пологой армированной оболоч-
ке. Кривые на рис. 3, a в основном расположены ниже аналогичных кривых
на рис. 3, b. Следовательно, температурный отклик в рассматриваемой кон-
струкции является более интенсивным при ее механическом нагружении со
стороны выпуклой лицевой поверхности. В частности, при pmax = −6 МПа
дополнительный нагрев искривленной панели может превышать 12 ◦C (см.
кривые на рис. 3, b и 3, c при t ≈ 9.8 мс), а при pmax = 6 МПа не превышает
7 ◦C (см. кривые на рис. 3, a при t ≈ 12.4 мс).

Несмотря на то, что температурный отклик в исследуемой стеклопласти-
ковой оболочке при рассматриваемом ее динамическом нагружении невелик
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Рис. 3. Зависимость от времени наибольших значений температуры в пологой оболочке из

стеклопластика: a — случай q
(±)
∞ ≡ 0 и pmax > 0; b — случай q

(±)
∞ ≡ 0 и pmax < 0; c — случай

q
(+)
∞ = −3 кВт/м2, q

(−)
∞ ≡ 0 и pmax < 0

[Figure 3. Time dependence of the highest temperature values in a shallow fiberglass shell: a —

case q
(±)
∞ ≡ 0 and pmax > 0; b — case q

(±)
∞ ≡ 0 and pmax < 0; c — case q

(+)
∞ = −3 kW/m2,

q
(−)
∞ ≡ 0 and pmax < 0]

(дополнительный нагрев в отдельных точках не превосходит 7 ÷ 12 ◦C), он
все же может оказывать заметное влияние на остаточный прогиб такой КМ-
панели. Так, на рис. 4 представлены зависимости от переменной x2 прогиба w
в центральном сечении удлиненной конструкции (x1 = 0), рассчитанные при
отсутствии (рис. 4, a) и наличии дополнительного теплового потока через од-
ну из лицевых поверхностей: верхнюю (рис. 4, b) или нижнюю (рис. 4, c).
Кривые на рис. 4 получены при t = 500 мс, когда осцилляции пологой КМ-
оболочки практически прекратились.

Кривые с номерами 1 (со штрихами и без них) на рис. 4 соответствуют
случаям механического нагружения панели (28) со стороны вогнутой лице-
вой поверхности, а кривые с номерами 2 — со стороны выпуклой поверхности.
Кривые с номерами без штрихов рассчитаны по уточненной теории изгиба,
а кривые, номера которых помечены одним штрихом, — по теории Амбар-
цумяна. Кривые 1

′′ и 2
′′ на рис. 4, a рассчитаны при тех же условиях, что
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Рис. 4. Зависимости остаточных прогибов от координаты x2 в центральном сечении x1 = 0

стеклопластиковой панели: a — случай q
(±)
∞ ≡ 0; b — случай q

(+)
∞ = −3 кВт/м2 и q

(−)
∞ ≡ 0;

c — случай q
(−)
∞ = 3 кВт/м2, q

(+)
∞ ≡ 0

[Figure 4. Dependences of residual deflections on coordinate x2 in the central section x1 = 0

of a fiberglass panel: a — case q
(±)
∞ ≡ 0; b — q

(+)
∞ = −3 kW/m2 and q

(−)
∞ ≡ 0; c — case

q
(−)
∞ = 3 kW/m2 and q

(+)
∞ ≡ 0]
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и кривые 1 и 2, но без учета температурного отклика в армированной панели
(вязкоупругопластическое деформирование).

Кривые 1 и 2 на рис. 4 существенно отличаются от кривых 1
′ и 2

′ соответ-
ственно. Следовательно, использование простейшей традиционной некласси-
ческой теории изгиба Амбарцумяна (кривые 1

′ и 2
′) приводит к существен-

ному искажению расчетного остаточного прогиба рассматриваемой КМ-обо-
лочки по сравнению с расчетом по уточненной теории изгиба (кривые 1 и 2).
Сравнение кривых 2 и 2

′ на рис. 4 свидетельствует о том, что это искажение
носит не только количественный, но и качественный характер. Этот вывод
относится и к кривым 1, 1

′ на рис. 4, a. Кривые на рис. 4, b и 4, c существенно
отличаются от кривых с такими же номерами на рис. 4, a. А значит, дополни-
тельное тепловое воздействие немеханического происхождения значительно
влияет на величину остаточного прогиба рассматриваемой искривленной па-
нели. Кроме того, сравнение кривых 2 на рис. 4, b и 4, c показывает, что при
механическом нагружении пологой оболочки сверху на ее остаточный прогиб
заметное влияние оказывает и выбор лицевой поверхности, через которую к
КМ-конструкции подводится дополнительный тепловой поток. Так, макси-
мальные по модулю ординаты точек на кривой 2 рис. 4, b на 5.9 % больше
аналогичных величин на кривой 2 рис. 4, c. Сравнение же максимальных по
модулю ординат точек на кривых 1 на рис. 4, b и 4, c показывает, что они
различаются всего на 0.1 %. Следовательно, при нагружении искривленной
панели избыточным давлением снизу выбор лицевой поверхности, через кото-
рую подводится дополнительный тепловой поток, в рассматриваемой задаче
практически не оказывает влияния на форму и величину ее остаточного про-
гиба.

Сопоставление кривых 1 и 1
′′ на рис. 4, a демонстрирует, что неучет теп-

лового отклика в КМ-конструкции (кривая 1
′′) может привести к качественно

неверному представлению о форме остаточного прогиба пологой стеклопла-
стиковой оболочки. Так, кривая 1 на рис. 4, a в центральной точке (x2 = 0)
выпукла вверх, а кривая 1

′′ — вниз, хотя максимальные по модулю прогибы
при этом различаются незначительно (всего на 2.7 %). Сравнение же кривых
2 и 2

′′ на рис. 4, a показывает, что при механическом нагружении искривлен-
ной панели сверху неучет температурного отклика в ней (кривая 2

′′) приво-
дит к качественно верному представлению о форме ее остаточного прогиба,
однако дает значительную ошибку при оценке максимального прогиба. Так,
наибольшие по модулю значения ординат точек на кривых 2 и 2

′′ рис. 4, a
различаются уже на 7.2 %.

Использование теории изгиба Амбарцумяна может приводить не только
к существенному искажению расчетного остаточного прогиба пологой КМ-
оболочки, но и к значительному искажению представления о деформирован-
ном состоянии компонентов ее композиции. С целью демонстрации этого фак-
та были рассмотрены зависимости от времени максимальных значений интен-

сивности деформаций ε
(k)
∗ в k-х фазах композиции стеклопластиковой панели

(ε
(k)
m (t;M) = max

r

ε
(k)
∗ (t, r;M), |x1| 6 a, |x2| 6 b, |x3| 6 h, k = 0, 1, 2). В табл. 2

приведены некоторые характерные значения величин ε
(k)
m для эпоксисвязу-

ющего (k = 0) и волокон второго семейства (k = 2), которые в процессе ос-
цилляций КМ-конструкции испытывают наиболее интенсивное деформиро-
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Таблица 2

Характерные наибольшие значения интенсивности деформаций некоторых компо-
нентов композиции [Characteristic maximum values of the intensity of deformations of

some components of the composition]

nos. q
(−)
∞ , kW/m2 q

(+)
∞ , kW/m2 pmax, MPa M L ε

(0)
max, % ε

(0)
0.5, % ε

(2)
max, % ε

(2)
0.5, %

1 0 0 6 0 7 5.16 1.69 2.55 0.493
2 0 0 6 7 7 5.16 1.79 2.83 0.731
3 0 0 6 7 0 5.16 1.83 2.83 0.736

4 0 0 −6 0 7 6.48 2.18 3.53 0.644
5 0 0 −6 7 7 6.19 2.25 4.00 0.673
6 0 0 −6 7 0 6.17 2.34 3.96 0.654

7 3 — 6 0 7 5.31 1.87 2.58 0.596
8 3 — 6 7 7 5.08 1.77 2.84 0.731

9 3 — −6 0 7 6.54 2.23 3.39 0.779
10 3 — −6 7 7 6.24 2.27 3.89 0.711

11 — −3 6 0 7 5.32 1.87 2.58 0.549
12 — −3 6 7 7 5.22 1.86 2.80 0.699

13 — −3 −6 0 7 6.90 2.14 3.43 0.698
14 — −3 −6 7 7 6.38 2.33 3.84 0.674

вание. В табл. 2 приняты следующие обозначения: ε
(k)
max(M) = max

t>0
ε
(k)
m (t;M)

и ε
(k)
0.5(M) = ε

(k)
m (0.5;M), т. е. величины ε

(k)
0.5 можно трактовать как максималь-

ные значения интенсивности остаточных деформаций, так как они соответ-

ствуют значениям ε
(k)
m (k = 0, 2), полученным в момент времени t = 500 мс,

когда осцилляции искривленной панели практически полностью прекрати-
лись. Данные, представленные в табл. 2 при L = 0, соответствуют случаям,
когда температурный отклик в конструкции не учитывается (вязкоупруго-
пластический расчет).

Сравнение значений ε
(2)
max в расчетах с номерами 4 и 5 (см. табл. 2) по-

казывает, что использование теории Амбарцумяна в этом случае приводит
к занижению максимальной величины интенсивности деформаций второго
семейства волокон на 11.3 %, в расчетах 13 и 14 — на 12%, а в расчетах 9

и 10 — на 14.7%. В еще большей степени теория Амбарцумяна может приво-
дить к искажению расчетного остаточного деформированного состояния фаз

композиции. Так, значение ε
(2)
0.5 в расчете 1 на 48.3% меньше, чем в расчете 2.

Сравнение величин ε
(k)
max и ε

(k)
0.5 (k = 0, 2) в расчетах 2, 3 и 5, 6 демонстри-

рует, что неучет теплового отклика в пологой КМ-оболочке (см. расчеты 3

и 6) не оказывает существенного влияния на изменение этих величин, в отли-
чие от его влияния на величину и форму остаточного прогиба. Так, значения

ε
(0)
0.5 в расчетах 5 и 6 различаются всего на 4%, а остальные величины ε

(k)
max

и ε
(k)
0.5 в указанных расчетах различаются менее чем на 3%.

Заключение. Разработанная теория термовязкоупругопластического де-
формирования гибких пологих армированных оболочек позволяет с разной
степенью точности определять их температурный и механический отклик
при интенсивном кратковременном динамическом нагружении, в том чис-
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ле и остаточные состояния после полного затухания осцилляций таких кон-
струкций.

Полученные результаты показали, что, как и в [23], для расчета неизотер-
мического вязкоупругопластического динамического поведения искривлен-
ных стеклопластиковых панелей необходимо использовать уточненную тео-
рию их изгиба. Использование же простейшего варианта этой теории — тра-
диционной неклассической теории Амбарцумяна [22,24,28] — может привести
к существенному как количественному, так и качественному искажению рас-
четного остаточного прогиба и, в еще большей степени, расчетного остаточ-
ного деформированного состояния компонентов композиции по сравнению
с расчетами, выполненными по уточненной теории изгиба [23].

Продемонстрировано, что неучет температурного отклика в динамически
изгибаемых стеклопластиковых пологих оболочках после их неупругого де-
формирования может привести к заметному искажению представления об
остаточном прогибе такой КМ-конструкции, причем это искажение может
носить как количественный, так и качественный характер.

Дополнительное тепловое воздействие немеханического происхождения
также может оказывать значительное влияние на остаточное состояние стек-
лопластиковых искривленных панелей. При этом существенным является то,
к какой именно лицевой поверхности подводится дополнительный тепловой
поток.

Прямоугольные, удлиненные в плане цилиндрические панели из стекло-
пластика после затухания неупругих колебаний приобретают гофрированную
остаточную форму со складками, которые ориентированы в продольном на-
правлении. Форма остаточного прогиба существенно зависит от того, с какой
стороны (выпуклой или вогнутой лицевой поверхности) нагружается избы-
точным динамическим давлением пологая КМ-оболочка.
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Abstract

The problem of thermo-visco-elastic-plastic deformation of reinforced
shallow shells under dynamic loading is formulated. In this case, a refined
theory of their bending is used, the simplest version of which is the Ambart-
sumyan theory. Geometric nonlinearity is taken into account in the Kar-
man approximation. The inelastic behavior of the materials of the compo-
sition phases is described by the equations of the theory of plastic flow;
their viscoelastic deformation is described by the relations of the Maxwell–
Boltzmann model. Temperature in the transversal direction is approximated
by high-order polynomials. Numerical integration of the coupled nonlinear
thermomechanical problem is carried out using an explicit time-stepping
scheme. The visco-elastic-plastic flexural behavior of a cylindrical fiberglass
panel with an orthogonal 2D-reinforcement structure is studied. The struc-
ture is briefly loaded in the transverse direction with high-intensity pressure.
A comparative analysis of calculations performed with and without taking
into account the temperature response in a shallow shell is carried out. Ad-
ditionally, cases of preheating the panel from one of the front surfaces are
studied. It is shown that to calculate the thermo-visco-elastic-plastic be-
havior of fiberglass curved panels, a refined theory of bending should be
used, rather than the traditionally used Ambartsumyan theory, which sig-
nificantly distorts the shape of the calculated residual deflection and the
field of residual deformations of the components of the composition. It is
demonstrated that failure to take into account the temperature response in
a shallow reinforced shell can lead not only to a quantitative, but also a qual-
itatively incorrect idea of the calculated form of its residual deflection. The
presence of preheating of the fiberglass panel leads to a noticeable change
in its residual deflection. In this case, an important role is played by the

Mechanics of Solids
Research Article

© The Author(s), 2024
© Samara State Technical University, 2024 (Compilation, Design, and Layout)
cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution 4.0 In-

ternational License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)

Please cite this article in press as:
Ya n k o v s k i i A. P. Refined model of thermo-visco-elastic-plastic dynamic deformation of rein-
forced flexible shallow shells, Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara
State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2024, vol. 28, no. 3, pp. 562–585. EDN: LBASMU.
DOI: 10.14498/vsgtu2079 (In Russian).

Author’s Details:

Andrei P. Yankovskii https://orcid.org/0000-0002-2602-8357
Dr. Phys. & Math. Sci.; Leading Research Scientist; Lab. of Fast Processes Physics;
e-mail: yankovsky_ap@itam.nsc.ru

582



Refined model of of thermo-visco-elastic-plastic dynamic deformation. . .

fact from which particular front surface additional heating or cooling of the
thin-walled structure is carried out.
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Аннотация

Системные исследования деятельности региональной энергосистемы
с целью повышения эффективности управления энергетическим ком-
плексом с учетом вклада используемых ресурсов принципиально невоз-
можны без совершенствования математических моделей и методов их
идентификации на основе статистических данных.

В статье приводятся результаты анализа известного математическо-
го описания функционирования региональной энергосистемы, на осно-
ве которого отмечаются существенные недостатки, негативно влияю-
щие как на достоверность оценок основных показателей эффективности
энергетического комплекса, так и на точность прогноза, сделанного на
основе построенной модели.

В работе рассматриваются и систематизируются по трем основным
группам как различные трехфакторные регрессионные модели, так и
ковариационно-стационарные модели временных рядов на основе линей-
ной и нелинейной регрессии. Описаны алгоритмы численных методов
среднеквадратического оценивания параметров этих моделей на основе
результатов наблюдений.

Приведены результаты математического моделирования динамики
выпуска продукции энергосистемы на основе статистических данных,
публикуемых в ежегодной отчетности региональных министерств и энер-
гетических компаний. Проведен статистический анализ полученных ре-
зультатов. Сравнительный анализ разработанных математических мо-
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делей на основе оценки погрешности прогноза позволил выбрать из рас-
сматриваемой совокупности моделей наиболее эффективную математи-
ческую модель с минимальной ошибкой прогноза на период времени от
одного года до пяти лет.

Ключевые слова: региональная энергосистема, мультипликативно-сте-
пенная производственная функция, факторная эластичность, ковариа-
ционно-стационарные модели временных рядов, авторегрессионные мо-
дели, статистический анализ.

Получение: 10 марта 2024 г. / Исправление: 16 сентября 2024 г. /
Принятие: 27 сентября 2024 г. / Публикация онлайн: 5 ноября 2024 г.

Введение. В условиях изменения внешней среды возникает необходи-
мость изменения методов организации и управления энергетическими пред-
приятиями, что требует системных исследований производственно-экономи-
ческих взаимосвязей региональных энергосистем с промышленными пред-
приятиями, путей повышения эффективности используемых ресурсов.

В работах, посвященных системному анализу эффективности региональ-
ной энергетики, особое внимание уделяется построению и идентификации ма-
тематических моделей, как основы анализа эффективности функционирова-
ния энергетических производств и разработки систем поддержки принятия
решений, построенных с использованием необходимого модельного обеспече-
ния [1–8]. Для исследования энергопроизводств актуально направление, свя-
занное с совершенствованием математических моделей и методов их иденти-
фикации на основе статистических данных, что подтверждается, во-первых,
задачей выявления из большого числа действующих факторов тех, которые
существенно влияют на протекание производственных процессов. Во-вторых,
проблемой достоверной оценки основных показателей эффективности функ-
ционирования реальных производств, таких как средняя и предельная про-
изводительность ресурсов, эластичность выпуска используемого ресурса. В-
третьих, при решении задач оптимизации энергопроизводства планирование
деятельности энергосистем начинается с прогнозов потребления электриче-
ской и тепловой энергии, выявления основных тенденций развития процессов
энергопроизводств, оценки границ диапазонов возможных значений парамет-
ров производственного плана.

1. Анализ известного математического описания функциониро-
вания региональной энергосистемы. В известных подходах к математи-
ческому моделированию функционирования энергетических систем в каче-
стве исследовательского аппарата широкое распространение получили муль-
типликативно-степенные модели в виде производственных функций [9, 10].
В частности, в работах [1–3, 5, 7, 11], посвященных синтезу математических
моделей региональной энергосистемы как многомерных производственных
функций, используется нелинейная трехфакторная степенная зависимость
вида

Ys(t) = AKα(t)Lβ(t)Bγ(t), (1)

где Ys(t)— выпуск электрической и тепловой энергии; K(t), L(t) и B(t)—
капитальные, трудовые и топливные ресурсы соответственно.
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Оценка параметров этой зависимости, прогноз и вычисление доверитель-
ных интервалов для результатов расчета в этих работах проводились на ос-
нове среднеквадратического оценивания коэффициентов линейной регресси-
онной модели

ln yk = lnA+ α lnx1k + β lnx2k + γ lnx2k + ηk, ‖η̂‖2 =
31∑

k=0

η̂2k → min, (2)

аппроксимирующей нелинейную зависимость (1), где yk — статистические дан-
ные по выпуску энергии; x1k, x2k и x3k — статистические данные по динамике
капитальных, трудовых и топливных ресурсов соответственно за период на-
блюдений с 1990 по 2021 годы в Самарской области.

Применяемые в этих работах методы математического моделирования
имеют ряд существенных недостатков, негативно влияющих как на досто-
верность оценок основных показателей эффективности функционирования
региональной энергосистемы, так и на точность прогноза, сделанного на ос-
нове построенной модели. Во-первых, недостаточно обоснован выбор вида
и формы математической модели — линейной регрессионной трехфакторной
модели (2), построенной на основе аппроксимации мультипликативно-степен-
ной производственной функции (1). Для такой функциональной зависимости
факторные эластичности

EK =
K(t)

Ys(t)
· ∂Ys
∂K

= α, EL =
L(t)

Ys(t)
· ∂Ys
∂L

= β, EB =
B(t)

Ys(t)
· ∂Ys
∂B

= γ

являются параметрами модели, величинами априори постоянными, не изме-
няющимися на промежутке наблюдений, равном 31 году, что вызывает сомне-
ние и требует подтверждения на основе статистических методов обработки
результатов наблюдений [11].

Применение методов прикладного регрессионного анализа в задаче оцен-
ки параметров мультипликативно-степенной производственной функции (1)
основано на минимизации среднеквадратичного отклонения результатов вы-
числений по модели ŷk от результатов наблюдений yk в точках tk [11–14]:

31∑

k=0

(yk − ŷk)
2 = ‖y − ŷ‖2 = ‖e‖2 → min . (3)

Использование линейной аппроксимации на основе логарифмирования
трехфакторной степенной зависимости (1) в регрессии (2) и критерий средне-

квадратичного оценивания ‖η̂‖2 =
∑31

k=0 η̂
2
k → min вносят смещение в оценки

параметров α, β и γ, величина которого может оказаться недопустимо боль-
шой. В работах [1–8] эта проблема не исследуется.

Во-вторых, статистические данные, публикуемые в ежегодной отчетности
региональных министерств и энергетических компаний, на основе которых
строится математическая модель динамики выпуска продукции энергосисте-
мы, представляют собой временной ряд наблюдений yk, k = 0, 1, 2, . . ., 31,
за период времени с 1990 по 2021 годы. Следовательно, для описания иссле-
дуемой динамики целесообразно выбирать модель из класса ковариационно-
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стационарных моделей временных рядов в форме стохастических разностных
уравнений [16–20].

В-третьих, в работах [1–7] отсутствуют в необходимом объеме элементы
статистического анализа результатов построения математической модели (1),
а также выводы, сделанные на их основе. В частности, среднеквадратичное
оценивание на основе минимизации суммы квадратов остатков ‖y − ŷ‖2 =
= ‖e‖2 → min для регрессионной модели дает наилучшие оценки только при
выполнении условий теоремы Гаусса—Маркова [12, 14]. Если эти условия не
выполняются, например, имеет место сильная корреляция между элементами
вектора случайной помехи εk и εk±p, p 6= 0, то применение метода наимень-
ших квадратов (МНК) приводит к существенному занижению результатов
расчета дисперсий и ковариаций среднеквадратичных оценок коэффициен-
тов модели по сравнению с действительными значениями. Кроме того, оцен-
ки σ2ε по остаточной сумме квадратов оказываются смещенными [12]. При
этом создается ложное впечатление не только о точности оценок, но и о целе-
сообразности проведения статистического анализа результатов оценивания,
так как нет уверенности в корректности уровней значимости t- и F -крите-
риев. Поэтому анализ остатков, выявление в них корреляции, например, на
основе критерия Дарбина—Уотсона, является важнейшим элементом стати-
стического анализа при построении математических моделей [13,21]. Однако
в работах [1–6] результаты таких исследований не приведены, что является
серьезным недостатком.

Также можно отметить отсутствие в этих работах интервальных оценок
прогноза и параметров модели, определяющих точность расчетов основных
показателей эффективности функционирования энергосистемы. Отсутствие
проверки значимости параметров модели на основе статистического анализа
результатов расчета может привести к снижению эффективности среднеквад-
ратичных оценок, завышению доверительных интервалов, а также исключает
возможность упрощения модели, сделав ее более надежной и устойчивой.

В-четвертых, при использовании методов математического моделирова-
ния в опубликованных работах [1–6], посвященных системному анализу функ-
ционирования региональной энергосистемы, отсутствуют какие-либо иссле-
дования, связанные с проблемой мультиколлинеарности в регрессионном ана-
лизе [12, 14]. Игнорирование этой проблемы может привести к неустойчиво-
сти среднеквадратичных оценок, увеличению их дисперсий и, как следствие,
к резкому снижению точности результатов расчета параметров модели и точ-
ности предсказания по модели.

Таким образом, завершая анализ известного математического описания
функционирования региональной энергосистемы, можно сделать два основ-
ных вывода. Во-первых, принятая математическая модель в форме мульти-
пликативно-степенной трехфакторной регрессии не учитывает в полной мере
стохастического характера временного ряда статистических данных, публи-
куемых в ежегодной отчетности региональных министерств и энергетических
компаний.

Во-вторых, при математическом моделировании эффективности функци-
онирования энергосистемы отсутствует полнота статистического анализа ре-
зультатов расчета и полезных практических выводов на его основе.

589



Зо т е е в В. Е., С а г и т о в а Л. А., Г а в р и л о в а А. А.

2. Постановка задачи исследования и методы ее решения. Для
устранения этих серьезных недостатков в данной работе рассматривается
применение в задаче моделирования функционирования региональной энер-
госистемы ковариационно-стационарных моделей временных рядов. Прово-
дится их сравнительный анализ, в том числе с известной регрессионной моде-
лью на основе мультипликативно-степенной производственной функции (1),
а также с учетом этой регрессии строятся новые математические модели
в форме стохастических разностных уравнений с детерминированным трен-
дом.

При описании динамики выпуска продукции региональной энергосистемы
может быть использована ковариационно-стационарная модель временного
ряда в форме стохастического разностного уравнения в виде [20]

yk =

p∑

j=1

λjyk−j +

m+p+1∑

j=p+1

λjt
j−(p+1)
k + u(x1k, x2k, x3k, ā) + εk, (4)

где yk =
∑p

j=1 λjyk−j + εk — стохастическое разностное уравнение в форме

модели авторегрессии порядка p; Pm(tk) =
∑m+p+1

j=p+1 λjt
j−(p+1)
k — детермини-

рованный тренд в форме многочлена степени m относительно временной пе-
ременной tk; u(x1k, x2k, x3k, ā)— детерминированная трехфакторная функция
с вектором параметров ā = (λm+p+2, λm+p+3, . . . , λn)

>, εk — последователь-
ность независимых случайных величин с нулевым математическим ожида-
нием и одинаковыми дисперсиями σ2ε :

M [εk] = 0, cov[εk, εk±p] =

{
0, p 6= 0;

σ2ε , p = 0.

При нелинейной зависимости u(x1k, x2k, x3k, ā) на основе ее линеаризации

в окрестности точки ā(i) = (λ̂
(i)
m+p+2, λ̂

(i)
m+p+3, . . . , λ̂

(i)
n )>:

u(x1k, x2k, x3k, ā) ≈ u
(i)
k +

n∑

j=m+p+2

∂u
(i)
k

∂λj
(λj − λ̂

(i)
j ),

где u
(i)
k = (x1k, x2k, x3k, λ̂

(i)
m+p+2, λ̂

(i)
m+p+3, . . . , λ̂

(i)
n )>, ковариационно-стационар-

ную модель временного ряда (4) можно привести к линейному виду z
(i)
k =

= λ>f (i)k + εk или

z(i) = F (i)λ+ ε, (5)

где

z
(i)
k = yk − u

(i)
k +

n∑

j=m+p+2

∂u
(i)
k

∂λj
λ̂
(i)
j

— k-тый элемент вектора z(i);

f
(i)
k =

(
yk−1, yk−2, . . . , yk−p, 1, tk, t

2
k, . . . , t

m
k ,

∂u
(i)
k

∂λm+p+2
, . . . ,

∂u
(i)
k

∂λn

)
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— k-тая строка матрицы F (i);

λ = (λ1, λ2, . . . , λp, λp+1, . . . , λp+m+1, λp+m+2, . . . , λn)
>

— вектор искомых коэффициентов линейной регрессионной модели (5) при
k = p, p+ 1, . . . , N − 1, где N — объем выборки результатов наблюдений.

С учетом критерия среднеквадратичного оценивания (3) новое уточненное

значение вектора λ̂(i+1) оценок коэффициентов разностного уравнения (4)
находится по формуле

λ̂(i+1) = [F (i)>F (i)]−1F (i)>z(i), i = 0, 1, 2, . . . . (6)

Рассматриваемые в данной работе математические модели, описывающие
процессы энергопроизводства для задач системного анализа эффективно-
сти функционирования региональной энергосистемы, систематизированы по
трем группам.

К первой группе относятся наиболее простые трехфакторные регрессион-
ные модели, образованные на основе производственных функций: линейной
и мультипликативно-степенной:

– трехфакторная линейная регрессионная модель, построенная на основе
линейной производственной функции (модель 1):

yk = λ1x1k + λ2x2k + λ3x3k + εk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1; (7)

– трехфакторная нелинейная регрессионная модель, построенная на ос-
нове нелинейной мультипликативно-степенной производственной функ-
ции (модель 2):

yk = λ1x
λ2
1kx

λ3
2kx

λ4
3k + εk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1. (8)

Вторую группу образуют ковариационно-стационарные модели (4) в фор-
ме стохастических разностных уравнений временных рядов, включающие де-
терминированный полиномиальный тренд Pm(tk) и, в общем случае, нелиней-
ную функцию входных воздействий (факторов) u(x1k, x2k, x3k ):

– ковариационно-стационарная стохастическая модель в форме разност-
ного уравнения с полиномиальным трендом второго порядка (модель 3):

yk = λ1yk−1 + λ2yk−2 + λ3 + λ4tk + λ5t
2
k + εk, k = 2, 3, 4, . . . , N − 1; (9)

– ковариационно-стационарная стохастическая модель в форме разност-
ного уравнения с полиномиальным трендом нулевого порядка и линей-
ной функцией входных воздействий/факторов (модель 4):

yk = λ1yk−1+λ2+λ3x1k+λ4x2k+λ5x3k+εk, k = 1, 2, 3, . . . , N−1; (10)

– ковариационно-стационарная стохастическая модель в форме разност-
ного уравнения с нелинейным трендом в форме мультипликативно-сте-
пенной трехфакторной функции (модель 5):

yk = λ1yk−1 + λ2yk−2 + λ3x
λ4
1kx

λ5
2kx

λ6
3k + εk, k = 2, 3, 4, . . . , N − 1. (11)
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Третью группу образуют ковариационно-стационарные стохастические мо-
дели временных рядов, построенные на основе регрессионных моделей вида
yk = u(x1k, x2k, x3k)+ηk, в которых u(x1k, x2k, x3k)— производственная функ-
ция (линейная или мультипликативно-степенная) [10], а случайное возмуще-
ние ηk описывается авторегрессионной моделью временного ряда первого или
второго порядков соответственно:

ηk = λ1ηk−1 + εk, ηk = λ1ηk−1 + λ2ηk−2 + εk.

3. Разработка ковариационно-стационарных моделей временных
рядов на основе линейной и нелинейной регрессии. При описании слу-
чайного возмущения моделью авторегрессии первого порядка имеем систему
уравнений

{
yk = u(x1k, x2k, x3k) + ηk, k = 1, 2, 3, . . . , N − 1;

ηk = λ1ηk−1 + εk, |λ1| < 1, k = 1, 2, 3, . . . , N − 1.
(12)

Второе уравнение в (12) можно доопределить для η0. Найдем диспер-
сию σ2η. С учетом стационарности процесса и очевидных условий M [ηk] = 0
и M [ηk−1εk] = 0 имеем

σ2η = σ2[ηk] =M
[(
ηk −M [ηk]

)2]
=M [η2k] =M

[
(λ1ηk−1 + εk)

2
]
=

= λ21M [η2k−1] + 2λ1M [ηk−1εk] +M [ε2k] = λ21σ
2
η + σ2ε .

Отсюда σ2η = σ2ε/(1− λ21). Величину η0 будем искать из равенства µη0 = ε0
с учетом формулы σ2[µη0] = µ2σ2[η0] = σ2[ε0]. Отсюда µ2 = σ2ε/σ

2
η = 1 − λ21,√

1− λ21η0 = ε0.
Тогда из соотношений

{√
1− λ21η0 = ε0;

y0 − u(x10, x20, x30) = η0, k = 0,





ηk − λ1ηk−1 = εk;

ηk = yk − u(x1k, x2k, x3k);

ηk−1 = yk−1 − u(x1,k−1, x2,k−1, x3,k−1),

k = 1, 2, 3, . . . , N − 1,

получаем систему уравнений, описывающую временной ряд наблюдений:





y0 = y0 −
√

1− λ21[y0 − u(x10, x20, x30)] + ε0;

yk = u(x1k, x2k, x3k) +

+ λ1[yk−1 − u(x1,k−1, x2,k−1, x3,k−1)] + εk, k = 1, 2, 3, . . . , N − 1.

(13)

Аналогично можно сформировать систему уравнений при описании слу-
чайного возмущения моделью авторегрессии второго порядка:

{
yk = u(x1k, x2k, x3k) + ηk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1;

ηk = λ1ηk−1 + λ2ηk−2 + εk, |λ2| < 1, k = 2, 3, 4, . . . , N − 1.
(14)
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Найдем дисперсию σ2η и ковариацию cov[ηk, ηk−1]. С учетом стационарно-
сти процесса и очевидных условий M [ηk] = 0, M [ηk−1εk] = 0 и M [ηk−2εk] = 0
имеем

cov[ηk−1, ηk−2] =M [ηk−1ηk−2] =M [(λ1ηk−2 + λ2ηk−3 + εk−1)ηk−2] =

= λ1σ
2
η + λ2M [ηk−2ηk−3] +M [ηk−2εk−1] = λ1σ

2
η + λ2 cov[ηk−2, ηk−3].

Отсюда cov[ηk−1, ηk−2] = λ1σ
2
η/(1− λ2). Тогда

σ2η =M [η2k] =M [(λ1ηk−1 + λ2ηk−2 + εk)
2] =

= λ21σ
2
η + λ22σ

2
η + σ2ε + 2λ1λ2M [ηk−1ηk−2] +

+ 2λ1M [ηk−1εk] + 2λ2M [ηk−2εk] = λ21σ
2
η + λ22σ

2
η + σ2ε +

2λ21λ2

1− λ2
σ2η.

Отсюда после простых алгебраических преобразований получаем

σ2η =
(1− λ2)σ

2
ε

(1 + λ2)[(1− λ2)2 − λ21]
.

Доопределим систему уравнений (14) для η0 и η1, которые будем искать
из соотношений {

µ11η0 = ε0;

µ21η0 + µ22η1 = ε1.
(15)

Из первого уравнения системы (15) получаем σ2[µ11η0] = µ211σ
2[η0] = σ2[ε0].

Отсюда µ211 = σ2ε/σ
2
η = (1 + λ2)[(1− λ2)

2 − λ21]/(1− λ2), следовательно,

µ11 =
√
(1 + λ2)[(1− λ2)2 − λ21]/(1− λ2). (16)

Элементы µ21 и µ22 найдем из системы равенств

{
σ2[µ21η0 + µ22η1] = σ2[ε1];

cov[ε0, ε1] = 0.

Из первого равенства получаем µ221σ
2
η+2µ21µ22 cov[η0, η1]+µ

2
22σ

2
η = σ2ε . Из вто-

рого — cov[ε0, ε1] = cov[µ11η0, µ21η0 + µ22η1] = µ11µ21σ
2
η + µ11µ22cov[η0, η1] = 0.

Отсюда имеем

µ21 = − cov[η0, η1]

σ2η
µ22 = − λ1

1− λ2
µ22,

λ21
(1− λ2)2

µ222σ
2
η −

2λ1

1− λ2
µ222

λ1

1− λ2
σ2η + µ222σ

2
η = σ2ε ,

[
1− λ21

(1− λ2)2

]
µ222 =

σ2ε
σ2η

=
(1 + λ2)[(1− λ2)

2 − λ21]

1− λ2
,
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µ22 =
√

1− λ22, µ21 = − λ1

1− λ2
µ22 = −λ1

√
1 + λ2√
1− λ2

. (17)

Тогда из соотношений




µ11η0 = ε0; y0 − u(x10, x20, x30) = η0, k = 0;

µ21η0 + µ22η1 = ε1; y1 − u(x11, x21, x31) = η1, k = 1;

ηk − λ1ηk−1 − λ2ηk−2 = εk; ηk = yk − u(x1k, x2k, x3k);

ηk−1 = yk−1 − u(x1,k−1, x2,k−1, x3,k−1);

ηk−2 = yk−2 − u(x1,k−2, x2,k−2, x3,k−2), k = 2, 3, . . . , N − 1,

получаем систему уравнений, описывающую временной ряд наблюдений:




y0 = y0 − µ11[y0 − u(x10, x20, x30)] + ε0;

y1 = y1 − µ21[y0 − u(x10, x20, x30)]− µ22[y1 − u(x11, x21, x31)] + ε1;

yk = u(x1k, x2k, x3k) + λ1[yk−1 − u(x1,k−1, x2,k−1, x3,k−1)] +

+ λ2[yk−2 − u(x1,k−2, x2,k−2, x3,k−2)] + εk, k = 2, 3, . . . , N − 1,

(18)

в которой зависимости µ11(λ1, λ2), µ21(λ1, λ2) и µ22(λ2) определяются форму-
лами (16) и (17).

При линейной u(x1, x2, x3) = αx1+βx2+γx3 и мультипликативно-степен-

ной u(x1, x2, x3) = Axα1x
β
2x

γ
3 производственных функциях системы уравнений

(13) и (18) принимают следующий вид (модели 7–9):




y0 = y0 −
√

1− λ21(y0 − λ2x10 − λ3x20 − λ4x30) + ε0;

yk = λ2x1k + λ3x2k + λ4x3k +

+ λ1(yk−1 − λ2x1,k−1 − λ3x2,k−1 − λ4x3,k−1) + εk,

k = 1, 2, 3, . . . , N − 1,

(19)





y0 = y0 −
√

1− λ21(y0 − λ2x
λ3
10x

λ4
20x

λ5
30) + ε0;

yk = λ2x
λ3
1kx

λ4
2kx

λ5
3k + λ1(yk−1 − λ2x

λ3
1,k−1x

λ4
2,k−1x

λ5
3,k−1) + εk,

k = 1, 2, 3, . . . , N − 1,

(20)





y0 = y0 − µ11(y0 − λ3x10 − λ4x20 − λ5x30) + ε0;

y1 = y1 − µ21(y0 − λ3x10 − λ4x20 − λ5x30)−
− µ22(y1 − λ3x11 − λ4x21 − λ5x31) + ε1;

yk = λ3x1k + λ4x2k + λ5x3k +

+ λ1(yk−1 − λ3x1,k−1 − λ4x2,k−1 − λ5x3,k−1) +

+ λ2(yk−2 − λ3x1,k−2 − λ4x2,k−2 − λ5x3,k−2) + εk,

k = 2, 3, 4, . . . , N − 1,

(21)





y0 = y0 − µ11(y0 − λ3x
λ4
10x

λ5
20x

λ6
30) + ε0;

y1 = y1 − µ21(y0 − λ3x
λ4
10x

λ5
20x

λ6
30)−

− µ22(y1 − λ3x
λ4
11x

λ5
21x

λ6
31) + ε1;

yk = λ3x
λ4
1kx

λ5
2kx

λ6
3k + λ1(yk−1 − λ3x

λ4
1,k−1x

λ5
2,k−1x

λ6
3,k−1) +

+ λ2(yk−2 − λ3x
λ4
1,k−2x

λ5
2,k−2x

λ6
3,k−2) + εk,

k = 2, 3, 4, . . . , N − 1,

(22)
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где зависимости µ11(λ1, λ2), µ21(λ1, λ2) и µ22(λ2) также определяются форму-
лами (16) и (17).

Ковариационно-стационарные модели временных рядов в форме разност-
ных уравнений (19)–(22) образуют третью группу математических моделей,
описывающих процессы энергопроизводства при системном анализе эффек-
тивности функционирования региональной энергосистемы.

Модели (7), (9) и (10) — линейные, а модели (8), (11), (19)–(22) — нели-
нейные относительно параметров, подлежащих оценке на основе результатов
наблюдений в форме статистических данных, публикуемых в ежегодной от-
четности региональных министерств и энергетических компаний. Отметим
также, что во всех представленных выше моделях (7)–(11), (19)–(22) предпо-
лагается, что случайные возмущения εk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, в результатах
наблюдений имеют нулевое математическое ожидание и не коррелируют друг
с другом:

M [εk] = 0, M [εkεk±s] =

{
σ2ε , s = 0;

0, s 6= 0.

Поэтому в качестве критерия среднеквадратичного оценивания параметров
моделей используется минимизация суммы квадратов остатков (3). Проверка
обоснованности выбора такого критерия строится на основе анализа остатков,
выявления в них корреляции и статистики Дарбина—Уотсона [13,21].

Применение методов регрессионного анализа позволяет находить, а для
нелинейных моделей уточнять оценки коэффициентов математической моде-
ли по формуле (6). При этом элементы вектора z и элементы fk,j вектора-
строки fk матрицы F описываются следующими соотношениями.

1. Для трехфакторной линейной регрессионной модели (7), построенной
на основе линейной производственной функции:

{
zk = yk−1;

fk = (x1,k−1, x2,k−1, x3,k−1), k = 1, 2, 3, . . . , N.

2. Для трехфакторной линейной регрессионной модели (8), построенной
на основе мультипликативно-степенной производственной функции:





u
(i)
k = λ

(i)
1 x

λ
(i)
2

1k x
λ
(i)
3

2k x
λ
(i)
4

3k , k = 0, 1, 2, . . . , N − 1;

z
(i)
k = yk−1 + u

(i)
k−1(λ

(i)
2 lnx1,k−1 + λ

(i)
3 lnx2,k−1 + λ

(i)
4 lnx3,k−1);

f
(i)
k = u

(i)
k−1((λ

(i)
1 )−1, lnx1,k−1, lnx2,k−1, lnx3,k−1), k = 1, 2, 3, . . . , N.

3. Для линейной ковариационно-стационарной модели (9) в форме раз-
ностного уравнения с полиномиальным трендом второго порядка:

{
zk = yk+1;

fk = (yk, yk−1, 1, tk+1, t
2
k+1), k = 1, 2, 3, . . . , N − 2.

4. Для ковариационно-стационарной модели (10) в форме разностного урав-
нения с полиномиальным трендом нулевого порядка и линейной функ-
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цией входных воздействий (факторов):
{
zk = yk;

fk = (yk−1, 1, x1k, x2k, x3k), k = 1, 2, 3, . . . , N − 1.

5. Для ковариационно-стационарной модели (11) в форме разностного урав-
нения с нелинейным трендом в форме мультипликативно-степенной трех-
факторной функции:




u
(i)
k = λ

(i)
3 x

λ
(i)
4

1k x
λ
(i)
5

2k x
λ
(i)
6

3k , k = 2, 3, 4, . . . , N − 1;

z
(i)
k = yk+1 + u

(i)
k+1(λ

(i)
4 lnx1,k+1 + λ

(i)
5 lnx2,k+1 + λ

(i)
6 lnx3,k+1);

f
(i)
k = (yk, yk−1, u

(i)
k+1/λ

(i)
3 , u

(i)
k+1 lnx1,k+1, u

(i)
k+1 lnx2,k+1, u

(i)
k+1 lnx3,k+1),

k = 1, 2, 3, . . . , N − 2.

6. Для ковариационно-стационарной модели (19), построенной на основе
линейной регрессионной модели со случайным возмущением, описыва-
емым авторегрессией первого порядка:





u
(i)
k = λ

(i)
2 x1k + λ

(i)
3 x2k + λ

(i)
4 x3k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 2;

z
(i)
k = yk − λ

(i)
1 u

(i)
k−1;

f
(i)
k = (yk−1 − u

(i)
k−1, x1k − λ

(i)
1 x1,k−1, x2k − λ

(i)
1 x2,k−1, x3k − λ

(i)
1 x3,k−1),

k = 1, 2, 3, . . . , N − 1.

7. Для ковариационно-стационарной модели (20), построенной на основе
нелинейной регрессионной модели со случайным возмущением, описы-
ваемым авторегрессией первого порядка:





u
(i)
k = λ

(i)
2 x

λ
(i)
3

1k x
λ
(i)
4

2k x
λ
(i)
5

3k , k = 0, 1, 2, . . . , N − 1;

z
(i)
k = yk + u

(i)
k (λ

(i)
3 lnx1k + λ

(i)
4 lnx2k + λ

(i)
5 lnx3k)−

− λ
(i)
1 u

(i)
k−1(1 + λ

(i)
3 lnx1,k−1 + λ

(i)
4 lnx2,k−1 + λ

(i)
5 lnx3,k−1);

f
(i)
k =

(
yk−1 − u

(i)
k−1, (u

(i)
k − λ

(i)
1 u

(i)
k−1)/λ

(i)
2 ,

u
(i)
k lnx1k − λ

(i)
1 u

(i)
k−1 lnx1,k−1, u

(i)
k lnx2k − λ

(i)
1 u

(i)
k−1 lnx2,k−1,

u
(i)
k lnx3k − λ

(i)
1 u

(i)
k−1 lnx3,k−1

)
,

k = 1, 2, 3, . . . , N − 1.

8. Для ковариационно-стационарной модели (21), построенной на основе
линейной регрессионной модели со случайным возмущением, описыва-
емым авторегрессией второго порядка:




u
(i)
k = λ

(i)
3 x1k + λ

(i)
4 x2k + λ

(i)
5 x3k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 2;

z
(i)
k = yk+1 − λ

(i)
1 u

(i)
k − λ

(i)
2 u

(i)
k−1;

f
(i)
k =

(
yk − u

(i)
k , yk−1 − u

(i)
k−1, x1,k+1 − λ

(i)
1 x1,k − λ

(i)
2 x1,k−1,

x2,k+1 − λ
(i)
1 x2,k − λ

(i)
2 x2,k−1, x3,k+1 − λ

(i)
1 x3,k − λ

(i)
2 x3,k−1

)
,

k = 1, 2, 3, . . . , N − 2.
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9. Для ковариационно-стационарной модели (22), построенной на основе
нелинейной регрессионной модели со случайным возмущением, описы-
ваемым авторегрессией второго порядка:




u
(i)
k = λ

(i)
3 x

λ
(i)
4

1k x
λ
(i)
5

2k x
λ
(i)
6
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,

k = 1, 2, 3, . . . , N − 2.

4. Результаты математического моделирования динамики выпус-
ка продукции энергосистемы на основе результатов наблюдений. На
основе статистических данных, публикуемых в ежегодной отчетности регио-
нальных министерств и энергетических компаний за период времени с 1990
по 2021 годы, с учетом представленных выше соотношений по алгоритму,
описанному формулой (6), построены девять математических моделей ди-
намики выпуска продукции энергосистемы. Результаты расчета параметров
математических моделей представлены в табл. 1.

В последних четырех столбцах табл. 1 приведены следующие значения:
Qres = ‖y − ŷ‖2 — сумма квадратов отклонений результатов расчета ŷk по
модели от результатов наблюдений; s = (‖y − ŷ‖/‖y‖) · 100%— оценка от-
носительного отклонения модели от эксперимента; cond— число обусловлен-
ности матрицы нормальной системы уравнений F (i)>F (i), характеризующее
устойчивость вычисления среднеквадратичных оценок параметров модели;
DW = 2(1 − r)— статистика Дарбина—Уотсона, на основе которой можно
сделать вывод о наличии автокорреляции первого порядка в случайном воз-
мущении εk, где r— выборочный коэффициент корреляции.

Статистический анализ полученных результатов, приведенных в табл. 1,
позволяет сделать следующие выводы.

Во-первых, построенные модели 4–9 (см. формулы (10), (11), (19)–(22))
с достаточно высокой степенью адекватности аппроксимируют результаты
наблюдений. Причем графики функций, описывающих динамику выпуска
продукции энергопроизводств, построенные на основе моделей 4 и 5 (сплош-
ная линия на рис. 1) и моделей 6–9 (штриховая линия на рис. 1), практически
совпадают. Точки на рис. 1 отображают статистические данные выпуска про-
дукции энергопроизводств в относительных единицах.

Во-вторых, с учетом плохой обусловленности матрицы нормальной систе-
мы уравнений F (i)>F (i) при вычислении среднеквадратичных оценок пара-
метров математической модели (9) в форме разностного уравнения с полино-
миальным трендом второго порядка можно сделать вывод о наличии муль-
тиколлинеарности, отрицательные последствия которой проявляются в ви-
де неустойчивости как оценок, так и самой процедуры оценивания, а также
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Таблица 1

Результаты расчета параметров математических моделей
[Results of the calculation of mathematical model parameters]

Model Model coefficients
nos. Eq. λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

Qres s, % cond DW

1 (7) −0.038 −0.048 1.103 0.022 4.2 214 0.8

2 (8) 1.008 −0.167 −0.058 1.035 0.017 3.7 71 1.0

3 (9) 0.921 −0.199 108.2 −0.1064 2.6 · 10−5 0.032 5.5 1.5 · 107 2.2

4 (10) 0.276 0.070 −0.047 −0.053 0.750 0.011 3.2 4535 1.6

5 (11) 0.314 −0.038 0.730 −0.158 −0.099 1.071 0.011 3.3 2469 1.6

6 (19) 0.785 −0.009 0.009 0.953 0.013 3.4 170 1.9

7 (20) 0.684 0.965 −0.128 0.016 0.945 0.012 3.3 77 1.9

8 (21) 0.885 −0.123 0.0099 0.017 0.894 0.013 3.5 769 2.1

9 (22) 0.818 −0.108 0.900 −0.063 0.037 0.853 0.012 3.4 203 2.1
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Рис. 1. Графики функций, описывающих динамику выпуска продукции энерго-
производств: точки — статистические данные выпуска продукции; сплошная ли-
ния — данные на основе моделей 4 и 5 (формулы (10) и (11)); штриховая линия —

данные на основе моделей 6–9 (формулы (19)–(22))

[Figure. 1. Plots of functions describing the dynamics of production output in energy
industries: points — statistical data on production output; solid line — data based
on models 4 and 5 (Eqs. (10) and (11)); dashed line — data based on models 6–9

(Eqs. (19)–(22))]

в резком увеличении дисперсии оценок параметров и уменьшении точности
предсказания по модели [12, 14]. Вследствие этого данная модель не может
быть рекомендована к практическому применению при описании динамики
выпуска продукции региональной энергосистемы и достоверного прогноза на
ее основе.

В-третьих, из анализа остатков e = yk − ŷk, k = 0, 1, 2, . . . , 31, и оценки
DW следует, что практически во всех моделях временного ряда наблюдений
(из первой и второй групп по описанной выше систематизации) имеет место
автокорреляция между элементами случайной величины εk. В связи с этим
среднеквадратичное оценивание параметров модели на основе классического
метода наименьших квадратов (МНК): ‖e‖2 = ‖y − ŷ‖2 → min приводит не
только к неэффективности этих оценок, но и к существенному занижению
оценок дисперсий результатов расчета, в силу чего оценки дисперсии σ2ε ока-
зываются смещенными и создается неверное впечатление о точности прогноза
по модели [12,14].

В-четвертых, статистический анализ построенных моделей (19)–(22) из
третьей группы показал нецелесообразность использования при описании вре-
менного ряда случайных возмущений в результатах наблюдений модели ав-
торегрессии второго порядка ηk = λ1ηk−1 + λ2ηk−2 + εk, а вполне достаточно
ограничиться авторегрессией первого порядка ηk = λ1ηk−1 + εk. То есть от-
дается предпочтение моделям (19) и (20).

Окончательный выбор математической модели, наиболее эффективно ап-
проксимирующей результаты наблюдений в форме статистических данных,
публикуемых в ежегодной отчетности региональных министерств и энерге-
тических компаний, может быть сделан на основе анализа погрешности про-
гноза по соответствующей модели на один или несколько лет вперед.
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5. Сравнительный анализ разработанных математических моде-
лей на основе оценки погрешности прогноза. Сравнительный анализ
исследуемых моделей был выполнен на основе данных, собранных за 20 лет
(N = 20). Прогнозы были рассчитаны на сроки p = 1, 2, 3, 4 и 5 лет, начиная
с 2010 года и до 2022−p года. Усредненные результаты погрешностей прогно-
зирования представлены в табл. 2. Анализ ошибок прогнозов при использо-
вании моделей 1–9 позволяет сделать выбор в пользу модели 7, описываемой
формулой (20).

Результаты сравнения точности прогноза на основе известной [1–3] муль-
типликативно-степенной модели (модель 2, формула (8)) и модели временно-
го ряда в форме разностного уравнения (модель 7, формула (20)) представ-
лены на рис. 2. Видно, что погрешность прогноза δ, сделанного на основе
модели 7, существенно меньше (в среднем на 27%) погрешности прогноза,
сделанного на основе модели 2. Также видно, что из-за некорректности при-
менения классического метода наименьших квадратов при оценке парамет-
ров модели 2 вследствие смещения оценки дисперсии случайного возмущения
в результатах наблюдения величина оценки относительной предельной по-
грешности прогноза Δ (доверительный интервал) оказывается завышенной.

При выборе формы трехфакторной функциональной зависимости (1), опи-
сывающей динамику выпуска продукции региональной энергосистемы, пред-
полагалось, что факторные эластичности для наблюдаемого процесса есть
величины постоянные, равные параметрам модели α, β и γ. Однако это пред-
положение ни в одной из работ [1–8] не было обосновано.

Для устранения этого недостатка и обоснования независимости от време-
ни факторных эластичностей построенной модели

yk = λ2x
λ3
1kx

λ4
2kx

λ5
3k + λ1(yk−1 − λ2x

λ3
1,k−1x

λ4
2,k−1x

λ5
3,k−1) + εk

рассмотрим аппроксимацию зависимостей α(t), β(t) и γ(t) многочленами ну-
левой степени α0, β0 и γ0 и проверим гипотезу об адекватности таких моделей
результатам расчетов, представленных во втором, четвертом и шестом столб-
цах табл. 3 соответственно.

Обозначим в общем виде факторную эластичность через p ∈ {α, β, γ}
и рассмотрим регрессионную модель в виде многочлена нулевой степени

pk = c0 + ηk, k = 1, np, (23)

Таблица 2

Погрешности прогноза выпуска продукции энергопроизводств, сделанного на основе
исследуемых математических моделей (в процентах) [Forecast errors in the production

output of energy industries based on the studied mathematical models (in percent)]

Number of years
for which the

Model numbers

forecast has
been made

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 7.6 4.9 6.8 4.4 4.5 4.9 3.7 5.8 5.4
2 9.1 7.3 9.8 7.2 7.0 7.4 5.5 7.9 7.9
3 10.3 9.6 11.6 10.1 9.1 9.5 7.2 10.6 9.8
4 9.9 11.0 15.5 12.7 11.4 11.1 9.2 11.3 11.0
5 9.0 12.1 15.2 15.1 13.4 12.1 11.2 12.1 12.5
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Рис. 2. Относительная ошибка прогноза δ (%) и относительная предельная ошибка про-
гноза Δ (%) объемов производства в отраслях энергетики, рассчитанных по моделям 2 и 7

[Figure. 2. Relative forecast error δ (%) and relative limit forecast error Δ (%) of production
output in energy industries calculated by models 2 and 7]

Таблица 3

Результаты расчетов коэффициентов эластичности и оценки точности этих расчетов
[Results of the calculations of elasticity coefficients and evaluation of the accuracy of these

calculations]

Observation
period

α s[α] β s[β] γ s[γ]

1991–2011 0.093 0.198 0.061 0.110 0.881 0.258
1992–2012 0.159 0.181 0.105 0.110 0.658 0.298
1993–2013 0.155 0.181 0.102 0.110 0.681 0.258
1994–2014 0.210 0.176 0.142 0.113 0.562 0.238
1995–2015 0.188 0.136 0.118 0.095 0.548 0.225
1996–2016 0.226 0.109 0.106 0.073 0.457 0.207
1997–2017 0.103 0.136 0.107 0.075 0.499 0.189
1998–2018 −0.072 0.085 0.110 0.085 0.650 0.166
1999–2019 −0.116 0.059 0.122 0.065 0.700 0.143
2000–2020 −0.109 0.066 0.121 0.060 0.688 0.124
2001–2021 −0.167 0.064 0.195 0.077 0.673 0.120

где np = 11— число точек, по которым строится данная модель, то есть по
которым находится оценка ĉ0 аппроксимации временной зависимости фак-
торной эластичности p многочленом нулевой степени.

В третьем, пятом и последнем столбцах табл. 3 приведены оценки s[pk] =
= s[ηk] среднеквадратичного отклонения результатов расчета pk, k = 1, np.
Так как очевидно, что эти результаты не являются равноточными, при оценке
единственного параметра c0 модели (23) можно воспользоваться взвешенным
методом наименьших квадратов [12–15]. В качестве весов ωk примем величи-
ны ωk = s2k = (s[pk])

2.
С учетом соотношения ηk =

√
ωk · εk, где εk — случайная величина, удо-

влетворяющая условиям теоремы Гаусса—Маркова [14], регрессию (23) пре-
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образуем к виду
pk
sk

=
1

sk
c0 + εk, k = 1, np. (24)

Заметим, что при этом из соотношения s2[ηk] = ωks
2
ε = s2k, где s2[ηk] и s2ε —

оценки дисперсии случайных величин ηk и εk, следует, что s2ε = s2[ηk]/s
2
k = 1,

то есть при выбранных весах ωk = s2k происходит нормирование оценки дис-
персии случайного возмущения в регрессии (24).

Отсюда на основе минимизации ‖ε‖2 → min получаем оценку

ĉ0 =

np∑

k=1

pks
−2
k

/ np∑

k=1

s−2
k . (25)

Оценку s2res дисперсии σ2ε для модели (24) можно найти по формуле

s2res =
1

np − 1

np∑

k=1

s−2
k (pk − ĉ0)

2. (26)

Во втором, третьем и четвертом столбцах табл. 4 приведены результаты
расчетов оценок ĉ0,

∑np

k=1 s
−2
k и s2res по описанным выше формулам (25) и (26)

для факторных эластичностей α, β и γ соответственно.

Таблица 4

Анализ зависимости факторных эластичностей от времени [Analysis of the
dependence of factor elasticities on time]

Factor
elasticities, p

ĉ0 ∈ {α̂0, β̂0, γ̂0}
np∑

k=1

s−2
k s2res s[c0] t

α −0.046 1215.0 2.15 0.029 1.61
β 0.120 1623.0 0.14 0.025 4.85
γ 0.645 349.6 0.29 0.053 12.06

Проверку гипотезы об адекватности модели (24), то есть о корректности
аппроксимации результатов расчета pk, k = 1, np, описывающих временную
зависимость факторной эластичности, константой ĉ0, можно выполнить на
основе распределения Фишера F = s2res/s

2
ε [12]. При нормированной оценке

дисперсии s2ε = 1 имеем F = s2res (четвертый столбец табл. 4). Сравнивая эти
значения с Fcr = F (0.05, 10, 18) = 2.48, имеем F < Fcr для каждого параметра
α, β и γ. Отсюда можно сделать вывод о правомерности выбора математиче-
ской модели, описывающей динамику выпуска продукции региональной энер-
госистемы, в форме нелинейной трехфакторной степенной зависимости (1),
факторные эластичности которой не меняются за период времени с 1990 по
2021 год.

Среднеквадратичное отклонение оценок ĉ0, вычисленных по формуле (25)
с учетом известных s2

[
pk
]
= s2k, можно найти на основе соотношений

s2[ĉ0] =

∑np

k=1(s
−2
k )2s2[pk](∑np

k=1 s
−2
k

)2 =

∑np

k=1 s
−2
k(∑np

k=1 s
−2
k

)2 =
1∑np

k=1 s
−2
k

.
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Отсюда имеем, что

s[ĉ0] =

( np∑

k=1

s−2
k

)−1/2

. (27)

Среднеквадратичные оценки s[α̂0], s[β̂0] и s[γ̂0], найденные по формуле
(27), представлены в пятом столбце табл. 4. На их основе можно выдвинуть
гипотезу о значимости параметра ĉ0 [12]. Для проверки этой гипотезы вы-
числяется статистика t = |ĉ0|/s[ĉ0], значения которой для различных фак-
торных эластичностей приведены в последнем столбце табл. 4. Сравнивая
эти значения с критическим значением из таблицы распределения Стьюден-
та tcr = t(0.05, 10) = 2.23, можно сделать вывод о незначимости параметра
α в нелинейной трехфакторной степенной зависимости (1). Это может слу-
жить поводом для упрощения модели (1), исключив из нее фактор K(t), опи-
сывающий капитальные ресурсы. Однако из-за корреляции оценок парамет-
ров проверка значимости может оказаться не слишком точной, а упрощение
модели — ненадежным. Как следствие, оценки прогноза получаются смещен-
ными, и лучше оставить в модели незначимые параметры, чем отбросить
значимые [12].

Таким образом, с учетом результатов проведенных численно-аналитиче-
ских исследований и сравнительного анализа различных моделей функциони-
рования региональной энергосистемы к практическому применению при ре-
шении задач оптимизации и планирования деятельности региональных энер-
гопроизводств на основе системного анализа эффективности региональной
энергетики можно рекомендовать ковариационно-стационарную модель вре-
менного ряда в форме разностного уравнения с мультипликативно-степенным
трендом

yk = λ2x
λ3
1kx

λ4
2kx

λ5
3k + λ1(yk−1 − λ2x

λ3
1,k−1x

λ4
2,k−1x

λ5
3,k−1) + εk, k = 1, 2, 3, . . . , N − 1.

Применение такой модели позволяет обеспечить высокую точность оценок
ее параметров: факторных эластичностей, а также достоверность прогнозов
выпуска продукции энергопроизводств на достаточно длительный промежу-
ток времени.

Заключение. Проведен анализ математического описания функциони-
рования региональной энергосистемы и численных методов параметрической
идентификации трехфакторной мультипликативно-степенной модели в виде
производственной функции.

С учетом выявленных недостатков предложены и систематизированы ко-
вариационно-стационарные модели в форме разностных уравнений с детер-
минированными трендами в виде линейных и нелинейных трехфакторных
зависимостей, учитывающие стохастический характер временного ряда ре-
зультатов наблюдений.

На основе статистического анализа результатов параметрической иденти-
фикации, в том числе анализа остатков, сделаны выводы об устойчивости
используемых алгоритмов численных методов, а также о целесообразности
применения моделей временных рядов при описании случайного возмущения
в регрессионных моделях.
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По результатам сравнительного анализа на основе оценок погрешности
прогноза из рассматриваемой совокупности моделей выбрана наиболее эф-
фективная математическая модель с минимальной ошибкой прогноза выпус-
ка продукции энергосистемы на период времени от одного года до пяти лет.
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Abstract

Systematic research into the operations of the regional power system
aimed at improving the efficiency of energy complex management, taking
into account the contribution of utilized resources, is fundamentally impos-
sible without the enhancement of mathematical models and methods for
their identification based on statistical data.

This article presents the results of an analysis of a well-known mathemat-
ical description of the functioning of the regional power system, highlighting
significant shortcomings that negatively impact both the reliability of assess-
ments of key performance indicators of the energy complex and the accuracy
of forecasts made based on the constructed model.

The study examines and systematizes various three-factor regression
models and covariance-stationary time series models based on linear and
nonlinear regression into three main groups. Algorithms for numerical meth-
ods of least squares estimation of the parameters of these models based on
observational results are described.

Results of mathematical modeling of the dynamics of energy system out-
put based on statistical data published in the annual reports of regional
ministries and energy companies are provided. A statistical analysis of the
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obtained results is conducted. A comparative analysis of the developed math-
ematical models based on forecast error assessment allowed for the selection
of the most effective mathematical model with minimal forecasting error
from the considered set of models over a time period ranging from one to
five years.
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function, factor elasticity, covariance-stationary time series models, autore-
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