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Исходя из определения (19), найдем m′  для 
канала с четырехпараметрическим распределе-
нием амплитуд
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полезного сигнала представлена на рис. 2.

Как видно из рис. 2, степень расхождения кри-
вых, построенных по формулам (12) и (20), ко-
леблется в значительных пределах. Совпадение 
кривых наблюдается в случаях рэлеевского и усе-
ченно-нормального каналов (кривые 1 , 1′  и 3 , 3′ 
соответственно). При неравных дисперсиях орто-
гональных компонент расхождение значительно 
усиливается. В силу того, что двухпараметри-
ческое m-распределении не в состоянии воспро-
извести всю тонкую структуру четырехпарамет-
рического распределения, результат (12) следует 
рассматривать как обобщение результата (20).

Выводы
В статье решена задача определения веро-

ятности нарушения связи в условиях спра-
ведливости четырехпараметрического рас-
пределения амплитуд сигналов мобильной 
радиосвязи. Данная модель является общей 

моделью радиоканала, позволяющая иссле-
довать практически любые виды замираний 
сигнала, встречающихся в реальных усло-
виях. Поэтому результаты статьи обобщают 
результаты, ранее полученные в [4, 5]. Сле-
дует отметить также, что при использовании 
четырехпараметрического распределения 
появляется возможность учитывать фазовые 
замирания. Это обстоятельство оказывается 
весьма полезным, если при расчете вероят-
ности нарушения связи использовать харак-
теристики алгоритма обработки принимае-
мого сигнала, в том числе и оптимального, 
использующего интерференцию полезного 
сигнала.
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Рассмотрена систолическая модель, реализу-
ющая ортогональные преобразования сигналов в 
расширенных полях Галуа )(

ν

pGF  на основе по-
линомиальной системы классов вычетов. Доказана 
возможность использования модулярных кодов для 
повышения отказоустойчивости. 

Введение
Известно, что эффективность первичной обра-

ботки сигналов в современных инфокоммуника-
ционных системах во многом предопределяется 

используемой математической моделью цифро-
вой обработки сигналов (ЦОС). Реализации ор-
тогональных преобразований в алгебраических 
модульных системах позволит не только повы-
сить скорость и точность обработки сигналов, но 
и обеспечить отказоустойчивость вычислитель-
ного устройства ЦОС.

Постановка задачи исследования
Развитие телекоммуникационных технологий, 

появление новых систем передачи и обработки 
данных ставят перед проектировщиками (разра-
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ботчиками) и операторами сетей новые задачи по 
предоставлению новых услуг пользователям. С 
появлением средств мультимедиа и сетей с высо-
кой пропускной способностью, обеспечивающих 
передачу мультимедийных данных в реальном 
масштабе времени, в современных информацион-
ных системах начинают применяться технологии, 
такие как видео и речевая связь, системы видео-
конференций, голосовая почта, которые требуют 
обработки больших объемов данных. Как прави-
ло, в основу таких технологий положены методы 
и алгоритмы цифровой обработки сигналов. 

Проведенные исследования [1-3] показали, 
что эффективность цифровой обработки сигна-
лов во многом определяется математической мо-
делью ортогональных преобразований сигналов. 
В настоящее время все множество известных мо-
делей ЦОС и технологий их реализации можно 
разбить на две основные группы.

Основу первой группы составляют математи-
ческие модели ЦОС, определяемые в поле ком-
плексных чисел. Среди таких ортогональных 
преобразований можно выделить дискретное 
преобразование Фурье (ДПФ) и его быстрые ал-
горитмы (БПФ) [3]. Основным недостатком отме-
ченных моделей ЦОС является то, что в качестве 
поворачивающих коэффициентов используются 
иррациональные числа, что снижает точность 
вычислений. Кроме того, наличие двух вычисли-
тельных трактов (для обработки действительных 
и мнимых частей) негативно влияет на надеж-
ность функционирования спецпроцессоров (СП) 
цифровой обработки сигналов. 

В основу второй группы положены матема-
тические модели ЦОС, реализуемые в конечных 
полях Галуа и обладающие свойством кольца и 
поля [1; 3-4]. Если значение входного сигнала 

)(nTx  рассматривать как подмножество алгебра-
ических систем, обладающих структурой кольца 
или конечного поля Галуа, то реализацию ортого-
нальных преобразований сигналов можно свести 
к теоретико-числовым преобразованиям (ТЧП), 
определяемым в пространстве кольца вычетов 
целых чисел по модулю М [3].

Известно, что в подавляющем большинстве 
современных информационных технологиях за-
дачи ЦОС сводятся к нахождению значений орто-
гонального преобразования конечной реализации 
сигнала для большого числа точек в реальном 
масштабе времени, что предопределяет повы-
шенные требования к скорости и разрядности 
вычислительного устройства. Для эффективного 
решения данной задачи целесообразно перейти от 
одномерной обработки сигналов к многомерной в 

кольце полиномов. Такой переход к параллельной 
обработке сигналов базируется на изоморфизме, 
порожденном Китайской теоремой об остатках 
(КТО). В работе [5] доказана возможность реа-
лизации обобщенного ДПФ в кольце полиномов. 
При этом вычисления организуются в кольце по-
линомов P(z) с коэффициентами в виде элемен-
тов поля GF(p), представляющем собой сумму 
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где Pl(z) – локальное кольцо полиномов, образо-
ванное неприводимым полиномом pl(z) над полем 
GF ( p); l = 1; 2 … m.

В этом случае вычисления модулярном поли-
номиальном коде (МПК) организуются парал-
лельно, помодульно и независимо друг от друга, 
так как операции сложения, вычитания и умно-
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Применение обобщенного ДПФ в кольце по-
линомов для вычисления d спектральных состав-
ляющих возможно, если существует преобразо-
вания над конечным кольцом Pl(z)
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Качественный скачок в повышении скоро-
сти реализации задач ЦОС может быть до-
стигнут за счет применения параллельно-кон-
вейерных методов вычислений. Среди таких 
методов обработки данных наиболее опти-
мальными для микроэлектронной реализации 
считаются систолические методы. Эти методы 
ориентированы на параллельно-конвейерное 
выполнение наиболее трудоемких вычисли-
тельных операций и позволяют эффективным 
образом реализовать широкий класс алгорит-
мов ЦОС путем обеспечения предельной для 
данного уровня технологии производитель-
ности вычислительных средств. 

Систолические структуры представляют 
собой множество идентичных функциональ-
ных модулей процессорных элементов (ПЭ), 
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соединенных между собой посредством ло-
кальных связей. При этом каждый ПЭ со-
единен только с ближайшими соседними ПЭ 
для передачи данных. Основным принципом 
систолической системы является то, что все 
данные регулярно и ритмически проходящие 
через массив ПЭ используются многократно. 
Это позволяет значительно повысить эффек-
тивность СП ЦОС и достичь высокой вы-
числительной производительности за счет 
распараллеливания вычислений, сокращения 
времени обмена данными и совмещении про-
цедур ввода, вывода и получения промежу-
точных результатов. 

Математические модели систолических ор-
тогональных преобразований сигналов обла-
дают основными свойствами [6]:

- модель может быть описана с помощью 
небольшого количества типов операторов;

- систолические алгоритмы позволяют 
широко использовать мультиобработку и кон-
вейерные методы;

- потоки данных и управляющие связи 
между операторами являются простыми и ре-
гулярными, чтобы ПЭ могли быть объедине-
ны в сеть с локальными регулярными межсо-
единениями.

В настоящее время известно большое ко-
личество систолических математических мо-
делей и вычислительных структур для реше-
ния самых разнообразных задач цифровой 
обработки сигналов [6]. Наибольшее распро-
странение в спецпроцессорах, реализующих 
ортогональные преобразования сигналов в 
реальном масштабе времени, получили сис-
толические матрицы с линейным типом связи 
между процессорными элементами. Наиболее 
простыми  по структуре и обладающими мак-
симальным быстродействием являются мно-
гоканальные систолические матрицы (МСМ) 
с блоком регистров-накопителей. 

Рассмотрим структуру и функционирова-
ние таких матриц. Как правило, систолические 
алгоритмы обобщенного ДПФ записываются 
в виде рекурсивных выражений, например по 
схеме Горнера
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где β – первообразный элемент мультиплика-
тивной группы порядка d, порождаемой по-
линомом pi(z); k = 0; 1 … d – 1; i = 1; 2 … m; 
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Рис. 1. Структура процессорного элемента

Однофункциональная МСМ содержит d од-
нотипных процессорных элементов, структура 
которых показана на рис. 1. В состав ПЭ входят 
два регистра Рг, предназначенные для хранения 
чисел разрядностью ord pi(z), умножитель У и 
сумматор ∑ по модулю pi(z), а также регистр-
накопитель Рг∑, предназначенный для хранения 
промежуточных результатов. Каждый j-й (j = 1; 
2  … d) ПЭ МСМ реализует процедуру (4) соглас-
но равенству
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– значение поворачивающего коэффициента, 
поступающего на вход j-го ПЭ модуля pi(z) в 
n-й такт.

Как видно из (5), вычисления ),( njX
i

 осу-
ществляются в независимых ячейках МСМ за 
счет разделения групп операций умножения и 
сложения по модулю pi(z). Это обеспечивает бо-
лее высокую производительность вычислений 
спецпроцессору ЦОС. На рис. 2 представлена 
структура систолической матрицы ЦОС, реали-
зующей обобщенное ДПФ в кольце полиномов 
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выбран z. Таким образом, в данном кольце реали-
зуется ортогональное преобразование аналогич-
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ное ДПФ с обработкой входного окна, состояще-
го из d = 7 отсчетов.
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Рис. 2. Многоканальная систолическая матрица 
обобщенного ДПФ в кольце полиномов

На рис. 3 приведена временная диаграмма ра-
боты систолической матрицы обобщенного ДФП 
типа МСМ. Перед началом работы матрицы со-
держимое всех регистров Рг∑ равно нулю.
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На первом такте работы в первый ПЭ посту-
пают значения )(mod)0()0( zpTxTx
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Через время 
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ττ + , где τ1 – время приема-пере-
дачи данных, τ2 – время выполнения операции 
умножения, производится суммирование xi(0T) с 
содержимым Рг∑. На такте τ4 осуществляется за-
пись полученной суммы в регистр Рг∑. На втором 
такте работы МСМ значение xi(0T) и 0

i

β   пере-
даются из первого ПЭ во второй и одновременно 
в первый ПЭ поступают новые значения xi(1T) и 

1

i

β . На такте τ2 второго такта работы значение 
первого отсчета xi(1T) задерживается в элемен-

те задержки, а во втором ПЭ xi(0T) умножается 
на поворачивающий коэффициент 0

i

β . Далее на 
такте τ3 в обоих ПЭ выполняется суммирование, 
а результаты этой операции записываются в соот-
ветствующие регистры Рг∑.

Таким образом, начиная со второго такта, пер-
вый и второй ПЭ работают синхронно. На d-м 

d-го такта результат выполненного в первом ПЭ 
передается на общий выход блока регистра-нако-
пителя. На (d + 1)-м такте окончательный резуль-
тат будет сформирован во втором ПЭ МСМ, на 
(d  + 2)-м – в третьем ПЭ и т.д. Если на (d +1)-м 
такте вводятся новые значения отсчетов, то в 
МСМ одновременно будут обрабатываться два 
вектора данных. В установившемся режиме вы-
числительный процесс реализуется за время

пссмодмсммодпсссист
ТТТТ

−−

++= ,       (6)

где Тпсс-мод – время выполнения прямого преобра-
зования из позиционного кода в модулярный код; 
Тмсм – время работы систолического конвейера; 
Тмод-псс – время обратного преобразования из мо-
дулярного кода в позиционный.

Очевидно, что для обеспечения эффективной 
работы вычислительного конвейера необходимо, 
чтобы модули прямого и обратного преобразова-
ний работали синхронно с систолической матри-
цей. В работе [4] представлены структуры и ал-
горитмы работы таких устройств, позволяющих 
согласовать скорость МСМ с скоростью выпол-
нения данных немодульных операций.

Применение модулярного полиномиального 
кода позволяет не только повысить скорость об-
работки данных, но и обеспечить отказоустойчи-
вость СП ЦОС [4; 7-8]. Если из набора n непри-
водимых полиномов выбрать k информационных 
многочленов ( nk < ), позволяющих обеспечить 
требуемую точность вычислений, то это позво-
лит определить величину рабочего диапазона 

∏
=

=

k

i

iраб
zpzP

1

)()( , входящего в состав полного 

диапазона
 ∏

=

=

n

i

iполн

zpР

1

)( .  Тогда многочлен 
)(zA  с коэффициентами из поля )(pGF  будет 

считаться разрешенным, в том и только том слу-
чае, если )()( zPzA

раб
∈ . Следовательно, место-

положение )(zA  относительно Рраб(z) позволяет 
однозначно определить, содержит ли модуляр-
ный код ошибочные символы или нет.

Для реализации эффективной борьбы с пос-
ледствиями ошибок, вызванных отказами в вы-
числительных трактах СП, необходимо опреде-
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лить минимальную избыточность модулярного 
кода. Рассмотрим теорему оценки корректирую-
щих способностей кода класса вычетов с двумя 
контрольными основаниями.

Теорема 1. Если в упорядоченном избыточном 
полиномиальном модулярном коде, для которого 
справедливо

ord p1(z)≤ ord p2(z) ≤ … ≤ ord pk(z) 

для двух контрольных оснований pk+1(z) и pk+2(z) 
имеет место соотношение

ord pk+1(z)+ ord pk+2(z) ≥ ord pk(z)+ ord pk-– 1(z),  (7)

то они позволяют определить местоположение и 
величину однократной ошибки по любому осно-
ванию.

Доказательство. Пусть A(z) = (a1(z) … ak(z), 
ak+1(z), ak+2(z)) принадлежит рабочему диапазону 
A(z) ∈ Pраб(z). Произведем искажение остатков по 
двум различным основаниям pj(z) и pi(z), где i ≠ j. 
Тогда коды

Ai

*

(z) = (α1(z) … αi

*

(z), αj(z) … αk+1(z), αk+2(z)), 

Aj

*

(z) = (α1(z) … αi(z), αj

*

(z) … αk+1(z), αk+2(z)) 

будут отличаться от исходной комбинации A(z) по 
одному модулю ai*(z) ≠  ai(z) и aj*(z) ≠  aj(z).

Тогда для однозначного определения величи-
ны ошибки и ее местоположения необходимо, 
чтобы интервалы диапазонов, в которые попада-
ют ошибочные полиномы Ai*(z) и Aj*(z), не сов-
падали, то есть

li(z) ≠ lj(z), 

где li(z) = [|A(z) + Δαi(z)Bi(z)|
+

Pполн /Pраб(z)];  

lj(z) = [|A(z) + Δαj(z)Bj(z)|
+

Pполн /Pраб(z)]; 

 Δαi(z)= αi(z) – α
*

i(z); Δαj(z)= αj(z) – α
*

j(z). 

Положим, что A(z) = 0, а i = k – 1, j = k. Тогда 
условие однозначного обнаружения и коррекции 
ошибки примет вид

[|A + Δαk–1(z)Bk–1(z)|
+

Pполн /Pраб(z)|] – 

 – [|A + Δαk(z)Bk(z)|
+

Pполн /Pраб(z)|] ≥ 1,       
(8)

отсюда следует

|Δαk–1(z)Bk–1(z)|
+

Pполн – |Δαk(z)Bk(z)|
+

Pполн ≥ Pраб(z).  (9)
Сократим обе части неравенства (9) на Pраб(z). 

Получаем

|Δαk–1(z)Bk–1(z)/Pраб(z)|
+

Pполн – 

– |Δαk(z)Bk(z)/Pраб(z)|
+

Pполн ≥ 1.

Исходя из Pполн(z) = Pраб(z) pk+1(z) pk+2(z) и опре-
деления ортогональных базисов Bi(z), имеем

( ( )

( )) 1)(mod)()()(

)()()()()(

конт

11121

≥Δ−

−Δ
−−−++

zPzpzmz

zpzmzzpzp

kkk

kkkkk

α

α

, 

 
(10)

где )()(
21конт

zpzpP
kk ++

= . Приведя к общему 
знаменателю, получаем, что числитель дроби 
удовлетворяет условию

1

)()()(

)()()(

)(
1

11

пол

≥

Δ−

−Δ

+

−

−−

zP
kkk

kkk

zpzmz

zpzmz

α

α

, 

    
(11)

и тогда pk+1(z) pk+2(z)/(pk–1(z) pk(z)) ≥ 1. 

Переходя к порядкам полиномов, имеем 

ord pk+1(z)+ ord pk+2(z) ≥ ord pk–1(z) + ord pk(z), 

что и требовалось доказать.
Применение данной теоремы позволяет раз-

работать алгоритмы и методы поиска и коррек-
ции ошибок в МПК, обеспечивающих требуемый 
уровень отказоустойчивости при минимальной 
избыточности. 

Анализ известных методов контроля и кор-
рекции ошибки в модульных избыточных кодах 
показал, что данные процедуры базируются на 
вычислениях позиционных характеристик кодов 
МПК, среди которых особое место занимает ин-
тервальный номер [4]. 

Поскольку ошибка переводит 
))(),(),(...)(()(

211

zzzzzA
kkk ++

= αααα  в ошибоч-
ный полином )(* zA ,  лежащий вне рабочего 
диапазона, то, зная номер интервала, куда попал 
искаженный полином )(* zA ,  можно опреде-
лить основание, по которому произошла ошибка, 
а также ее глубину.

Процесс определения данной характеристики 
осуществляется согласно выражению 

.)](/)([)( zPzAzl
рабинт

=  

             
(12)

Несмотря на то, что процедура (12) относит-
ся к немодульным, ее сводят к совокупности мо-
дульных операций. В [4] представлено устройс-
тво, осуществляющее обнаружение и коррекцию 
ошибки в модулярном полиномиальном коде на 
основе вычисления интервального номера. При-
менение свойства подобия ортогональных бази-
сов полной, содержащей контрольные основа-
ния, и безызбыточной системы МПК позволило 
уменьшить схемные затраты на реализацию уст-
ройства обнаружения и коррекции ошибок [8].

Для обеспечения меньших временных затрат 
на процедуры вычисления интервального номе-
ра полинома целесообразно использовать связь 
данной позиционной характеристики с нормиро-
ванным следом. Нормированный след полинома 
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получается в результате операции вычитания из 
модулярного кода псевдоортогональных базисов, 
у которых ортогональность нарушена по конт-
рольным основаниям. В этом случае справедлива 
следующая теорема.

Теорема 2. Если в упорядоченной системе 
МПК, содержащей k информационных и r избы-
точных оснований, в результате получен норми-
рованный след полинома

))(),...,(),(,0,,0,0,0(
21

zzz
rkkk +++

γγγ… ,    (13)
то номер интервала, в который попадет ошибоч-
ный полином )(zA

∗ , определяется по формуле

,)()()(

)(
1

+

+

+=

∑=

zP

rk

kj

jjинт

конт

zzRzl γ

        

(14)

где [ ])()()( zPzВzR
рабjj

= ; ∏

+

+=

=

rk

ki

iконт
zpР

1

)( . 

Доказательство. Докажем вначале, что если 
хотя бы один 0)( ≠z

j
γ , где j = k + 1 … k + r, то 

полином A*(z) является запрещенным. Заменим 
произведение r избыточных оснований МПК од-

ним составным основанием ∏

+

+=

=

rk

ki

iконт
zpР

1

)( .  
Тогда полином

)),(...)(...)(),(()(
121

zzzzzA
rkk ++

= αααα  

представленный в виде (k + r)-мерного вектора, 
примет вид

))(),(...)(),(()(
21

zzzzzA
контk

αααα= ,    
(15)

где ).(mod)()( zPzzA
контконт

α≡

Тогда, согласно определению нормированного 
следа, если в кодовой комбинации A(z) произош-
ла ошибка, то результатом операции параллель-
ной нулевизации A*(z) с использованием  псевдо-
ортогональных базисов будет отличный от нуля 
нормированный след

)),(,0...0,0,0( z
конт

γ                  (16)

где
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=

−=

k

i

конт
конт

i

контконт
zPzzz

1

);(mod))()(()( γαγ

 
)(mod)()(
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zPzBz
контi

i

конт

≡γ ; )(
*

zB
i

 – ортого-
нальный базис безызбыточной системы МПК.

С другой стороны, согласно КТО 

∑

+

+=

=

rk

kj

контj

j

контконт
zPzUzz

1

)(mod)()()( γγ , 

  
(17)

где )(mod)()( zpzz
j

j

конт
γγ ≡ ; Uj(z)  – ортого-

нальный базис МПК с основаниями pk+1(z) … 

pk+r(z). Так как 0)( ≠z
конт

γ , то хотя бы один 
)(z

j

конт
γ  отличен от нуля. 

Таким образом, если в результате парал-
лельной нулевизации A*(z) и псевдоорто-
гональных базисов получен след полинома 

0))(...)(,0,0(
1

≠
++

zz
rkk

γγ… ,  то данный поли-
ном содержит ошибку.

Докажем теперь, что величина интервального 
номера l(z) полинома A(z) определяется выраже-
нием (14). 

Пусть в результате процедуры нулевизации 
полинома A*(z) получим нормированный след 

))(...)(),(,0...0,0,0()(
21

zzzz
rkkk +++

= γγγγ ,

отличный от нуля. Известно, что

)()()(
*

zAzAzA
i

Δ+= ,                (18)

где )(mod))()(()( zРzBzzA
полнiii

αΔ=Δ ;  
)(z

i

αΔ  – глубина ошибки по i-му основанию.
При этом

( ) ))(...)(,0...0,0()()(
21

zzzzzA
rkkki +++

==Δ γγγγ . 

Тогда на основании (18) имеем

[ ] [ ])()()()()( zPzzPzAzA
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 . 
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Согласно КТО и с учетом kiz
i

...2;1,0)( ==α ,  
имеем 
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 (20)

Подставляем (20) в равенство (19), получаем

⎥
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Учитывая подобие ортогональных базисов и 
делимость без остатка ортогональных базисов 
контрольных оснований на рабочий диапазон, 
имеем

  
+

+

+=
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)(
1

))()()(

zP

rk

kj

jjинт

кат

zzRzl γ , 

        

(22)

где [ ])()()( zPzBzR
рабjj

= . 

В таблице 1 представлены схемные и вре-
менные затраты, необходимые при вычис-
ления интервального номера для различных 
алгоритмов  процессоров МПК, функциони-
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рующих в расширенных полях Галуа 
ру

GF(2
3

),  р

GF(2
4

), GF(2
5

).

Таблица 1. Затраты на вычисление интервального 
номера

Затраты  

аппаратурные 

 (нейроны) 

 

№ 

п/п 

 

Алгоритм 

GF(2
3

) GF(2
4

) GF(2
5

) 

ите-

ра-

ции 

1 [4] 17 52 139 2 

2 [8] 14 47 130 2 

3 теорема 2 14 44 115 1 

Анализ таблицы 2 показывает, что опти-
мальным способом реализации немодульной 
процедуры определения, локализации и ис-
правления ошибки для конвейерной структу-
ры процессоров МПК с двумя контрольными 
основаниями, удовлетворяющим предельной 
теореме 1, является метод, доказанный в теоре-
ме 2. Данный метод реализуется при этом ми-
нимальных аппаратурных и временных затрат. 
Для оценки отказоустойчивости непозицион-
ного СП ЦОС, функционирующего в кольце 
полиномов, произведем сравнительный анализ 
со СП БПФ. Спецпроцессоры предназначены 
для обработки 20 разрядных данных. Получен-
ные результаты исследований представлены в 
виде зависимостей на рис. 4, где для удобства 
воспользуемся обозначениями: 1 – вероятность 
безотказной работы отказоустойчивого непо-
зиционного СП ЦОС; 2 – вероятность безот-
казной работы СП БПФ.

Р(λt) 

λt 

Рис. 4. Сравнительная оценка надежности функцио-
нирования СП ЦОС

Анализ зависимостей позволяет сделать 
вывод о том, что применение модулярного по-
линомиального кода позволяет более чем 1,9 

раза повысить надежность функционирования 
по сравнению с аналогичным СП БПФ с трои-
рованной мажоритарной структурой. При этом 
временные затраты на реализацию обобщенно-
го ДПФ в кольце полиномов с использовани-
ем систолической модели обработки сигналов 
снижены в 1,4 раза по сравнению с быстрым 
алгоритмом дискретного преобразования Фу-
рье по основанию два. Полученные данные 
свидетельствуют о целесообразности исполь-
зования параллельно-конвейерных методов 
реализации ортогональных преобразований 
сигналов в перспективных инфокоммуникаци-
онных технологиях. 
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