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В статье рассмотрена методика определения 
числа разрядов двоичного кода при квантовании 
коэффициентов передаточной функции цифрового 
фильтра, обеспечивающего заданные требования к 
точности амплитудно-частотной характеристики. 
Приведена методика вычисления абсолютной по-
грешности импульсной характеристики, появляю-
щейся вследствие ограничения числа разрядов.

Ключевые слова: цифровой фильтр, передаточ-
ная функция, квантование коэффициентов, импуль-
сные характеристики.

Введение
Известно, что ошибки квантования коэффици-

ентов передаточной функции цифровых фильтров 
или коэффициентов импульсной характеристики 
КИХ-фильтров, обусловленные операцией округ-
ления или усечения длительности кодового слова, 
не относятся к шумам квантования и учитывают-
ся в искажении частотных характеристик филь-
тра [1]. При анализе искажений частотных харак-
теристик предполагается, что ошибка округления 
при квантовании коэффициентов фильтра являет-
ся случайной величиной с равномерным законом 
распределения вероятностей, что позволяет оце-
нить не только среднеквадратическое отклонение 
амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) 
реализованного фильтра от АЧХ идеализирован-
ного фильтра, но и определить число разрядов 
кодовых слов коэффициентов исходя из заданной 
погрешности на АЧХ фильтра [2]. 

При этом влияние квантования коэффи-
циентов учитывается введением паразитного 
фильтра, включенного параллельно идеализи-
рованному фильтру, а определение разрядности 
производится методом перебора, последователь-
но увеличивая число разрядов [3]. Имеются и 
другие методы определения разрядности коэф-
фициентов, например, метод, основанный на ис-
пользовании функции чувствительности  ампли-
тудно-частотной характеристики фильтра (или 
положения полюсов или нулей на z-плоскости) 
к изменению коэффициентов [4]. В настоящей 
статье исследуются не рассмотренные в вышеу-
помянутых работах методы определения разряд-
ности коэффициентов рекурсивных фильтров 
при заданной погрешности на искажения АЧХ 
фильтра.

Определение разрядности коэффициентов 
на основе передаточных функций
Представим передаточную функцию циф-

рового фильтра с точными коэффициентами  в 
виде 

        

(1)

При квантовании вместо точных  значений ко-
эффициентов  получаем приближенные 
их значения  при этом ошибки кванто-
вания коэффициентов могут быть представлены 
следующим образом

Пусть  – входная и выход-
ная последовательности идеального фильтра, а 

 – отклик реального фильтра на входную 
последовательность  Используя разно-
стное уравнение, найдем ошибку выходной пос-
ледовательности из-за квантования коэффициен-
тов [1]:

Пренебрегая последним слагаемым как вели-
чиной второго порядка малости, заменим диск-
ретные свертки в выражении (4) произведением 
z-изображений соответствующих функций:
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Поделим  правую и левую части урав-нения 
(9) на  тогда, учитывая 
(1), получим

Если входным сигналом (входной последо-
вательностью) является дискретная импульсная 
функция

тогда уравнение (10) можно записать в виде

и рассматривать его как относительную погреш-
ность передаточной функции, обусловленную 
квантованием коэффициентов передаточной фун-
кции.

Из выражения (12) следует, что максимальные 
значения погрешностей достигаются в нулях и 
полюсах передаточной функции  фильтра. 
Заменяя переменную  на , получим вы-
ражение для относительной погрешности часто-
тной характеристики фильтра в виде

Полагая, что ошибки  и  коэффи-
циентов  передаточной функции фильтра 
из-за операции округления  независимы друг от 
друга являются случайными величинами с нуле-
выми средними и одинаковыми максимальными 
значениями, равными половине шага квантова-
ния 

где b – разрядность двоичного кода, представим 
относительную погрешность АЧХ как средне-
квадратичную сумму ошибок квантования следу-
ющим образом

Решив уравнение (15) относительно величины 
b, определим разрядность коэффициентов филь-
тра при заданной относительной погрешности 

 амплитудно-частотной характеристики 
фильтра по вероятностной модели ошибок кван-
тования коэффициентов

    

(16)

где  – соответствующие частоты нулей и полю-
сов частотной характеристики  При этом 
разрядность  выбирается наибольшей из получен-
ных значений разрядностей на частотах .

Для детерминированной модели ошибок кван-
тования разрядность коэффициентов определяет-
ся по формуле

При этом  заметим, что коэффициенты, точные 
значения которых кратны  сохраняют свои 
значения, и их не надо учитывать при определении 

имеем

.

.

.

,

. (17)
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погрешности частотной характеристики фильтра 
и соответственно при расчете разрядности.

Если требование на АЧХ фильтра задано на 
дисперсию частотной характеристики фильтра, 
тогда представив дисперсию в виде 

где черта сверху означает усреднение по времени. 
Полагая, что входная последовательность  
ошибки  статистически независи-
мые величины и что

из формулы (18) с учетом (10) и (19) имеем [1]:

где символ Е означает усреднение по времени. При 
квантовании коэффициентов ошибки округления 

 удовлетворяют соотношениям

С учетом (21)-(22) определяем разрядность 
коэффициентов по формуле

Определение разрядности 
коэффициентов на основе 
функций чувствительности
Чувствительностью некоторой функции  к 

изменению параметра  называется предел отно-
шения  относительного изменения функции  
к относительному изменению параметра  

В качестве функции  может быть выбра-
на комплексная частотная характеристика циф-
рового фильтра или такая величина, как полюс 
передаточной функции. В качестве параметра   
могут быть взяты коэффициенты фильтра или ко-
ординаты полюсов и нулей на комплексной плос-

кости z. Функции чувствительности  пере-
даточной функции  фильтра к изменению 
коэффициентов  имеют вид

           
Полагая, как и раньше, что ошибки округле-

ния при квантовании коэффициентов

одинаковы для всех коэффициентов, запишем от-
носительные погрешности квантованных коэф-
фициентов в виде

,

здесь

,

.
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Поскольку требования заданы на АЧХ филь-
тра, то при определении разрядности перейдем в 
частотную область, разделим функции чувстви-
тельности в частотной области на значения со-
ответствующих коэффициентов, просуммируем 
полученные выражения и получим нормирован-
ную суммарную чувствительность

Определив максимальное значение суммар-
ной чувствительности, запишем относительную 
погрешность АЧХ фильтра

Из уравнения (29) находим разрядность коэф-
фициентов по детерминированной модели оши-
бок

Разрядность коэффициентов по вероятност-
ной модели ошибок можно найти, если в форму-
лу (29) подставить среднеквадратичное значение 
суммарной нормированной чувствительности

Можно показать существование глубокой свя-
зи между определением разрядности коэффи-
циентов по формулам (16)-(17) и по формулам 

(31)-(32). Если функции чувствительности – см. 
формулы (25)-(26), умножить на относительные 
величины ошибки квантования соответствующих 
коэффициентов – см. формулу (27), и сложить 
полученные результаты, то получим выражение 
относительной погрешности передаточной фун-
кции (10) вида

Выводы
В работе рассмотрены методы определения 

разрядности коэффициентов функции цифро-
вого фильтра по заданному допустимому зна-
чению ошибки амплитудно-частотной характе-
ристики цифрового фильтра на основе ошибки 
передаточной функции и на основе функции 
чувствительности передаточной функции к 
коэффициентам. Показано, что значения раз-
рядностей коэффициентов, определяемые  рас-
смотренными методами, совпадают, но при 
этом  метод на основе функции чувствитель-
ности более прост. Практика применения ме-
тодов показала, что для передаточной функции 
звена второго порядка разрядность коэффици-
ентов, определяемая по вероятностным моде-
лям ошибок квантования, по крайней мере, на 
единицу меньше разрядности коэффициентов, 
определяемой по детерминированным моделям 
ошибок квантования. 
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DETERMINATION OF DIGIT CAPACITY OF COEFFICIENTS DIGITAL FILTERS

Tihobaev V.G. Riasniy U.V. Lubskiy V.V.
In paper the procedure of determination of number of bits of a binary code is considered at quantization 

of coeffi cients of a transfer function of the digital fi lter ensuring a required capabilities to an exactitude of an 
amplitude-frequency characteristic. The procedure of an evaluation of the absolute error of the pulse response 
appearing owing to limitation of number of bits is reduced.
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Статья посвящена управлению в социальных и 
экономических системах. Такие системы отлича-
ются от технических, являясь иерархическими. И 
принципы управления здесь другие. Автор говорит 
о сложных, нерефлекторных системах, где трудно 
найти золотую середину между централизованным 
и децентрализованным управлением. В этом случае 
хорошо применима теория управления сложными 
иерархическими системами.

Ключевые слова: управление, социальные и эко-
номические системы, нерефлекторные иерархичес-
кие системы, централизованное и децентрализован-
ное управление, принцип максимума Понтрягина.

Теорема была предложена Димовым Э.М. и 
Авдеевым О.Н. в 1975 г. и опубликована в раз-
личных частях в [1-3]. В окончательном варианте 
публикуется впервые. Сущность данной теоремы 
заключается в следующем.

Одной из особенностей социальных и эко-
номических систем является то, что они от-
носятся к иерархическим системам [4], чем в 
корне отличаются от систем технических. Ие-
рархичность будем рассматривать в соответ-
ствии с [5].

На первый взгляд может показаться, что со-
здание иерархической структуры – это просто 
добавление новых ограничений, то есть сужение 
множества допустимых управлений, которое не-
избежно ведет к снижению показателей эффек-
тивности системы в целом. Однако известно, что 
в определенных условиях, без разделения функ-

ции принятия решений, такого рода система во-
обще не способна функционировать.

Может оказаться, например, что полностью 
централизованный сбор и обработка информации 
либо технически невозможны, либо приводят к 
значительному запаздыванию принятия реше-
ний, то есть к принятию решений по устаревшей 
информации. Одним из путей выхода из данного 
состояния является распараллеливание процедур 
сбора и обработки информации, – но тогда это 
приводит к децентрализации процедур приня-
тия решений, то есть к созданию самостоятельно 
функционирующих подсистем, что и означает по-
явление в системе иерархической структуры.

Заметим, что в последнем случае для приня-
тия решений в отдельных подсистемах необхо-
дим уже значительно меньший объем информа-
ции, поэтому решение принимается в условиях 
значительно меньшей неопределенности. Таким 
образом, получается, что децентрализация управ-
ления приводит к уменьшению неопределеннос-
ти, связанной со сбором и переработкой инфор-
мации (информационной неопределенности).

Представим себе какой-то современный тех-
нологический процесс: например, крупное хи-
мическое производство, где существуют непре-
рывно контролируемые потоки реагентов x(t); 
y(t); z(t) и т.д. Имеются четкая программа всего 
этого технологического процесса и аппаратура 
контроля – система датчиков, которые непре-
рывно регистрируют возможные отклонения от 
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