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В данной статье рассматривается применение 
кумулянтного анализа для аппроксимации функций 
плотности распределения в звене мультисервисной 
сети. Возможность ее представления через кумулян-
ты позволяет получить плотность распределения на 
выходе обрабатывающего устройства.
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Введение
Поток реального трафика в современных сис-

темах передачи обладает свойствами самоподо-
бия, исследовать который невозможно методами, 
основанными на марковских моделях. В силу 
непуассоновского характера поведения реаль-
ного трафика в качестве модели целесообразнее 
использовать системы массового обслуживания 
(CМО) типа G/G/1.

На практике при исследовании реальных сис-
тем редко встречаются известные законы распре-
деления и обслуживания поступающего на вход 
системы трафика.

Невозможность в численном виде исследовать 
и оценить характеристики реального трафика 
позволяет рассматривать его в виде потока слу-
чайных событий, считая событием поступление 
пакета на обрабатывающее устройство. Поэтому, 
проводя кумулянтный анализ, вероятностные ха-
рактеристики сети представим через моментные 
величины.

Аппроксимация функций плотности 
распределения
Одним из важных свойств кумулянтного опи-

сания случайных величин и процессов является 
то, что конечному набору кумулянтов всегда со-
ответствует некоторая вещественная функция, ап-
проксимирующая вероятностное распределение. 
Это обстоятельство имеет особо важное значение 
в приближенном представлении вероятностных 
распределений тех случайных величин и процес-
сов, для которых можно отыскать лишь конечные 
наборы кумулянтов и кумулянтных функций.

Решение данной задачи представим в виде 
алгоритма нахождения неизвестных плотнос-
тей вероятности  (см. рис. 1). На-

иболее распространена аппроксимация плот-
ности вероятности в ряд Эджворта, дающего 
разложение произвольной плотности вероят-
ности по производным гауссовского распреде-
ления [1].

где  – производные плотности нормаль-
ной функции.

Рис. 1. Блок-схема реализации алгоритма

Для того чтобы описать процесс обслужива-
ния в данном звене, необходимо определить:

- моменты входящего распределения поступ-
ления и обслуживания сообщения;

- кумулянты входящего распределения и рас-
пределения, по которому происходит процесс об-
служивания в звене;

- плотности распределения  
через их разложение в ряд Эджворта [2].

При решении задач в современных телеком-
муникационных сетях мультисервисный трафик 
часто описывается с помощью распределений с 
«тяжелыми» хвостами, которые приводят к само-
подобным процессам [3]. 

Выбирая наиболее часто встречающиеся рас-
пределения с «тяжелыми» хвостами: Вейбулла, 
Парето, логнормальное, можно смоделировать в 
качестве СМО систему типа G/G/1.

1. Рассмотрим аппроксимацию функции плот-
ности распределения Вейбулла.

Функция распределения Вейбулла имеет вид:

где  – параметр формы,  – масштабный па-
раметр [4].
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Плотность распределения Вейбулла имеет 
следующий вид (см. также рис. 2):

                   (3)

Рис. 2. Функция плотности распределения Вейбулла 
при α = 10 и β = 25

Известно [5], что моменты  случайной ве-
личины  распределения Вейбулла имеют вид:

где  – гамма функция. Для полного описа-
ния  найдем шесть первых моментов из вы-
ражения (4).

Вычисляем кумулянты  через формулы [1]:

В соответствии с (5) получим численные зна-
чения кумулянтов, представленные в таблице 1. 
Исходя из вышесказанного, можем разложить 
функцию в ряд Эджворта (1).

Рис. 3. Сравнение двух плотностей распределения 
Вейбулла

Из выражения (1) непосредственно видна осо-
бая ценность кумулянтов при оценке отклонения 
плотности вероятности от гауссовского распреде-
ления. Для выбранных значений  с учетом 
(4)-(5) можно получить аппроксимацию распре-
деления (3) в виде, представленном на рис. 3.

При построении (см. рис. 3) учтено, что ап-
проксимирующее выражение для плотности 
должно удовлетворять условию нормировки:

                                  
(6)

Из (6) следует выражение нормирующей кон-
станты:

               
(7)

Аналогично вышеуказанному проводятся вы-
числения для распределения Парето и логнор-
мального распределения.

2. Плотность распределения Парето имеет 
следующий вид (см. также рис. 4):

где  – параметр формы,  – масштабный пара-
метр [4].

Рис. 4. Функция плотности распределения Парето 
при α = 8 и β = 0,2

Моменты mk случайной величины x распреде-
ления Парето имеют вид [5]:

Численные значения кумулянтов с учетом (9) 
представлены в таблице 1. Так как аппроксими-
рующее выражение остается неизменным (1), не-
изменным остается и выражение для нормирую-
щей константы (7). 
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Результат аппроксимации распределения Па-
рето представлен на рис. 5.

Рис. 5. Сравнение двух плотностей распределения 
Парето

3. Плотность логнормального распределения 
имеет следующий вид (см. также рис. 6):

где  – параметр формы,  – масштабный пара-
метр [4].

Рис. 6. Функция плотности логнормального 
распределения при  = 0,2 и  = 0,1

Моменты  случайной величины  логнор-
мального распределения имеют вид [5]:

Численные значения кумулянтов с учетом (11) 
представлены в таблице 1.

Рис. 7. Сравнение двух плотностей логнормального 
распределения

Результат аппроксимации логнормального 
распределения представлен на рис. 7. Рассмот-
рим случай, когда на вход звена случайно и не-
прерывно с определенным объемом информации 
поступает поток пакетов. Неизвестны величины 
длительности поступления  и длительности об-
служивания пакетов  (см. рис. 8).

Рис. 8. Параметры звена мультисервисной сети

Разработка моделей, учитывающих реальный ха-
рактер потоков сообщений, и детали обслуживания 
мультисервисного трафика разных коммуникацион-
ных приложений является приоритетным вопросом 
при анализе и прогнозировании трафика.

Получив с помощью программы Fractan, статис-
тические данные реального потока, поступающие 
на вход сетевого элемента, обрабатывающего само-
подобный трафик, и представленные параметрами 

 можно аппроксимировать функцию плот-
ности вероятности 

Для примера возьмем выборку величин длитель-
ности поступления  где i = 1 … 3176.

Согласно алгоритму (см. рис. 1) находим момен-
ты произвольного распределения, поступающего на 
вход системы обслуживания. Моменты произволь-
ной длительности имеют вид:

Численные значения кумулянтов с учетом (12) 
представлены в таблице 1.

Таблица 1. Значения кумулянтов  
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Исходя из вышесказанного, можем разложить 
функцию в ряд Эджворта (1). Рассчитанная плот-
ность вероятности распределения  реально-
го трафика представлена на рис. 9.

Рис. 9. Искомая функция 
выраженная через ряд Эджворта
Таким образом, полученные аппроксимиру-

ющие выражения для функций плотностей рас-
пределений с «тяжелыми» хвостами с помощью 
кумулянтов позволяют сравнить их с теоретичес-
кими данными, а для реального трафика полу-
чить представление плотности распределения на 
выходе обрабатывающего устройства.

Заключение
На данный момент анализ систем типа G/G/1 

не решен, с точки зрения того, чтобы можно 
было описать эту систему с помощью любого 
математического аппарата либо любого другого 
программно-аппаратного комплекса для решения 
данной задачи.

Аппроксимация функций распределения 
плотности с помощью кумулянтного анализа мо-

жет быть использована для прогнозирования по-
ведения потоков трафика в сети.

В основном для анализа характеристик реаль-
ного трафика используются «зашитые» програм-
мы и блоки, которые подходят к исследованию 
узких задач. Однако для массового решения про-
блемы, которая бы интегрировалась с разными 
приложениями и при появлении новизны не теря-
ла своей актуальности, эти методы теряют свою 
полезность.

В связи с постоянным развитием и обновлени-
ем мультисервисных сетей на первое место вы-
ходит исследование и аппроксимация функции 
плотности распределения, которое реализовано в 
представленном алгоритме.
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This article discusses the use of cumulant analysis to approximate the density functions in 

the chain of multi-service network. And can be displayed via the cumulants can obtain the 
density distribution at the output processing unit. 
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