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В данной статье проведен анализ зеркальной 
антенны с рефлектором в виде параболического 
цилиндра методом двумерных сингулярных интег-
ральных уравнений (СИУ). Получена система дву-
мерных СИУ для расчета плотности тока на поверх-
ности зеркала и облучателя. Предложен численный 
алгоритм ее решения. Представлены диаграммы 
направленности антенны при различных размерах 
зеркала.
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интегральные уравнения, гиперсингулярные интег-
ральные уравнения, плотность тока, диаграмма на-
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Введение
Анализ любой зеркальной антенны сводится 

к решению задачи дифракции электромагнит-
ной (ЭМ) волны, возбуждаемой облучателем, на 
рефлекторе (зеркале). Как известно, существует 
три основных метода решения подобных задач: 
метод геометрической оптики, метод физической 
оптики и метод интегральных уравнений [1-3].

Метод геометрической оптики заимствован из 
классической теории света. В его основе лежит 
закон Снеллиуса и принцип Ферма. Он приме-
ним лишь для зеркал сверхбольших электричес-
ких размеров. Данный метод использован в [4] 
для анализа зеркальной антенны с диаграммой 
направленности специальной формы. В [5] этим 
же методом исследовано поле излучения пара-
болической антенны в случае ее возбуждения 
импульсным ЭМ полем. В [6] даже рассчитано 
поле в ближней зоне антенны таким методом, 
что в корне неверно. Поле, отраженное зеркалом, 
в ближней зоне имеет все шесть компонент (три 
компоненты вектора  и три компоненты векто-
ра ), даже если оно облучается поляризован-
ной волной, а метод геометрической оптики не 
учитывает векторный характер поля, поэтому для 
его анализа в ближней зоне он неприменим, его 
можно использовать лишь для дальней зоны, где 
поле является чисто поперечным.

Метод физической оптики состоит в опреде-
лении ЭМ поля излучения по известному рас-

пределению возбуждающего поля на плоской 
поверхности раскрыва зеркала (апертуре) в соот-
ветствии с теоремой эквивалентности. Пренебре-
гая влиянием ряда факторов, считают, что излу-
чающей поверхностью является только апертура. 
Для упрощения задачи излучением относительно 
малых электрических поверхностных токов на 
теневой стороне зеркала пренебрегают. Данный 
подход имеет очень много ограничений. Он не-
применим для рефлекторов с малыми электри-
ческими размерами, а также в том случае, если 
локальный радиус кривизны рефлектора не везде 
достаточно велик по сравнению с длиной волны. 
Вдобавок ко всему этот метод не учитывает кра-
евые эффекты на кромках зеркала. Еще одним 
ограничением является то, что этот метод не учи-
тывает многократного рассеяния, то есть он не 
учитывает обратное воздействие зеркала на реф-
лектор, и им невозможно рассчитать дифракцию 
на нескольких телах. Данный подход дает неудов-
летворительные результаты, если рефлектор от-
носится к группе самозатеняющихся [1]. А самое 
главное – им невозможно корректно рассчитать 
ЭМ поле в ближней зоне антенны. Но все же ме-
тод физической оптики точнее метода геометри-
ческой оптики. Применение этого метода к расче-
ту эффективной площади рассеяния зеркальных 
антенн описано в [7]. 

Большинства вышеописанных недостатков 
лишен метод интегральных уравнений. Толь-
ко этот метод может дать точное решение зада-
чи дифракции. Он заключается в определении 
поля, рассеянного зеркалом, по наведенным на 
нем токам. Функции распределения токов на по-
верхности зеркала определяются из решения ин-
тегрального уравнения. Другими словами, из ре-
шения краевой задачи на поверхности зеркала с 
учетом граничных условий. Этот метод намного 
сложнее методов физической и геометрической 
оптики. Самой большой трудностью при реше-
нии интегрального уравнения является наличие 
сингулярности в его ядре. Этому методу в лите-
ратуре уделяется очень мало внимания, по-ви-
димому, из-за его сложности. Второй причиной 
(в литературе она практически не обсуждается) 
является следующее обстоятельство. Обычно 
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при расчете любой антенны (в том числе и зер-
кальной) анализируется поле в ее дальней зоне и, 
как правило, не обращается внимание на то, что 
традиционные методы не применимы для анали-
за ЭМ поля в ближней зоне антенны (любой) [8]. 
Более того, отсутствует предельный переход ЭМ 
поля к поверхностному электрическому току  
на антенне, так как из электродинамики известно, 
что функция  связана с напряженностью маг-
нитного поля  соотношением  где 

 – вектор нормали к поверхности, на которой 
ищется функция . Задача определения повер-
хностной плотности тока  на антенне (любой) 
является некорректной [8], поэтому небольшие 
ошибки в  могут привести к огромным (в ли-
тературе даже есть термин «катастрофическим») 
ошибкам для ЭМ поля. Поэтому необходима ре-
гуляризация при определении 

В работе [9] предпринята попытка корректно 
подойти к численному решению задачи дифрак-
ции на незамкнутых поверхностях произвольной 
формы. Однако эта работа имеет ряд недостатков. 
Во-первых, она содержит ряд опечаток, напри-
мер, в выражении для коэффициентов Ламе в (5). 
Во-вторых, неизвестными функциями в системе 
сингулярных интегральных уравнений (СИУ) (6) 
являются проекции плотности тока на единич-
ные орты криволинейной системы координат не 
в точке источника, как это должно быть, а в точке 
наблюдения, как будет показано ниже, в криволи-
нейных системах координат они, в отличие от де-
картовой, не равны друг другу, причем эти функ-
ции в [9] являются функциями только координат 
точки источника, а это неверно, так как проекции 
вектора плотности тока, протекающего в точке 
источника, на единичные орты в точке наблюде-
ния должны быть функциями координат как то-
чек источника, так и точек наблюдения. Другими 
словами, в [9] вообще непонятно, что выступает 
в качестве неизвестных функций в системе СИУ. 
Численный алгоритм решения системы СИУ яв-
ляется не чем иным, как методом дискретных 
вихрей [10-11]. Данный алгоритм в виде [9], даже 
при его реализации на современных ЭВМ, позво-
ляет рассчитывать распределения токов на зерка-
лах только электрически малых размеров (размер 
апертуры которых не более  естествен-
но, при условии корректно составленной систе-
мы СИУ.

В данной статье описан метод, позволяющий 
корректно составить систему СИУ относитель-
но неизвестных составляющих плотности тока 
на поверхности параболического цилиндра, воз-
буждаемого облучателем. Предложен численный 

алгоритм решения этой системы, позволяющий 
рассчитывать распределения токов на зеркалах 
как малых, так и весьма больших электрических 
размеров.

Постановка задачи. Система 
гиперсингулярных интегральных 
уравнений
При расчете будем использовать следующую 

физическую модель антенны. Рефлектор пред-
ставляет собой бесконечно тонкий идеально 
проводящий параболический цилиндр с фоку-
сом f (см. рис. 1). Его раскрыв (апертура) име-
ет конечные размеры  Рефлектор воз-
буждается облучателем. В качестве облучателя 
используется полосковый вибратор, представ-
ляющий собой бесконечно тонкую идеально 
проводящую полоску длиной 2l и шириной 2w, 
возбуждаемую в области зазора шириной  
сторонней гармонической ЭДС. Полосковый 
проводник предполагается достаточно узким 

 так что поперечной составляющей 
поверхностной плотности электрического тока 

 пренебрегаем по сравнению с продольной 
. Волна, возбужденная вибратором, падает 

на рефлектор и наводит на нем поверхностный 
ток, возбуждающий волну, которую будем назы-
вать отраженной. Волна, отраженная от зеркала, 
падая на облучатель, в свою очередь, наводит на 
нем дополнительные токи.

Рис. 1. Зеркальная антенна с рефлектором в виде 
параболического цилиндра

Запишем выражение, связывающее вектор на-
пряженности электрического поля  в данной 
точке пространства с векторным электродинами-
ческим потенциалом  в этой точке [12]:

где  – циклическая частота;  – электрическая 
постоянная;  – волновое число;  – дли-
на волны;  – векторный электродинамический 
потенциал равный
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 функция Грина; p, q – координаты точ-
ки наблюдения и точки источника соответствен-
но; S – излучающая поверхность.

Известно следующее соотношение [13]:

Индекс p в операторах  и  означает, что 
дифференцирование производится по координа-
там точек наблюдения. Так как  , то 
в рассматриваемом случае

Выражение (1) с учетом (2)-(3) можно перепи-
сать в виде

            

(4)

Для упрощения анализа такой антенны удобно 
использовать систему координат параболическо-
го цилиндра  [13]. Связь криволиней-
ных координат с декартовыми определяется фор-
мулами

При переходе к скалярным выражениям не-
обходимо учесть тот факт, что проекции вектора 

 на единичные орты  в точке источни-
ка  и проекции вектора  на единичные орты 

 в точке наблюдения p связаны друг с 
другом через матрицу ортогонального поворота:

    

(5)

Здесь и далее координаты точки источника будем 
обозначать со штрихами  а координаты 

точки наблюдения без штрихов  
– элементы матрицы ортогонального поворота 

 определяемые выраже-
ниями

где  – коэффициенты Ламе, равные [13]

Излучающая поверхность S (рефлектор) сов-
падает с частью координатной поверхности 

 ограниченной по координате  отрез-
ком  а по координате z отрез-
ком . Плотность полного тока, наведенного 
на поверхности S (то есть сумма плотностей токов, 
наведенных на обеих ее сторонах), будет иметь 
лишь две составляющие (касательные к поверх-
ности S)  С учетом сказанного выше и 
выражений (2) и (5), можно от векторного выраже-
ния (4) перейти к системе скалярных соотношений:
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коэффициенты Ламе;  – - координата 
зеркала. Выражения (7) справедливы для любой 
точки пространства, в том числе и для ближней 
зоны. При  подынтегральные выражения в 
(7) обращаются в бесконечность. 

Чтобы вычислять поля в точке  и ее ок-
рестности, представим выражения (7) в следую-
щем виде:

Функция  является произведением разло-
жения функции  в ряд Тейлора в ок-
рестности точки , то есть описы-
вает асимптотическое поведение функции Грина 
G при , поэтому ядра, содержащие  и 
производные от нее до второго порядка вклю-
чительно (так как взяты первые три члена ряда 
Тейлора) не имеют особенностей при  и яв-
ляются регулярными, а ядра, содержащие  и 
производные от нее, являются сингулярными и 
гиперсингулярными. Выделение особенностей 
из ядер в таком виде позволяет построить квадра-
турные суммы метода дискретных вихрей [10-11] 
для вычисления сингулярных и гиперсингуляр-
ных интегралов.

Напряженность электрического поля  в точ-
ке наблюдения p будет складываться из напря-
женности электрического поля падающей  и 

напряженности электрического поля отраженной   
волн:

                                     (9)

или в проекциях

                                (10)

 определяется (8), а  соответствует полю 
ЭМ волны, возбужденной вибратором, и опреде-
ляется выражениями:

При выводе (11) было учтено, что координаты 
точки наблюдения являются координатами пара-
болического цилиндра, а координаты точки ис-
точника – декартовыми. На поверхности зеркала 

должны выполняться граничные условия для 
тангенциальных компонент напряженности элек-
трического поля:

   
            (12)

Подставляя (8) и (11) в (12), получаем два 
гиперсингулярных интегральных уравнения 
(ГСИУ) относительно неизвестных функций рас-
пределения компонент плотности тока на повер-
хности зеркала  и на поверхности облуча-
теля 
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Теперь рассмотрим поверхность облучателя. 
Для определения координат точек наблюдения бу-
дем использовать декартову систему координат, так 
как облучатель – полосковый вибратор. На его по-
верхности также должно выполняться граничное 
условие для тангенциальной компоненты напря-
женности электрического поля . В данном 
случае напряженность поля на его поверхности бу-
дет складываться из напряженности электрическо-
го поля отраженной от вибратора волны , на-
пряженности электрического поля отраженной от 
зеркала волны (в данном случае будем называть ее 
падающей на облучатель  и стороннего поля, 
приложенного к зазору вибратора 

                          (14)

Сначала запишем выражение для поля волны, 
отраженной от вибратора.

При выводе выражения (15) также учтено, что 
отраженное поле можно было бы считать в ближ-
ней зоне, и в том числе на поверхности вибрато-
ра. Теперь запишем выражение для поля волны, 
отраженной от зеркала. Так как в данном случае 
мы рассматриваем поле на поверхности облуча-

теля, то поле, отраженное от зеркала, на повер-
хности вибратора можно определить с помощью 
выражений (7) (без выделения особенности), 
учитывая при этом, что координаты точки наблю-
дения должны быть декартовы:

Подставляя (15) и (16) в (14), получаем еще 
одно ГСИУ:

Итак, уравнения (13) и (18) совместно пред-
ставляют собой полную систему ГСИУ отно-
сительно неизвестных функций распределения 
компонент плотности тока на поверхности зерка-
ла  и на поверхности облучателя . 
Напряженность стороннего электрического поля 



76

«Инфокоммуникационные технологии» Том 10, № 3, 2012

Клюев Д.С.

в случае симметричного запитывания обоих плеч 
удобно представить в виде:

Рис. 2. Диаграмма направленности зеркальной 
антенны с рефлектором в виде параболического 
цилиндра:  

Численные результаты
Полученная система решалась методом колло-

каций, в качестве точек коллокации были исполь-
зованы гауссовы узлы (нули полиномов Лежан-
дра). Чтобы учесть особенность поведения тока 
на кромках зеркала и кромках вибратора, будем 
считать, что неизвестные составляющие функ-
ции распределения плотности тока на поверхнос-
ти рефлектора и облучателя можно представить 
в виде рядов по полиномам Чебышева первого 

 и второго  рода с весовыми функция-
ми, причем эти ряды сходятся в среднем:

где  – неизвестные коэффициенты разложе-
ния функций  соответствен-
но;  – неизвестные коэффициенты разло-
жения функции  Гиперсингулярные 
интегралы вычислялись методом дискретных 
вихрей [10-11].

На рис. 2 представлены диаграммы направ-
ленности антенны с фокусом  и аперту-
рой  возбуждаемой вибратором длиной  

 и шириной , расположенным в фокусе 
зеркала (а – в вертикальной плоскости  , 
б – в горизонтальной плоскости  ). Диа-
грамма направленности излучающей системы 
определялась следующим образом [15]:

 компоненты вектора напря-
женности электрического поля  в дальней 
зоне (сферическая система координат).

Как видно из рис. 2, основная часть энергии 
падающей волны отражается от зеркала, при-
чем чем больше апертура, тем большая ее часть 
отражается, однако так как зеркало имеет конеч-
ные размеры, то часть ее проходит за него. В вер-
тикальной плоскости происходит фокусировка 
луча. Предложенную методику несложно обоб-
щить на зеркала более сложной формы (парабо-
лоид, гиперболоид и т.д.). Результаты расчетов 
совпали с результатами численного моделирова-
ния в системе CST Microwave Studio. Описанный 
выше численный алгоритм решения системы дву-
мерных ГСИУ обладает более быстрой сходимос-
тью и большей вычислительной устойчивостью 
по сравнению с известным методом дискретных 
вихревых рамок [10-11], что позволяет реализо-
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вывать его на компьютерах с относительно малой 
оперативной памятью.
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ОТ РЕДАКЦИИ
Публикуя настоящую статью не под рубрикой «Теоретические основы технологий передачи и 

обработки информации и сигналов», редакция, тем не менее, отмечает, что речь в ней идет не о 
создании зеркальных антенн или о совершенствовании методики математического моделирования 
излучающих систем данного типа, но о развитии перспективного метода решения одной из извест-
ных задач математической физики. Подтверждением правомерности этого является хотя бы тот факт, 
что в традиционной литературе по антенно-фидерным устройствам разделы «Излучение вибраторов, 
находящихся вблизи металлических тел» и «Зеркальные антенны» всегда разделены – по аналогии, 

CALCULATION OF PARABOLIC CYLINDER REFLECTOR ANTENNA 

Klyuev D.S.
The calculation of parabolic cylinder refl ector antenna by 2D singular integral equation (2DSIE) method 

is represented in this paper. The system of 2DSIE for surface current density on the refl ector and emitter 
calculation was reduced. The numerical algorithm of solving this system is represented. Radiation patterns 
of this antenna is represented.
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system of 2D singular integral equations, current density, radiation pattern.
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