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Предлагается метод распознавания групп сим-
метрий полутоновых изображений, основанный на 
использовании специального интегрального преоб-
разования.
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Введение
Изучение симметрии изображений является в 

настоящее время одним из активно развиваемых 
направлений теоретической информатики. Рабо-
ты в этой области активно стимулируются, в час-
тности, тем, что группы симметрий изображений 
не зависят от их размеров, поворотов, яркости, 
плотности и центрирования, являясь тем самым 
сильными дескрипторами изображенных объек-
тов [1-3]. 

В настоящей работе рассматривается задача 
распознавания группы симметрий изображения 
с точностью до изоморфизма. Для ее решения 
предлагается новое двумерное интегральное пре-
образование, являющееся непрерывным по пер-
вой переменной и дискретным по второй. Идея 
его построения основана [3] на рассмотрении 
Фурье-образа изображения в полярной системе 
координат, что позволяет трансформировать вра-
щения в сдвиги и находить инварианты изобра-
жения относительно преобразований симметрии. 

Отметим, что вводимое преобразование до 
некоторой степени аналогично так называемому 
преобразованию Фурье-Меллина [4], инвари-
антному относительно как сдвигов и вращений, 
так и масштабирования. Заметим, что последнее 
важно для эффективного решения задач совме-
щения изображений [5], однако избыточно при 
распознавании симметрии, а использование 
преобразованием Фурье-Меллина полярноло-
гарифмической системы координат приводит к 
значительным вычислительным сложностям. В 
частности, основанный на нем метод [6] распоз-

навания симметрии требует априорного знания 
координат центра симметрии. 

Предлагаемый в работе подход свободен от 
указанных недостатков. Простота аналитическо-
го выражения рассматриваемого преобразования 
позволяет в непрерывном случае сформулировать 
его свойства в окончательной форме. На их осно-
ве устанавливается ряд следствий, позволяющих 
эффективно распознавать группу симметрий. Ра-
бота выполнена при поддержке РФФИ, проекты 
№ 11-07-00591 и №13-07-00327.

Группа симметрий изображения
Будем считать, что на действительной плос-

кости  введена декартова система координат 
 Под изображением (точнее, под плоским 

непрерывным полутоновым финитным изобра-
жением) будем понимать неотрицательную дейс-
твительную ограниченную функцию  
определенную всюду на , но отличную от нуля 
только внутри некоторой области  конеч-
ного диаметра. Чтобы ввести понятие группы 
симметрий, рассмотрим следующие элементар-
ные преобразования изображений:

1) сдвиг  на вектор 
 

2) вращение  на угол  вокруг начала ко-
ординат O:

3) отражение M относительно оси : 

Рассматривая их композиции, получаем бо-
лее сложные преобразования. В частности, нам 
понадобится преобразование  отражения от-
носительно прямой  проходящей через точку 

 и наклоненной к оси  на угол  
Как нетрудно показать, 
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Определение 1. Будем говорить, что изобра-
жение  обладает отражательной симметрией 
относительно прямой  (или симметрично от-
носительно ), если  для 
всех  При этом  называется осью 
симметрии.

Чтобы ввести понятие вращательной симмет-
рии, рассмотрим преобразование  вращения 
на угол  вокруг точки 

Определение 2. Будем говорить, что изоб-
ражение  обладает вращательной симмет-
рией бесконечного порядка в точке  если 

 для всех  Если же найдется угол 
 такой, что  

но  для всех меньших углов  
 то в точке  изображение имеет 

вращательную симметрию порядка  
где, как нетрудно заметить, число  явля-
ется целым. Точка  называется центром враща-
тельной симметрии.

Всевозможные композиции элементарных 
преобразований сдвигов  вращений  и 
отражения M образуют бесконечную группу пе-
ремещений Г, являющуюся подгруппой группы 
всех аффинных преобразований плоскости [7]. 
Таким образом, Г естественно действует на мно-
жестве изображений. 

Определение 3. Группой симметрий изобра-
жения  называется его стабилизатор  в 
группе перемещений. Другими словами, это мно-
жество всех тех перемещений плоскости, кото-
рые не изменяют данное изображение.

Рис. 1. Примеры изображений с небольшими  
группами симметрий

Классы изоморфизма групп симметрий фи-
нитных изображений хорошо известны [7]. Это 
либо 

а) конечные циклические группы  порядка  
 порождаемые вращением вокруг точки a 

на угол  (случай  соответствует от-
сутствию нетривиальных симметрий), либо 

б) конечные диэдральные группы  порядка  
 порождаемые отражением относитель-

но некоторой прямой и вращением порядка  с 
центром на даннной прямой, либо 

в) бесконечная ортогональная группа  
являющейся группой симметрий окружности.

Заметим, что обычно считается, что диэдраль-
ная группа  имеет порядок  Нам будет 
удобно рассматривать также группу  порядка 
2, порождаемую единственным отражением, от-
личая ее от группы  порождаемой вращени-
ем на 180°. Несмотря на изоморфизм  
соответствующие этим группам симметрии раз-
личны (см. рис. 1). В данной работе рассматри-
вается проблема распознавания симметрии плос-
кого финитного изображения, заключающаяся в 
нахождении его группы симметрий с точностью 
до изоморфизма.

Распознавание симметрии  
непрерывных изображений
Введем интегральное преобразование, играю-

щее ключевую роль в нашем подходе к проблеме 
распознавания симметрии. Оно основано на дву-
мерном преобразовании Фурье, определяемом 
[8] следующим образом: 

где сходимость немедленно вытекает из нало-
женных на функцию  ограничений. Фу-
рье-образ  определен на плоскости  
называемой частотной областью. Введем в ней 
полярную систему координат  с тем же са-
мым началом O и с полярной осью  , сов-
падающей с положительной полуосью  Рас-
смотрим Фурье-образ  в этой системе, 
полагая

Наложим на функцию  еще одно ограниче-
ние. Поскольку реальные изображения являются 
гладкими, условимся считать  бесконечно 
дифференцируемой в каждой точке по любому 
направлению. Тогда для всякого фиксированно-
го полярного угла  модуль функции 
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 быстро убывает с ростом радиуса  что 
гарантирует корректность определения следую-
щего преобразования:

где непрерывная переменная  принимает все-
возможные действительные значения, а диск-
ретная переменная  пробегает множество всех 
целых чисел  Таким образом,  мож-
но считать комбинацией некоторого одномерно-
го преобразования Фурье (по переменной  и 
коэффициентов ряда Фурье (по переменной  
Функцию  условимся называть H-обра-
зом изображения  при его H-преобразовании 

 Ее можно рассматривать как бесконечную 
(в обе стороны) последовательность функций 

Рассмотрим свойства преобразования  
Прежде всего отметим, что поскольку оно зависит 
только от энергетического спектра изображения, 
H-преобразование не является ни обратимым, ни 
линейным. Покажем, как меняется H-образ изоб-
ражения при его сдвигах и вращениях. 

Утверждение 1. Преобразование  инва-
риантно относительно сдвигов. При вращении 
изображения  на угол  вокруг произвольной 
точки его H-образ умножается на фазовый мно-
житель :

Тем самым модуль H-образа изображения ин-
вариантен как относительно сдвигов, так и отно-
сительно вращений.

Рассмотрим отражения  изображения от-
носительно некоторой прямой .

Утверждение 2. Если прямая  образует с 
осью  угол  а H-образ исходного изображе-
ния  равен  то

Таким образом, получаем следующий тест на 
отражательную симметрию изображения.

Следствие 1. Если изображение  симмет-
рично относительно некоторой прямой, образу-
ющей с осью Ox угол α, то для H-образа этого 
изображения выполняется тождество

В частности, если для некоторых значений пе-
ременных  справедливо неравенство 

то изображение не обладает отражательной сим-
метрией. Аналогичный результат о вращательной 
симметрии изображения имеет следующий вид. 

Утверждение 3. Если изображение  име-
ет бесконечную группу симметрий  то 

 для всех . Если же группа 
симметрий  конечна и содержит вращение 
порядка  то 

Другими словами, периодическое появление 
в последовательности  нулевых функций 
указывает на вращательную симметрию изоб-
ражения, причем «ширина нулевого интервала» 
связана с порядком симметрии.

Рис. 2. Вид H-преобразования изображения 
c вращательной симметрией 

Из предыдущих результатов вытекает тест на 
диэдральность группы симметрий изображения.

Следствие 2. Если изображение  имеет диэд-
ральную группу симметрий порядка  то

где  является углом наклона произвольной оси 
отражения данного изображения к  Коррект-
ность данного утверждения следует из того, что 
разность углов наклона двух различных осей от-
ражения всегда кратна 

иначе
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Распознавание симметрии цифровых 
изображений
Реализация предложенного метода распоз-

навания симметрии для практически значимого 
случая цифровых изображений имеет ряд осо-
бенностей. Обсудим их подробнее, предполагая 
для простоты изложения, что размер изображе-
ния нечетен. 

Для фиксированного положительно-
го нечетного целого  
рассмотрим в дискретной плоскости  
квадрат  Произ-
вольную неотрицательную ограниченную фун-
кцию  дискретных аргументов 

 назовем цифровым изображением разме-
ра . Под его диаметром будем понимать 
наименьшее целое  такое, что 

 всюду вне некоторого квадрата

Рассмотрим в области S двумерное дискрет-
ное преобразование Фурье (ДПФ):

Его частотная область  представляет со-
бой дискретный тор T, получающийся из квадра-
та S отождествлением противолежащих сторон. 
Заметим, что частотную область непрерывного 
преобразования Фурье можно считать сферой 
(после добавления бесконечно удаленной точки). 
Различная топология этих областей приводит к 
отличиям в свойствах непрерывного и дискрет-
ного преобразований Фурье. В частности, дока-
зательства утверждений предыдущего раздела 
существенно опираются на то, что непрерывное 
преобразование Фурье коммутирует с вращени-
ями,  Для цифровых изображений 
даже корректное определение вращения явлется 
нетривиальной задачей, допускающей различные 
решения. Обычно вращение вводится как

 где

 
а  означают ближайшие целые к X и Y 
соответственно. Условимся называть  диск-
ретным вращением. Как нетрудно заметить, ДПФ 
уже не коммутирует с . Вместе с тем можно 
показать, что для цифровых изображений фикси-
рованного диаметра  имеет место сходи-
мость

что позволяет использовать результаты предыду-
щего раздела в дискретном случае при выполне-
нии условий 

Кроме того, в то время как в непрерывном случае 
началом полярной системы координат в частотной 
области может быть только (0, 0), в дискретном слу-
чае в этом качестве можно использовать также точ-
ку, «диаметрально противоположную» (0, 0) на торе 
T. Соответственно возникают два варианта диск-
ретного H-преобразования, которые естественно 
назвать низкочастотным  и высокочастотным 

 Свойства этих преобразований дополняют 
друг друга, и их можно использовать для распозна-
вания симметрии совместно. Для построения  
рассмотрим в частотной области T «полукруг» 

и определим отображение  как 
 где 

Для ДПФ  построим 

и определим низкочастотное H-преобразова-
ние следующим образом: 

 

Смещая начало координат, аналогично можем оп-
ределить  На рис. 3 показана визуализация мо-
дулей H-преобразований последнего из изображений 
рис. 1. Их характерная симметричность указывает на 
отражательную симметрию исходного изображения.

Рис. 3. Модули H-преобразований изображе-
ния с группой симметрий 

.
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Заметим, что наиболее естественное определение 
функции  с помощью отображения P не свободно 
от недостатков. Действительно, P не является, вооб-
ще говоря, ни инъективным, ни сюръективным, что 
связано с принципиальной невозможностью вполне 
адекватного определения полярной системы коорди-
нат на дискретной плоскости [9]. На практике луч-
шие результаты дает использование функции

где  а  определяется следующим 
образом: рассмотрим отображение  
такое, что  где 

причем  (В некотором 
смысле  подобно обратному к  Теперь 
если  то по-
ложим  в противном случае 

 Выбор значения коэффициента  
зависит от специфики решаемой задачи; в данной 
работе полагалось 

Рассматривая применимость результатов пре-
дыдущего раздела к цифровым изображениям, 
следует учитывать, что даже абсолютно симмет-
ричный относительно некоторой оси отражатель-
ной симметрии объект может потерять эту симмет-
ричность при поворотах изображения. Поэтому 
анализ H-преобразований, превращающихся для 
цифровых изображений в  
следует проводить статистическими методами.

Несмотря на то что приведенные выше резуль-
таты дают только необходимые условия наличия 
симметрий изображений, они позволили коррект-
но распознать группы симметрий в сделанных тес-
товых примерах.

Выводы
Предложен метод распознавания групп сим-

метрии плоских финитных изображений, осно-

ванный на рассмотрении симметрий в частотной 
области. Вводится интегральное преобразование, 
позволяющее получить эффективно вычислимые 
инварианты изображений. 
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sidered.
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