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В настоящее время актуальной проблемой при 
исследовании трафика мультисервисной сети явля-
ется наличие самоподобия, которое оказывает влия-
ние на характеристики в узле обработки пакетов. В 
статье рассматриваются вопросы разложения произ-
вольных функций в ряды экспонент и аппроксима-
ция произвольной плотности распределения вероят-
ностей (ПРВ) методом Прони.

Ключевые слова: самоподобный процесс, плот-
ность функции распределения, аппроксимация 
плотности вероятности, метод Прони.

Введение. Метод Прони
Метод Прони – это метод моделирования вы-

борочных данных в виде линейной комбинации 
экспоненциальных функций (экспонент). При по-
мощи данного метода осуществляется аппрокси-
мация функций с использованием некоторой де-
терминированной экспоненциальной модели [1].

Пусть статистические характеристики ин-
тервалов времени между пакетами и случайные 
длительности обслуживания подчиняются рас-
пределениям с «тяжелыми» хвостами: Вейбулла, 
Парето, логнормальное. Необходимо найти ап-
проксимацию этих законов рядами экспоненци-
альных функций.

Функция распределения Вейбулла имеет вид:

     
где  – параметр формы;  – масштабный пара-
метр [2], которому соответствует плотность рас-
пределения:

     .                             (1)

Используя метод Прони (общего вида), ап-
проксимируем функцию ПРВ Вейбулла суммой 
экспонент [3].

Выберем известные значения (отчеты) фун-
кции  при 

Будем искать аппроксимирующую функцию 

                       

(2)

где .
Пусть функция  такова, что существуют 

коэффициенты [3]
 

 

при которых сумма  в (2) интерполирует 
 в узлах  Пусть многочлен
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                          (3)

имеет нулями числа  
Тогда для каждого  имеет место ра-
венство [3]:

.
     

(4)

Решим систему (5) при известных значениях 
 найдем коэффициенты  и затем вычи-

слим нули , используя многочлен (3).
Отсюда найдем искомые значения величин:

        
(5)

Если значение  берем его со знаком ми-
нус. Преобразуем (2) в следующем виде. Если 

  – экспонента с вещественным показателем, 
то соответствующее слагаемое оставим без из-
менения. Если  образуют комплексно-
сопряженную пару  то заменим  на 

 на 
Для упрощения примем  тогда по из-

вестным значениям  и  найдем коэффици-
енты , решив систему уравнений

                       

(6)

Алгоритм аппроксимации функции 
ПРВ с помощью метода Прони
Для аппроксимации произвольной ПРВ методом 

Прони необходимо выполнить следующие действия.
1. Решить систему уравнений (4), чтобы найти 

коэффициенты .
2. Найти нули функции  по формуле (3).
3. Вычислить через (5) коэффициенты 
4. Решить систему уравнений (6), найти коэф-

фициенты  и записать выражение (2).
Реализуем данный алгоритм для функции 

ПРВ Вейбулла  (1) при  (см. 
рис. 1). В нашем случае рассматриваем отчеты 
для случая N = 20.

Рис. 1. Функция ПРВ Вейбулла при 

Численные значения искомых коэффициентов 
представлены в таблице 1.

Таблица 1. Значения коэффициентов ПРВ Вейбулла

При построении модели (см. рис. 2) учтено, 
что аппроксимирующее выражение для ПРВ 
должно удовлетворять условию нормировки 

 
Выражение нормирующей кон-

станты 

Результат аппроксимации ПРВ Вейбулла 
(const = 63371, при нижнем пределе x = 0 и верх-
нем х = 4) представлен на рис. 2. Аналитическое 
выражение аппроксимирующей функции имеет 
вид:

  

(7)

Рис. 2. Сравнение двух ПРВ Вейбулла
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После построения аппроксимирующей фун-
кции  заметим, что некоторые ее значения 
находятся в отрицательной области. Для удовлет-
ворения свойству ПРВ будем искать исправлен-
ное значение  из условий

     

(8)

где  – это отрезок, при котором 
 – положительные веса, 

определяемые экспериментально из необхо-
димых условий минимума функционала по-
лученной системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ). Находим СЛАУ, решая 

 относительно 
Для нашего случая

Затем подставляем в (7) найденные значения   
приравнивая весовые функции  полу-
чаем следующую аппроксимацию.

Погрешность отклонения аппроксимирующей 
функции  зависит от некоторых 
величин  В нашем случае, если учесть 
при построении функции  величины откло-
нений ; аппроксимация ПРВ 
Вейбулла  наиболее близка к реальной. 

Рис. 3. Сравнение двух ПРВ Вейбулла с учетом  
условия (8)

Для распределения Парето реализуем анало-
гичный алгоритм аппроксимации ПРВ методом 
Прони. Плотность распределения Парето имеет 
следующий вид (см. рис. 4):

 

где  – параметр формы,  – масштабный па-
раметр [2].

Рис. 4. Функция ПРВ Парето при 

Таблица 2. Значения коэффициентов ПРВ Парето
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Рис. 5. Сравнение двух ПРВ Парето

Результат аппроксимации ПРВ Парето (const 
= 8,82912E+14, при нижнем пределе x = 0 и вер-
хнем х = 4) представлен на рис. 5. С учетом от-
клонений  получим аппрокси-
мирующую функцию  которая наиболее 
близко приближается к реальной ПРВ Парето 

 – см. рис. 6.

Рис. 6. Сравнение двух ПРВ Парето  с учетом 
погрешности

Для логнормального распределения реализу-
ем аналогичный алгоритм аппроксимации ПРВ 
методом Прони. Плотность логнормального рас-
пределения имеет вид:

 

где  – параметр формы,  – масштабный пара-
метр [2].

Результат аппроксимации ПРВ логнормально-
го распределения (const = 2,52725E+11, при ни-
жнем пределе x = 0 и верхнем х = 3) представлен 
на рис. 8. В нашем случае, если учесть при по-
строении функции  условие (8) и величины 
отклонений ; получим резуль-
тат, показанный на рис. 9.

Рис. 7. Функция ПРВ логнормального распределения 
при 

Таблица 3. Значения коэффициентов логнормальной 
ПРВ

Рис. 8. Сравнение двух ПРВ логнормального 
распределения

Рис. 9. Сравнение двух ПРВ логнормального 
распределения с учетом (8)
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Заключение
При реализации данного алгоритма точность 

аппроксимации зависит от количества выбран-
ных на начальном этапе отчетов N функции  
которую необходимо интерполировать. В статье 
рассмотрены частные случаи для наиболее из-
вестных распределений с «тяжелым» хвостом, 
так как на практике и в многочисленных публи-
кациях доказано, что реальный трафик сети по 
своим свойствам приближен к ним.

Таким образом, аппроксимация суммой зату-
хающих экспонент может описать функцию ПРВ. 
Анализ и расчет характеристик мультисервисно-
го трафика, поступающего на вход и обслужи-
ваемого в звене системы, является актуальной 
задачей. Данный алгоритм может также подхо-
дить для исследования частных случаев аппрок-
симации ПРВ, по законам которых циркулируют 
пакеты трафика в системе СМО типа G/G/1, при 
условии вещественного значения . При иссле-
довании функции ПРВ [4] необходимо учитывать 

свойства самоподобия трафика [5] и произволь-
ный процесс обслуживания.
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At present the actual problem in the study of traffi c multiservice network is the presence of self-similarity, 

which infl uences the characteristics of the node processing packages. In the ar-ticle the questions of the de-
composition of arbitrary functions in series of exponents and ap-proximation of an arbitrary density of dis-
tribution of the Prony method.
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Показаны перспективы развития волоконно-опти-
ческих систем передачи (ВОСП), которые обуслов-
ливают возрастание роли метрологического обеспе-
чения измерений параметров волоконно–оптических 
линий передачи (ВОЛП) в процессе эксплуатации, 
повышение точности и надежности полученных ре-
зультатов. Рассмотрены области применения метода 

обратного рассеяния и доказана необходимость учета 
влияния уровня шумов рефлектограммы на погреш-
ность измерения затухания оптической линии и ее 
отдельных фрагментов. Исследованы погрешности 
измерения коэффициента затухания и затухания сое-
динений оптических волокон (ОВ) в зависимости от 
отношения сигнал/помеха (SNR) и протяженности 
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