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Предложен алгоритм декодирования полярных 
кодов с учетом процедуры формирования цело-
численных индексов мягких решений в последо-
вательном декодере Арикана с использованием 
свойств графа Таннера, позволяющий уменьшить 
вероятность ошибки на бит за счет снижения вли-
яния фактора лавинообразного распространения 
ошибочных решений на каждом этапе обработки 
данных. Рассмотрена схема полярного кодирования 
в системе стирающего канала связи с использова-
нием широкого интервала стирания для реализации 
универсального метода формирования целочислен-
ных индексов мягких решений.
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на, полярный код, мягкие решения, индексы мягких 
решений, граница Бхаттачария, стирающий канал, 
граф Таннера, кластерное разбиение.

Введение
Современный этап развития сетевых техно-

логий характеризуется постоянным поиском 
новых решений для повышения пропускной 
способности каналов связи сетевых структур 
с выполнением заданных требований по до-
стоверности. Одним из предложений в этой 
предметной области явились полярные коды 
(ПК), которые способны в каналах с гауссов-
ским шумом достигать пропускной способно-
сти двоичных симметричных каналов (ДСК) 
без памяти [1]. 

Технология обработки ПК опирается на 
преобразование непрерывного канала связи 
в систему векторных каналов с перекрестны-
ми связями и полным исключение из анализа 
принятой последовательности тех каналов, в 
которых передача битов оказывается заведомо 
ненадежной. Пропускную способность таких 
каналов принято считать равной нулю (каналы 
считаются «замороженными»), а восстановле-
ние данных осуществляется за счет информа-
ции, полученной из надежных каналов. Путем 
использования ПК достигается повышение 
энергетической эффективности системы свя-
зи в целом. Однако структура ПК не лишена 
недостатков: результат каждого шага декоди-
рования полностью зависит от достоверности 
оценок информационных битов предшествую-
щих шагов [2]. 

Полярное кодирование
Положительную роль в преодолении этой за-

висимости играют мягкие методы обработки дан-
ных [3]. Рассматриваемая структура ПК является 
типичным представителем класса блоковых ко-
дов. Для определения возможностей таких кодов 
по коррекции ошибок необходимо оценить их 
граничные параметры. В случае линейного кода 
при фиксированных длине комбинации N и числе 
информационных разрядов K можно получить 
верхнюю и нижнюю границы для наибольшего 
минимального расстояния. В качестве верхней 
границы целесообразно использовать границу 
Бхаттачария, которая определяется на основе зна-
ния условных выходных распределений. Граница 
Бхаттачария является мерой вероятности ошибки 
и определяется как:

                            (1)

где  – условные распределения, 
имеющие равновероятностный характер. В рабо-
те [4] было показано, что в случаи ДСК граница 
Бхаттачария равна: 

                               (2)

Применив неравенство Шварца к выражению 
(2), получим верхнюю и нижнюю границы для 
параметра Бхаттачария, которые равны . 
Для канала с двоичным входом выражение при-
мет вид [4]:

    (3)

где M – число кодовых векторов в ансамбле. При 
этом для линейных кодов, используемых в этом 
классе каналов, вероятность ошибки определена 
без учета ансамбля сигналов (использовано в ка-
честве ограничения по сумме):

                          
(4)

где  – веса  ненулевых кодовых слов.  
При  для всех  существует орто-
гональный код, такой, что  при всех 

. В этом случае получаем границу [4]:
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                 (5)

Легко заметить, что показатель экспонен-
ты в выражении (5) больше, чем в (3), то есть 

 причем 
равенство выполняется тогда и только тогда, 
когда . Из выражений (1) и (2) видно, что 
случай  описывает каналы без шума и что 
с увеличением шума Z растет монотонно так, что 
канал становится бесполезным при  [4]. 
Таким образом, при конструировании линейных 
кодов целесообразно рассматривать ансамбль 
кодовых векторов, вычленяя «плохие» кодовые 
комбинации. Подобная задача формулировалась 
в [4]. В ней оценивалась вероятность ошибки по 
ансамблю кодовых векторов с выбрасыванием 
тех, для которых . Однако широкое при-
менение и развитие данная концепция получила 
в работах Э. Арикана [1].

Целью применения ПК является создание та-
кой решающей схемы, при котором  
тем самым вероятность ошибочного приема так-
же стремится к нулю, как было сказано ранее. 
Концепция формирования ПК построена на базе 
ядра Арикана. Ядром Арикана называют матрицу  

 
а через величину  обозначают

 
ее m-ую кронекеровскую степень, в основе кото-
рой лежит кронекеровское (прямое) произведение 
матриц [1]. Для получения требуемого выходного 
вектора необходимо произвести преобразование 
последовательности таким образом, чтобы номер 
новой позиции i-го элемента получился как обрат-
ная запись числа i, то есть полярное представле-
ние. Например,  
Таким образом, для получения соответствующей 
матрицы необходимо ввести матрицу перестано-
вок 

Результирующая матрица  определяется 
следующим выражением:

                               (6)

Для осуществления операции поляризации 
необходимо произвести трансформацию скаляр-
ного канала в векторный канал, отождествляя 
его с функцией плотности условной вероятности 
выходного символа [2]. Это достигается за счет 
создания копий ДСК рекурсивным способом, 
как представлено на рис. 1. Рекурсия начинает-
ся с 0-го уровня (n = 0) посредством применения 
только одного экземпляра , и ему ставится в со-
ответствие . 

На первом уровне рекурсии схема сочетает в 
себе две независимых копии  тем самым мы 
получаем канал  с вероятностью переходов 

 Схе-
ма построения такой системы кратна степени 2 
начиная с нуля. На рис. 1 матрица перестановок 

 имеет входы 
 

Рис. 1. Рекурсивный способ формирования  кодового 
вектора

Общая форма рекурсивной зависимости равна  
 Стоит отметить, 

что процесс формирования матрицы перестано-
вок  удовлетворяет следующим соотношени-
ям (для случая, когда m = 2):

 

       

Очевидно, что связи между входами и выхода-
ми формируются исходя из правила: входы ран-
жируются по четным и нечетным номерам (за-
висит от нулевой точки – нумерация с нуля или 
единицы), им ставятся в соответствие выходы, 
нумерация которых осуществляется строго по 
порядку с нулевой точки.

Матрица , как отмечалось ранее, получа-
ется посредством прямого произведения матриц  
F. Длина блока N определяется кронекеровской 
степенью . То есть при m = 1 матри-
ца G равна ядру Арикана, при m = 2 и m = 3 имеем 

 соответственно. При  кана-
лы  будут либо полностью бесшумные, либо 
полностью ненадежные. В связи с этим информа-
ционные символы  передаваемые по каналам 
с низким уровнем достоверности, можно считать 
всегда фиксированными («замороженными»). 
Рассмотрим принцип фиксации каналов на осно-
ве матрицы . Строкам матрицы  с весом 
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 поставим в соответствие каналы с фикси-
рованными значениями равными нулю на основе 
правила Рида-Маллера, как представлено на рис. 
2. Необходимо обратить внимание, что модифи-
цированная матрица  степени m = 3, образу-
ется из строк матрицы  с весом .

Таким образом, мы переходим из простран-
ства 2M в пространство M, поставив данным ка-
налам в соответствие нулевое значение (коды с 
выбрасыванием). 

 

Рис. 2. Принцип фиксации зашумленных каналов

Это позволяет уменьшить вероятность ошиб-
ки для систем передачи данных. Однако стоит 
отметить, что для корректной оценки кодового 
вектора, как отмечалось ранее, целесообразно ис-
пользовать границу Бхаттачария. Ранговый век-
тор  определя-
ется через рекурсивное соотношение по четным 
и нечетным каналам [5-6]:

                     

(7)

Для матрицы  ранговый вектор равен 
 = (0,996; 0,88; 0,81; 0,32; 0,68; 0,191; 0,121; 

0,004). 
При сопоставлении двух векторов  

(первый представлен на рис. 2.) можно заметить, 
что высказанная теория об оценки канала связи 

посредством параметра Бхаттачария дает иден-
тичные результаты по отношению к правилу Ри-
да-Маллера. Данное сопоставление представле-
но в таблице 1.

Из таблицы 1 видно, что «замороженным» 
каналам ставится в соответствие параметр Бхат-
тачария . Как отмечалось ранее, при 

 мы получим полностью зашумленные ка-
налы, передача по которым нецелесообразна. В 
связи с этим данные, полученные из источника 
сообщений, передаются через каналы с номерами 
(3, 5-7). Введем множество , элементы которо-
го полностью идентичны номерам каналов связи 
и равны  При применении 
правила Рида-Маллера или оценки по параметру 
Бхаттачария множество  распадается на два 
подмножества  – множество но-
меров «незамороженных» каналов связи, а  – 
множество «замороженных» каналов.

Матрица  также распадается на две под-
матрицы  – матрица, строки 
которой имеют вес  а  – матрица, 
где .

Общий вид выражения для получения выход-
ного вектора  определяется следующим со-
отношением:

           
(8)

где  – символы, соответствующие «незаморо-
женным» каналам связи,  – «заморожен-
ным». 

Пропускная способность канала 
со стираниями
Применение мягких методов обработки при-

нятых данных позволяет добиться дополнитель-
ного энергетического выигрыша, а применение 
ПК является новым развитием системы комбина-
ции кодовых методов обработки информации. В 
[7] было показано, что пропускная способность 
ДСК определяется соотношением С, где  – ве-
роятность ошибки на бит. В случае применения 
двоичного стирающего канала связи (ДСКС) про-

Таблица 1. Сопоставление векторов 
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пускная способность равна с, где q – вероятность 
стирания, а p – вероятность ошибки нестертого 
символа. 

Очевидно, что  причем равен-
ство достигается при . Обозначим через 

 пропускную способность канала связи при 
мягких методах (МД) обработки символов, тогда 

 В случае формирования ин-
дексов мягких решений (ИМР) на основе стира-
ющего канала связи значения  при разных ин-
тервалах стирания  могут быть представлены 
кривыми на рис. 3.

 

Рис. 3. Зависимость пропускной способности от ши-
рины интервала стирания при разных  отношениях 
«сигнал/шум»

Величина  определяется в 
дБ, где  – энергия сигнала на бит, а  – спек-
тральная мощность белого гауссовского шума. 
Под ИМР понимается мягкая оценка жесткого 
решения, вырабатываемая демодулятором. Как 
показано в [3], подобная оценка в целочисленном 
формате без знания статистических характери-
стик канала связи определяется следующим со-
отношением:

                (8)
где  – математическое ожидание модули-
руемого параметра. Подобный подход полезен 
в условиях быстрого переключения в процессе 
передачи с одного канала на другой. Доказано, 
что пропускная способность ДСК может дости-
гать значения 1 за счет применения схемы по-
лярного кодирования, а применение мягких ме-
тодов обработки символов способствует более 
быстрому достижению этого предела [1; 8]. В 
процедуре декодирования ПК была установле-
на целесообразность применения целочислен-

ных ИМР [2], а их применение способствует 
уменьшению вероятности ошибки в последова-
тельном декодере Арикана.  Подобные оценки 
могут быть сформированы в стирающем канале 
связи без знания статистических характеристик 
этого канала [3].

Последовательный декодер Арикана
В основе построения последовательного деко-

дера Арикана лежит подсчет логарифмического 
отношения правдоподобия (ЛОП) с учетом оце-
нок предыдущих символов. При поступлении 
кодового вектора декодер производит оценку и 
принимает решение на основании алгоритма, 
указанного ниже.

Для каждого  Если  
тогда . Иначе вычислим оценку

 

     
Стоит отметить, что декодер принимает жест-

кое решение, что приводит к возникновению 
лавинообразного распространения ошибок в 
случае появления таковых на более ранних ша-
гах декодирования. Последовательный декодер 
Арикана производит вычисление и выносит ре-
шение путем сравнения с пороговым значением, 
которое равно нулю. Вычисление осуществляет-
ся по формуле:

   
(9)

В данной работе предложено, что декодер про-
изводит не просто вычисление  
для оценки символа по отношению к пороговому 
значению, а дополнительно для каждого бита со-
общения производит вычисление ИМР с целью 
оценки надежности. В большинстве аналитиче-
ских оценок эффективности процедуры мягкого 
декодирования помехоустойчивых кодов в каче-
стве ИМР символов принимается значение ЛОП. 
Этот параметр для двоичных систем модуляции 
определяется как:

 

              

(10)

где  – возможные значения переданного 
бита;  – принятый уровень сигнала. Для одного 
принятого символа , а значение ЛОП для 
канала с независимым потоком ошибок в усло-
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виях применения двоичной фазовой модуляции 
определятся выражением [9]:

   
(11)

где  – дисперсия шума. В случае применения 
каналов с общими замираниями и коэффициен-
том затухания  выражение для ЛОП принимает 
вид

                      

 (12)

В выражении (10) отсутствует параметр  . 
Проведенными статистическими испытаниями 
показано, что знание параметра  необходи-
мо при больших отношениях «сигнал/шум», а 
при малых отношениях «сигнал/шум» ИМР [10] 
определяется с некоторой погрешностью, харак-
тер которой выявлен с помощью метода по соот-
ношению

     

(13)

где  – i-ый интервал гистограммы, опреде-
ленный методом логарифмического отношения 
правдоподобия, а  – интервал гистограм-
мы, вычисленный по методу стирающего канала 
связи. В результате сравнения указанных гисто-
грамм были получены результаты, приведенные 
на рис. 4.

 
Рис. 4. Зависимость  от соотношения  «сигнал/шум»

При реализации подобного решения необходи-
мо учитывать тот факт, что при получении ИМР 

для каждого бита сообщения значения ряда из 
них будут находиться в зоне неопределенности, 
что будет служить сигналом для декодера о низ-
кой степени достоверности. Таким образом, необ-
ходимо дополнительно реализовать блок буфери-
зации, в котором будут храниться номер позиции 
символа и номер шага декодирования. Подобный 
подход увеличивает список декодирования, одна-
ко позволяет уменьшить вероятность ошибки при 
последовательной обработке входного вектора. 

Будем считать, что на длине кодовой комбина-
ции канал является локально стационарным, тог-
да вероятность резкого увеличения количества 
списков сравнительно мала. Вычисление исход-
ного кодового вектора по разным спискам при-
водит к получению ряда кодовых конструкций, 
выбор из которых осуществляется по принципу 
максимального правдоподобия. 

Декодирование на основе графа 
Таннера
Построение двудольного графа Таннера для 

последовательности N = 8 позволяет установить 
связи между исходными символами кодовой по-
следовательности и символами выходного век-
тора после преобразования через матрицу . 
Данная зависимость представлена на рис. 5. По-
добный подход не имеет такого недостатка, как 
лавинообразное распространение ошибок, в силу 
наличия проверочных уравнений. Кроме того, 
применения ИМР также снижает вероятность 
ошибки декодирования.

Рис. 5. Связи векторов  

Запишем уравнения связи:

Для осуществления декодирования необхо-
димо произвести процедуру, представленную 
на рис. 6. Применение процедуры списочного 
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декодирования позволяет использовать метод 
разбиения пространства кодовых комбинаций 
на кластеры [3]. Поскольку номера кластера мо-
гут определяться любой позицией кодовой ком-
бинации, целесообразно в последующем огра-
ничивать список кодовых комбинаций группой 
комбинаций кластера. Разбиение на кластеры 
обеспечивает повышение скорости процедуры 
декодирования.

 

Рис. 6. Декодирование на основе графа Таннера

Заключение
Применение принципа выбрасывания «пло-

хих» кодовых векторов позволяет сформировать 
ансамбль сигналов из наиболее разнесенных 
кодовых последовательностей. Использование 
границы Бхаттачария обеспечивает возможность 
получить оценку кодового ансамбля до процесса 
передачи закодированного сообщения, что под-
черкивает целесообразность его применения в 
рамках поставленной задачи. 

Универсальность метода формирования це-
лочисленных ИМР обеспечивает снижение ве-
роятности ошибки в декодере Арикана за счет 
сопровождения каждого принятого символа соот-
ветствующим мягким решением. Это позволяет 
декодеру целенаправленно выполнять процедуру 
рекурсии с меньшим риском размножения ошибок.  

Расширение списка декодирования в классиче-
ской процедуре декодирования по Арикану увели-

чивает вычислительные затраты декодера, а также 
требует дополнительной оперативной памяти и, 
как следствие, повышение сложности процессора 
декодера. Применение кластерного подхода по-
зволяет повысить скорость составления списка, 
ограничив его степенью двойки, зависящей от чи-
сла битов, входящих в номер кластера. 
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DECODING POLAR CODES IN DECODER OF ARIKAN 
ON BASED INDEXES SOFT-DECISIONS

Gladkikh A.A., Chilikhin N.Y.

An algorithm decoding of polar codes based on the procedure of forming integer indices soft decisions 
in sequential decoder Arikan properties using Tanner graph, which allows to reduce the bit error rate due 
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В статье предлагается новый подход формирова-
ния спектрально-эффективных сигнально-кодовых 
конструкций (СКК) на основе приенения нового 
ортогонального сигнального базиса. Применение 
базиса собственных векторов, согласованных с па-
раметрами канала связи, позволяет получить СКК, 
спектральная эффективность которых на 20% пре-
восходит используемые в настоящее время СКК 
OFDM.

Ключевые слова: OFDM, сигнально-кодовая кон-
струкция, канал связи, канальные сигналы, концен-
трация энергии, собственные векторы, спектральная 
эффективность, энергетическая эффективность.

Постановка задачи
Увеличение потребности абонентов в инфор-

мационном обмене независимо от их местопо-
ложения привело к интенсивному развитию и 
внедрению беспроводных систем передачи ин-
формации (БСПИ), однако в настоящее время 
возникла ситуация, когда радиочастотный ресурс 
для них практически исчерпан. Поэтому даль-
нейшее увеличение скорости передачи инфор-
мации посредством БСПИ не представляется 
возможным – хотя спрос мобильных пользова-
телей на современные мультисервисные услуги 
с требуемым высоким качеством обслуживания 
непрерывно возрастает. В связи с этим все более 
актуальной становиться проблема повышения 
эффективности БСПИ – как существующих, так и 
проектируемых в настоящее время. Эта проблема 
носит системный характер, так как, с одной сто-
роны, обусловлена необходимостью повышения 
спектральной эффективности БСПИ, а с другой 
стороны, требует обеспечение заданного уровня 
достоверности передаваемой информации [1-2]. 

Среди известных способов решения указан-
ной проблемы наиболее перспективны считается 
применение спектрально-эффективных сигналь-
но-кодовых конструкций (СКК) на основе орто-
гональных сигнальных базисов OFDM (Ortogonal 
Frequency Division Multiplex), которые нашли 
практическое применение в современных БСПИ 
типа Wi-Fi, WiMAX, LTE [3-5]. Но достичь по-
тенциально возможную спектральную эффектив-
ность в этих системах при использовании указан-
ных сигнально-кодовых конструкций не удается, 
так как в них в качестве модулирующих исполь-
зуются импульсы с прямоугольной формой, что 
не позволяет достичь максимальной концентра-
ции энергии в заданном частотном интервале [6].

Авторами для решения указанной проблемы 
предлагается новый оригинальный метод по-
строения СКК, обеспечивающих, при заданных 
ограничениях на частотно-временные ресурсы 
канала радиосвязи, максимальную спектральную 
эффективность БСПИ [7]. Суть метода заключа-
ется в использования нового ортогонального сиг-
нального базиса вместо базиса Фурье, применяе-
мого в настоящее время для формирования СКК. 

Математические основы
Пусть s(t) передаваемый сигнал, в параметрах 

которого закодированы передаваемые символы 
из многоосновной системы модуляции dk , а u(t) 
сигнал на выходе канала связи.

В предположении линейности и инвариантно-
сти параметров канала во времени эти сигналы 
связаны следующим соотношением:

         
(1)

to reduce the effects of a cascade of proliferation of erroneous decisions at each stage of data processing. A 
scheme for polar coding system erases the link using a wide range erasure to implement a generic method of 
forming integer indices soft de-cisions.

Keywords: decoding, core Arikan, polar code, soft solutions, indexes soft-decisions, bound of Bhattacharya, 
eraser channel, graph of Tanner, cluster partition.
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