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Введение
Алгоритм Витерби (АВ), рассмотренный в [1-2], 

минимизирует вероятность ошибки на блок инфор-
мационных символов, в котором производится по-
иск кратчайшей траектории на решетке дискретных 
альтернатив. Алгоритм Кловского-Николаева (АКН) 
минимизирует вероятность ошибки на бит при ми-
нимально возможной задержке принятия решения.

Оба алгоритма работают с текущим потоком 
данных и в рамках своих возможностей непосред-
ственно выдают решения или группу решений. 
АКН выдает решения на каждом тактовом интер-
вале. При этом задержка принятия решения посто-
янна и равна максимально возможной величине 
памяти канала. АВ в условиях оптимальной рабо-
ты решение выдает по мере того, как происходит 
схождение траекторий по решетке Витерби. Это 
означает, что задержка в принятии решения может 
быть произвольной величиной, но так же, как и у 
АКН, не меньше величины, соответствующей па-
мяти канала. В [1] приведена формула, по которой 
можно определять задержку принятия решения 
для АВ. Фиксация задержки принятия решения 
в АВ позволяет получить субоптимальный алго-
ритм, который удобен в практической реализации.

Алгоритм максимума апостериорной вероятно-
сти (МАВ), в отличие от рассмотренных выше, рабо-
тает с блоком информационных символов, который 
должен быть окружен (в начале и конце) известными 
информационными символами. При описании алго-
ритма МАВ [3] такими символами обычно являются 
«нулевые» из двоичного алфавита. В данной статье 
МАВ рассмотрен для любой возможной позицион-

ности символов, а также для ситуаций, когда анали-
зируемый блок окружают как известные символы, 
так и неизвестные символы соседних блоков. Такая 
задача рассматривается в рамках блочного модели-
рования радиотехнических устройств [3], позволяя 
универсально использовать алгоритм МАВ, напри-
мер в задачах демодуляции сигналов.

Постановка задачи
Для анализа алгоритма применим теорию дис-

кретного марковского процесса.
Пусть процесс протекает в дискретном време-

ни с постоянным шагом. Для моделирования ка-
нала с памятью воспользуемся сдвигающим ре-
гистром с длиной  (первая ячейка регистра 
содержит текущий информационный символ), на 
вход которого поступают информационные сим-
волы  блока некоторой детерминированной 
функции

               (1)

и на выходе функции добавим идеальный канал 
без памяти с белым гауссовским шумом (рис. 1).

В условиях МСИ параметр Q обозначает от-
носительную память канала [1; 4]. Значения эле-
ментов входной последовательности

выбираются независимо согласно некоторому 
распределению вероятностей, и каждый элемент   

 может принимать одно из m значений на входе 
модулятора. 
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При этом обязательно выполняется равенст-

во . На выходе блока детерми-

нированной функции (1) каждый элемент после-
довательности  определяется новым входным 
значением  поступившим во входную ячейку 
сдвигающего регистра, и значениями в других 
ячейках сдвигового регистра  
которые были перезаписаны туда после операции 
сдвига. Каждый элемент наблюдаемой последова-
тельности на выходе канала  где  
– отсчеты белого гауссовского шума. Таким обра-
зом, рассматривается m-ичный марковский про-
цесс v-го порядка. 

Для предложенной модели со сдвиго-
вым регистром введены [2] определения со-

стояния  и перехода 
 Состояния образуют про-

странство X. Число состояний в этом пространст-
ве  Переходы образуют множество  с 
числом элементов .

Для модели, показанной на рис. 1, введено [1] 
определение комбинации 

Комбинация полностью определяет переход. 
Будем считать, что дискретное время k может 
принимать как положительные, так и отрицатель-
ные значения. В интервале  произво-
дится передача блока информационных символов 

 . Вне этого интервала могут передаваться как 
известные, так и неизвестные символы.

Известные символы могут быть произвольны-
ми из используемого алфавита размером m и при-
нимать значения от 0 до . Кроме того, ал-
фавит дополнен еще одним символом с номером 
m. Это дополнение означает, что каждая ячейка 

регистра сдвига характеризуется  состоя-
нием. Символ с номером m означает начальное 
«пустое» состояние, соответствующее «физиче-
скому нулю» для сигнала.

Неизвестные символы могут быть информа-
ционными и принадлежать другому информаци-
онному блоку. Неизвестные символы, находящи-
еся вне диапазона  не входят в задачу 
определения их информационного содержания. 
Число элементов последовательности  соста-
вит  то есть

 

Таким образом, постановка задачи заклю-
чается в следующем: имеется последователь-
ность    наблюдений дискретного по времени 
марковского процесса с конечным числом со-
стояний  (или комбинаций  
Q – память канала; m – позиционность симво-
лов ), наблюдаемого на выходе идеального 
канала с белым гауссовским шумом. В каждый 
k-ый момент времени требуется найти наибо-
лее вероятный элемент  входной последова-
тельности

 

для которого апостериорная вероятность  
максимальна, что соответствует критерию МАВ.

Описание алгоритма
Символ  представлен как переменная, при-

нимающая значения . Тогда и 
условную плотность вероятности (ПВ)  
для каждого символа  можно представить как 

 В сдвигающем регистре (см. рис. 1) 
входные символы  заходят слева направо. Мы-
сленно развернем регистр так, чтобы данные в 
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него заходили справа налево. Тогда состояния в 
момент времени k обозначим как

 

где  – порядковый номер состоя-
ния, совпадающий с числом в m-ичной системе 
счисления, образованным содержимым в таком 
сдвигающем регистре при условии, что рассма-
триваются только Q последних ячеек.

При решении поставленной задачи для задан-
ной последовательности наблюдений  любо-
му символу  ставят в соответствие величину 
(метрику), пропорциональную  где 

 – совместная вероятность того, что сим-
вол  примет заданное значение, а сигнал  , как 
точка в многомерном пространстве сигналов, по-
падет внутрь некоторого элементарного объема 

Учитывая, что

то поиск максимума  соответствует по-
иску максимума  что дает в итоге реше-
ние поставленной задачи максимизации  
для поиска наиболее вероятного символа  
Здесь  – многомерная ПВ распределения 
последовательности сигналов, объединенных в 
вектор .

Используя байесовский подход, можно перей-
ти к другим вероятностям

 

Здесь  – ПВ распределения  при 
условии передачи символа  – апо-
стериорная вероятность передачи символа  
Отсюда

 

и максимум апостериорной вероятности 
 соответствует максимуму произведения 

.
Наиболее вероятный символ  следует ис-

кать исходя из введенных понятий состояния и 
перехода. Переход  из состояния  
связывает два момента времени 

 

и предполагает появление во входной ячейке 
сдвигового регистра символа .

Совокупность состояния (или последователь-
ности символов)  и символа  образует 
комбинацию  в сдвиговом регистре, из кото-
рой формируется сигнал  и в конечном итоге 
сигнал на выходе канала  Аналогично, со-
вокупность состояния  и символа  образует 
комбинацию  что в итоге формирует сигнал 

 Однако в комбинацию  входит последова-
тельность  Обозначим ее как 

Таким образом, последовательность  име-
ет место при формировании сигналов  
и содержит передаваемый искомый символ  . 
В этом случае можно ввести пятимерную (при 
рассмотрении квадратурных компонент сигнала) 

совместную ПВ  которую можно 

связать с пятимерной ПВ  как
 

     
(2)

При этом ПВ  
можно представить состоящей из ПВ 

Рассмотрим вопрос о факторизации ПВ 
 то есть представлении ее 

через произведение этих двух ПВ. В форми-
ровании сигнала  участвует комбинация 

 СПВ распределе-
ния сигнала  и наличия в сдвиговом регистре 
последовательности 

  
(3)

В формировании сигнала  участвует ком-
бинация  
Совместная ПВ распределения сигнала  и на-
личия в сдвиговом регистре той же самой после-
довательности 

       
(4)

В выражении (3) ПВ  соответствует 
произведению ПВ распределения сигнала  при 
условии передачи символа  и нахождении си-
стемы со сдвиговым регистром в состоянии  
на вероятность передачи этого символа и на ве-
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роятность нахождения этой системы в состоянии 
.

  (5)

Аналогично в выражении (4) для ПВ 
 имеет место

    

(6)

Вероятность нахождения системы в соответ-
ствующем состоянии будет определяться соот-
ветствующей нормировкой ПВ, чтобы выполня-
лось условие 

     

(7)

    

(8)

Выражение (7) показывает, что  в 

(3) определяется в итоге через  а выра-
жение (8) показывает, что  в (4) опре-
деляется через  Это означает, что 

 будет определяться по цепочке оче-
редными предыдущими во времени выражениями, 
а  – выражениями, которые следуют 
по времени позже. Обозначим все зависимости, 
уходящие в прошлое, значком , а уходящие в бу-
дущее – . В силу независимости отсчетов шума и 
с учетом новых обозначений можно записать

  (9)
что соответствует предположению о факториза-
ции ПВ 

Параметры  в (9) соответствуют функ-
циям вероятности, обозначенным также в [3]. 
Подставляя (3)-(6) в (9), получим

(10)

В выражении (10) каждое слагаемое суммы 
содержит состояние . Это состояние в 
своей последовательности содержит всегда один 
и тот же искомый символ . То есть каждое сла-
гаемое умножается на одну и ту же вероятность 

. Вынесем эту вероятность за знак суммы.

     

(11)

Тогда с учетом (2)
 

В выражении (12) вероятность  вычи-
сляется по цепочке, уходя в прошлое до момента 
времени . В момент времени  определя-
ются вероятности начальных состояний до нача-
ла блока элементов последовательности  . Веро-
ятность  также вычисляется по цепочке, 
уходя в будущее до момента времени  . 
В момент времени  также будут 
определены вероятности начальных состояний 
после этого блока.

Формула ПВ (12) будет определять доста-
точную статистику для использования ее в ре-
шении задачи максимизации произведения 

. Из (12) можно заметить, что мно-
житель справа от  как раз и представляет 
собой ПВ  где в сумме имеются состав-
ляющие, рекуррентно связанные между собой 
на всем протяжении блока элементов последова-
тельности .

Найдем все эти рекуррентные зависимости с 
учетом того, что комбинации и состояния образу-
ют числа в m-ичной системе счисления:

    

(13)
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(14)

    

(15)

   

(16)

  

(17)

  

(18)

Произведение согласно (9) примет вид

   

(19)

Определим слагаемые в сумме (2). Количество 
состояний  содержащих конкретное значение 
символа  в m раз меньше общего количества 
состояний  в этот момент времени и равно 

, тогда
 

(20)

ПВ  может быть использо-
вана в определении как «жесткого» решения

      
(21)

так и «мягкого» решения, которое используется 
при декодировании помехоустойчивых кодов. 
Такое «мягкое» решение может быть определено 
как вероятность

 

(22)

На рис. 2 схематически показаны две сосед-
ние комбинации  а также состояние, 
которое содержит последовательность символов, 
входящую в обе комбинации . В этой 
последовательности имеется символ , в пользу 
которого будет принято решение.

 

Рис. 2. Принятие решения в пользу символа 
на фоне комбинаций и состояния

Рассмотрим функции ПВ  и 
 приведенные в выражениях 

(5) и (6). Обе функции эквивалентны. К ожида-
емому сигналу , полученному некоторой ком-
бинацией символов в сдвиговом регистре разме-
ром  элементов (рис. 1), добавляется вектор 
шума и на входе приемника фиксируется отсчет 
сигнала . При условии, что шум является бе-
лым гауссовским, ПВ распределения сигнала    
равна [6]:

      

 

(23)

Здесь  – дисперсия белого гауссовского 

шума,  – ожидаемый сигнал, кото-
рый получается как сумма отдельных i-ых со-
ставляющих среза (см. рис. 3) импульсных ха-
рактеристик канала, умноженных комплексно на 
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значение сигнала . Каждое такое умноже-
ние соответствует символу  находящемуся 
в сдвиговом регистре, а вся последовательность 
символов, ограниченная данной суммой, будет 
представлять комбинацию  

Рис. 3. Срез импульсных характеристик

При компьютерном моделировании важно 
правильно учитывать отношение «сигнал-шум» 

 которое обозначается как  [7]. Можно 
расписать его через мощность сигнала  и шума 

 
 

здесь  – энергия ненулевого сигнала, соответ-
ствующего информационному элементу;  – 
спектральная плотность мощности шума; T – ве-
личина тактового интервала, в течение которого 
передается сигнал, соответствующий информа-
ционному элементу;  – частота дискретизации; 
а F – шумовая полоса частот, обычно совпадаю-
щая с верхней частотой сигнала.

В [7] исследовано, как рассчитывать диспер-
сию шума для различных вариантов отношения 
«сигнал-шум» и разных вариантах многолучево-
сти в канале связи при компьютерном моделиро-
вании.

Переходя к отсчетам сигнала и шума, можно 
записать

 

где R – число рабочих отсчетов сигнала на интер-
вале T. При моделировании удобно нормировать 

мощность сигнала на передаче  

для расчета параметра  или на приеме 

 для расчета параметра . Кроме 

того, можно не учитывать множитель  

а при вычислениях использовать логарифмы от 
ПВ и вероятностей. 

При решении задачи уменьшения вычисли-
тельной сложности нормирование согласно (15) и 
(18) может быть проигнорировано, и вместо веро-
ятностей могут использоваться соответствующие 
ПВ. При рекуррентных вычислениях оба направ-
ления, согласно обозначениям , рассма-
триваются независимо друг от друга. Но в обоих 
случаях выражение  вычисля-
ется одинаково. Поэтому, прежде чем приступать 
к рекуррентным вычислениям, можно сформиро-
вать двумерный массив данных, соответствующий 
значениям выражения  для 
всех  вариантов , и для всех 

Выражения (3)-(8) показывают зависимость 
совместных ПВ и вероятности нахождения сис-
темы в соответствующем состоянии, с одной сто-
роны, от предшествующих элементов, и с другой 
стороны – от последующих. При передаче двоич-
ных символов  для памяти  взаи-
мосвязи между рассмотренными функциями ПВ 
и вероятностями показаны на рис. 4.

Если в передаваемом сообщении информацион-
ный блок окружен известными символами, то можно 
определить так называемые стартовые моменты вре-
мени. Это означает, что в сдвиговом регистре могут 
находиться известные информационные символы. 
Стартовый момент времени необходим для установ-
ки начальных значений в приведенных зависимостях.

Самый ранний стартовый момент времени 
 Поздний стартовый момент времени для 

обратного направления  зависит от памяти ка-
нала и равен  В [3] момент време-
ни  обозначен как .

Начальные значения   
 определяются исходя из содержи-

мого сдвигового регистра в указанные моменты 
времени. Если в сдвиговом регистре все символы 
известны, то вероятность состояния с номером, 
который образуют символы в сдвиговом регистре, 
равна единице. Вероятность других состояний 
равна нулю. Если некоторые символы все-таки не-
известны, то стартовые вероятности состояний



137

«Infokommunikacionnye tehnologii» 2015, Vol. 13, No. 2, рр. 131-138

Alyshev Y.V.

Здесь
 

Выводы
Математическое описание алгоритмов, как в 

[1], так и в данной статье, создает единую осно-
ву и возможность описания их уникальных ре-
ализаций для дальнейшего синтеза и анализа, 
а также дополняет материал к общему взгляду 

на рассмотренные алгоритмы АВ и АКН. Лю-
бая граничная группа символов до начала ин-
формационного блока и после него позволяет 
однозначно реализовывать данный способ де-
модуляции. 

Единая запись для демодуляции m-позици-
онного сигнала позволяет анализировать про-
извольные линейные виды модуляций, в том 
числе и с основанием . Приведенное ма-
тематическое описание алгоритмов позволяет 
быстро и эффективно переходить к их програм-
мированию на любой платформе.
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The article describes the algorithm for demodulation by rule of maximum of a posteriori probability. 
This algorithm minimizes the probability of error per digit. Unlike to conventional approaches, during 
the algorithm description here term “combination” is used. Applied term “combination” means some 
sequence of transmitted known and unknown symbols. Relationship was derived for probabilities 
of state and joint probability densities of signal distribution and state (combination) for arbitrary 
position of transmitted symbols and arbitrary relative memory of channel. Representation of symbols 
in shift register from right to left provided to compare the contents of shift register with number 
of state (combination) in the m-ary numerical system. Proposed method makes up for missing link 
between mathematical description of the algorithm and its realization by computer.
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