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Введение
Анализ структуры современного трафика на 

всех уровнях архитектуры мультисервисных се-
тей [1-2; 9] показывает, что он является самопо-
добным. Вследствие этого предлагаемые модели 
современного трафика основываются на процес-
сах, отражающих свойства самоподобия. Наибо-
лее популярными являются модели, построенные 
на базе ON/OFF процессов [2-3], учитывающих 
пачечный характер трафика. При этом ON и OFF 
периоды задаются распределениями с тяжелыми 
хвостами. 

В инфокоммуникационных сетях большую 
часть трафика составляет мультимедийная на-
грузка, которую не всегда можно описать моделя-
ми на основе ON/OFF процессов [9]. Здесь более 
корректной представляется модель, построенная 
на базе теории массового обслуживания [1; 9]. 
Следует заметить, что математический аппарат 
для расчетов параметров систем массового об-
служивания (СМО) достаточно развит. В этой 
связи важным представляется возможность срав-
нения результатов имитационного моделирова-
ния с результатами аналитических расчетов. 
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Структура трафика мультимедийной 
нагрузки
Многочисленные исследования структуры 

трафика показывают, что такие характеристики, 
как интервалы времени между заявками и дли-
тельности заявок, применяемые в СМО, описы-
ваются распределениями с тяжелыми хвостами. 
Распределения Парето и Вейбулла при опреде-
ленных значениях параметров дают достаточно 
точную аппроксимацию статистик интервалов 
времени между заявками и длительностей заявок, 
что позволяет применять их при моделировании 
трафика, обрабатываемого системами G/G/1.

Оценка параметров функционирования 
сетевого узла, описываемого моделью 
G/G/1 в среде ns2
Одним из важных показателей качества функ-

ционирования сети является задержка заявки при 
обработке в очереди. 

Моделирование процессов сетевой обработки 
мультимедийного трафика реализовано в про-
грамме ns2. В качестве фрагмента сети, моде-
лируемой в ns2, выбрана схема рис. 1, которая 
рассматривается как общий случай системы, 
описываемой моделью G/G/1 и обрабатывающей 
непуассоновский трафик. 

Рис. 1. Схема моделирования в ns2

Программа ns2 позволяет генерировать пото-
ки различных распределений с установлением 
необходимых значений параметров.

Основываясь на имеющихся исследовани-
ях трафика и его распределений [1-4; 9], были 
рассмотрены два случая СМО: система типа 

 где символы P и W означают 
распределения Парето и Вейбулла, которые, со-
ответственно, имеют вид:

где α – параметр формы; β – масштабный пара-
метр. В качестве модуля транспортного уровня 
выбран модуль TCP. В первом случае (система 
P1/W/1) для интервалов времени между пакета-

ми (P1) были установлены параметры:  
 и для длин пакетов (W) – параметры: 

α = 1,5, β = 0,01. Во втором случае (система P2/P3/1) 
аналогично первому были установлены параме-
тры P2:  

Пример задания трафика в нотации ns2 с рас-
пределениями параметров для второго случая 
(P2/P3/1):

В ns2 результатом моделирования является 
трейс-файл, в котором регистрируются все собы-
тия, происходящие в моделируемой сети. Трейс-
файл имеет четкую структуру, что позволяет вы-
делить исходящие из узла-отправителя событий 
(исходящие пакеты). 

Рис. 2. Парето-распределение интервалов 
времени между пакетами, значение параметров: 

По результатам моделирования была проведе-
на проверка соответствия параметров генериру-
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емого узлом-отправителем потока заданным па-
раметрам с использованием программы Easy Fit. 
Были получены следующие распределения для 
интервалов времени между пакетами и длитель-
ностей пакетов (см. рис. 2 и рис. 3). 

Рис. 3. Вейбулла-распределение длин пакетов, 
значение параметров: 

Дополнительно были исследованы корреля-
ционные свойства генерируемых системой ns2 
последовательностей интервалов времени между 
пакетами (с распределением Парето) и интерва-
лов времени обработки пакетов (с распределени-
ем Вейбулла). Графики для коэффициентов кор-
реляции, определяемых по формуле

 
(3)

где  – размер выборки, m – выборочное среднее, 
приведены на рис. 4 и рис 5.

 Рис. 4. График изменения коэффициента корреляции 
для интервалов времени между пакетами

 Рис. 5. График изменения коэффициента корреляции 
для интервалов времени обработки пакетов

Из графиков рис. 4 и рис. 5 следует, что для 
теоретического анализа работы систем G/G/1 
может быть использовано уравнение Линдли, 
справедливость которого предполагает независи-
мость значений интервалов времени в рассматри-
ваемых последовательностях.

Характер изменения задержки во времени 
для системы P2/P3/1 имеет вид, представленный 
на рис. 6. Очевидно, что в процессе передачи 
заданного потока имеются достаточно большие 
всплески, связанные с резким увеличением за-
держки. Это может быть объяснено, в том чи-
сле, ростом очередей в буфере обслуживающего 

устройства, а следовательно – увеличением за-
держки в очереди.

Для системы P1/W/1 получены результаты с 
точностью, такой же, как и для системы P2/P3/1. 
С учетом того, что средние значения распределе-
ний Парето  и Вейбулла  определяются в 
виде
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(4)

для коэффициента загрузки одноканальной сис-
темы P1/W/1 можно записать

и в результате моделирования для системы P1/W/1 
было получено значение задержки в очереди, 
равное 1,379 мс. При этом время задержки заявки 
(пакета) в системе в целом E(τ) определяется как 

                   
(5)

где E(W) – среднее время ожидания заявки (па-
кета) в очереди; 1/μ – средняя длительность об-
работки заявки (пакета). Для значения  
мс получаем  мс. Во втором случае 
(система P2/P3/1) значение задержки в очереди 
составило 1,902 мс. Аналитически оценить за-
держку в очереди для рассматриваемых систем 
P1/W/1 и P2/P3/1 можно на основе решения урав-
нения Линдли для систем общего вида.

Решение уравнения Линдли 
спектральным методом
Уравнение Линдли имеет следующий вид [6]:

где  – функция распределения времени ожи-
дания требования в очереди;  – ядро, связы-
вающее произвольную функцию распределения 
вероятностей интервалов времени между посту-
плениями соседних требований  и произ-
вольную функцию распределения длительности 
обслуживания требований 

Заметим, что само уравнение Линдли выведе-
но в предположении независимости элементов 
последовательности интервалов времени между 
заявками и интервалов времени обработки за-
явок. Результаты, определяемые рис. 4 и рис. 5, 
позволяют использовать уравнение Линдли для 
анализа рассматриваемых систем.

Известно, что для СМО типа G/G/1 возможен 
спектральный метод решения ИУ Линдли, если 
для плотностей вероятностей  со-
ответствующих распределениям , 
использовать аппроксимацию в виде суммы зату-
хающих экспонент [5].

В частности, решение уравнения Линдли 
спектральным методом реализуется относитель-
но просто для экспоненциальных и гиперэкспо-
ненциальных распределений [2].

Для использования методологии решения 
уравнения Линдли спектральным методом, пред-
ставленной в [7-8], при произвольных распреде-
лениях интервалов времени между поступающи-
ми заявками (пакетами) и интервалов времени 
обработки пакетов в [5; 8] разработан метод ап-
проксимации произвольных плотностей вероят-
ностей конечной суммой затухающих экспонент. 
При этом  имеют представление

Так, например, для системы P1/W/1, рас-
смотренной выше, с параметрами  

 целесообразно 
выбрать  Значения коэффициентов 
разложения при этом из (6) и (7) сведены в таб-
лицу

Точность аппроксимации согласно (6)-(7) ха-
рактеризует график рис. 7, где представлена аб-
солютная ошибка аппроксимации для распреде-
ления Парето с выбранными параметрами.

Суть спектрального метода решения урав-
нения Линдли заключается в нахождении пре-
образования Лапласа функции распределения 

времени ожидания заявки в очереди. Для этого, 
как показано в [8], необходимо получить спект-
ральное разложение выражения  1 в 
виде отношения двух полиномов

,
                  

(8)
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где  – преобразования Лапласа 
функций  На основе аппроксимаций 
(6)-(7) отношение (8) в общем виде может быть 
записано как

           
(9)

где в общем случае r и z не превосходят значения 
n+l. Требование существования конечных момен-
тов для распределений  а также 
отсутствия бесконечного числа разрывов у этих 
функций [7] приводит к тому, что не все нули и 
полюса из (9) должны использоваться в форми-
ровании функции F(s), являющейся преобразова-
нием Лапласа плотности распределения времени 
ожидания заявки в очереди.

Рис. 7. График погрешности аппроксимации R(t) 
распределения Парето

В разложении F(s) останутся нули и полюса 
(9), удовлетворяющие условиям, налагаемым на 
функции 

       

(10)

При этом для системы  с выбранными 
параметрами разложение F(s) запишется как

  
(11)

где K – константа, равная вероятности того, что 
поступающая заявка застанет систему свобод-
ной, и определяемая в виде

.
                   (12)

В выражении (11) нули и полюса име-
ют значения   

 
 Очевидно, что для прео-

бразования Лапласа самого распределения, а не 
плотности, будет справедлива запись  
обращая которую, получим функцию распреде-
ления, представленную на рис. 8 (кривая 1). 

Поступая аналогичным образом, для сис-
темы  где P2 имеет параметры  , 

, и P3 – параметры 
можно получить функцию распределения време-
ни ожидания в очереди в виде кривой 2 на рис. 8.

Рис. 8. График функции распределения времени 
ожидания в очереди

Функция распределения времени ожидания 
Φ(x) в нулевой точке определяет вероятность от-
сутствия очереди, то есть вероятность того, что 
накопитель системы пуст. Соответственно, для 
вышеприведенных примеров можно найти сред-
нее время ожидания пакета в очереди согласно 
известному свойству характеристической функ-
ции

После вычисления по последней формуле по-
лучаем  аналогично для второго слу-
чая  В качестве единиц измерения 
были выбраны мс.

Погрешность решения уравнения Линдли 
спектральным методом в сравнении с результа-
тами моделирования составляет порядка 20 %, 
что является вполне приемлемым. Такая по-
грешность может быть связана с идеализацией 
исходных (реальных) распределений временных 
параметров рассматриваемых моделей с допу-
щением независимости элементов рассматрива-
емых последовательностей интервалов времени 
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и с определенными точностями, характерными 
для любой моделирующей системы, в том числе 
и для ns2. 

Заключение
Аналитическое исследование систем массово-

го обслуживания общего вида (G/G/1) в случае, 
когда распределения интервалов времени между 
заявками и интервалов времени обслуживания 
заявок являются распределениями с тяжелыми 
хвостами, представляет собой сложную задачу. 
Оценить точность полученных аналитических 
результатов (особенно если они основаны на ис-
пользовании аппроксимаций рассматриваемых 
функций распределений) можно с помощью мо-
делирующей системы ns2.

Сравнение аналитических результатов и ре-
зультатов экспериментов на модели в ns2, даю-
щее 80-процентное совпадение, позволяет сде-
лать вывод о допустимости выбранного метода 
решения интегрального уравнения Линдли в рас-
сматриваемых условиях.

Точность полученного решения определяется 
точностью аппроксимации используемых рас-
пределений и при необходимости может быть 
повышена путем увеличения количества узлов 
интерполирования для выражений (6) и (7).
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SIMULATION AND ANALYSIS OF GENERALIZED QUEUE SYSTEM WITH 
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In this work we analyzed multimedia application traffic structure. Processes of traffic network han-
dling were simulated by software ns2 based on carried out analysis. Two special cases of generalized 
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queue systems P1/W/1 and P2/P3/1 were examined, and we researched correlation properties of time 
interval sequences of both packets and packet processing. According to obtained research results, it is 
able to produce theoretical analysis of G/G/1 systems by Lindley equation. We estimated delays for 
mentioned above two cases. Also we computed delay analytically by using mathematical apparatus of 
theory of queues based on Lindley equation solution by spectral method.

Keywords: queuing system, average delay time, simulation, network management, Lindley integral equation, ap-
proximation by sum of damped exponents
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