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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДЕРЖКИ В СИСТЕМЕ G/G/1
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В статье представлены результаты исследования задержки для системы массового обслуживания (СМО) Н2/Н2/1 
типа G/G/1 для широкого диапазона изменения параметров трафика. Известно, что распределенная по гиперэкс-
поненциальному закону Н2 случайная величина имеет коэффициент вариации больше единицы. Поэтому гипер-
экспоненциальный закон распределения может быть использован для аппроксимации распределения с тяжелыми 
хвостами. Учитывая тот факт, что распределение Н2 является трехпараметрическим, в статье приведен механизм 
аппроксимации произвольных законов распределений с тяжелым хвостом гиперэкспоненциальным распределе-
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Введение
Как известно из теории СМО [1], среднее 

время ожидания требований в очереди является 
составной частью задержки в сетях пакетной пе-
редачи данных. В классической СМО M/M/1 оно 
выражается равенством (здесь и далее использу-
ется классическое трехпозиционное обозначение 
Кендалла):

                     (1)

для системы M/G/1: 

                       
(2)

Наконец, для системы G/G/1 это время равно 

     

(3)

В этих формулах использованы следующие 
обозначения:  – коэффициент загрузки системы 

 – интенсивность входно-
го потока,  – интенсивность обслуживания; 

 – второй начальный момент времени обслу-
живания;  – соответственно, дисперсии 
интервалов поступления и времени обслужива-
ния,  – соответственно, среднее значение 
и второй начальный момент периода простоя. 

Второе слагаемое в правой части (3) остается 
неизвестным, и вполне возможно, что оно может 
содержать моменты интервалов поступления и 
времени обслуживания более высокого порядка, 
чем первые два. Поэтому при анализе СМО G/G/1 
(с произвольными законами поступления и обслу-
живания требований в системе) необходимо учи-
тывать не только первые два момента случайных 
интервалов времен поступления и обслуживания, 
но и моменты более высокого порядка. И нако-
нец, (1)-(3) убедительно демонстрируют зависи-
мость основной характеристики СМО – среднего 
времени ожидания требований в очереди от вида 
входных распределений. Равенства (1)-(3) также 
можно интерпретировать как эволюцию СМО.

Анализ (3) показывает, что величина среднего 
времени ожидания требований в очереди связана 

с коэффициентами вариаций интервалов посту-
пления и обслуживания квадратичной зависи-
мостью, так как дисперсия случайной величины 
и коэффициент вариации связаны соотношени-
ем . Таким образом, среднее время 
ожидания в очереди в системе с входными рас-
пределениями, имеющими коэффициенты вари-
аций интервалов между требованиями входного 
потока  и времени обслуживания  
меньше, чем в системе M/M/1, и меньше, чем в 
системе M/G/1 при , и меньше, чем в сис-
теме G/G/1 при условии , при оди-
наковой нагрузке:

 

(4)

Неравенства (4) также отражают непрелож-
ные факты из теории СМО.

Постановка и решение задачи
В статье ставится задача исследования вре-

мени ожидания (3) для СМО G/G/1 на примере 
системы Н2/Н2/1, а также построения механиз-
ма аппроксимации произвольных законов рас-
пределений (G) с тяжелыми хвостами гипер-
экспоненциальным распределением.

В настоящее время не существует анали-
тических методов для точного определения 
характеристик СМО G/G/1 или G/G/m, и как 
следствие, это отражается на степени адекват-
ности стохастических сетевых моделей реаль-
ным компьютерным и телекоммуникационным 
сетям и на качестве принимаемых проектных 
решений. 

В связи с тем, что система Н2/Н2/1 принад-
лежит классу систем G/G/1, ее точный анализ 
представляет собой актуальную задачу. При 
этом СМО с гиперэкспоненциальными вход-
ными распределениями в отличие от систем 
с распределениями с тяжелыми хвостами по-
зволяет получить решение задачи в аналити-
ческом виде. Тот факт, что такие распределе-
ния имеют место на практике, подтвержден в 
работе [2], где приведены результаты анализа 
интервалов между пакетами входящего трафи-
ка на сервер вуза.

нием. Это может быть выполнено как на уровне двух первых моментов, так и на уровне трех первых моментов. 
Система Н2/Н2/1 типа G/G/1 имеет то преимущество перед другими системами с входными распределениями с 
тяжелым хвостом, что для нее можно получить точное решение в аналитическом виде.

Ключевые слова: системы массового обслуживания, среднее время ожидания в очереди, задержки, преобразова-
ние Лапласа.
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В [3] авторами найдено преобразование Лап-
ласа для функции плотности времени ожидания 
для системы Н2/Н2/1:

      

(5)

где  – отрицательные вещественные ча-
сти корней кубического уравнения

               (6)

 
Величины  являются 

параметрами гиперэкспоненциальных распреде-
лений с функциями плотностей

соответственно для системы Н2/Н2/1.
Среднее время ожидания в очереди равно зна-

чению производной от функции преобразования 
Лапласа (5) со знаком минус в точке s = 0. Окон-
чательно среднее время ожидания в очереди для 
СМО Н2/Н2/1:

 

               
(9)

Выражение (5) на основе свойств преобразо-
вания Лапласа, позволяет также определить мо-
менты высших порядков для времени ожидания. 
Например, начальный момент 2-го порядка вре-
мени ожидания равен значению второй произ-
водной от преобразования (5) в точке , и он 
будет иметь вид:

  (10)

В свою очередь, начальный момент 2-го по-
рядка позволяет определить дисперсию времени 
ожидания. Учитывая определение джиттера в те-
лекоммуникациях как разброс времени ожидания 
от его среднего значения [4], тем самым получим 

возможность определения джиттера через ди-
сперсию. Это является важным результатом для 
анализа трафика, чувствительного к задержкам.

Для практического применения результатов 
(9) и (10) необходимо определить входящие в них 
параметры. Определение этих неизвестных пара-
метров рассматривается ниже.

Аппроксимация законов распределений 
на уровне двух первых моментов
Воспользуемся свойством преобразования 

Лапласа воспроизведения моментов и запишем 
начальные моменты до второго порядка для рас-
пределения (7): 

 

Рассматривая равенства (11) и (12) как урав-
нения метода моментов, найдем неизвестные па-
раметры распределения (7) . Для этого 
запишем связующее условие в виде выражения 
для квадрата коэффициента вариации

                   
(13)

Заметим, что система уравнений (11) и (12) 
с тремя неизвестными является недоопределен-
ной. Исходя из вида уравнения (10) положим 

     (14)

и потребуем выполнения условия (12). Подставив 
выражения (10)-(11) и (13) в (12) и решив квадрат-
ное уравнение относительно параметра p, полу-

чим для него два значения:
  

При этом можно воспользоваться любым из них [5]. 
Аналогично поступим с распределением (8). 

Следовательно, в [4] приведено частное решение 
недоопределенной системы уравнений (11)-(12), 
полученное методом подбора. Таким образом, 
гиперэкспоненциальный закон распределения 
может определяться полностью двумя первыми 
моментами и перекрывать весь диапазон измене-
ния коэффициента вариации от 1 до  [5].

Рассмотрим пример. Пусть коэффициент за-
грузки СМО  где  – 
средние значения интервалов между поступлени-
ями и времени обслуживания. Рассмотрим случай 
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нормированного обслуживания  
Тогда средний интервал между поступлениями 

 Пусть коэффициенты вариаций слу-
чайных величин - интервалов между поступле-
ниями и времени обслуживания  
Аппроксимация на уровне двух первых момен-
тов дает:  

  . Таким 
образом, неизвестные параметры распределе-
ний (7) и (8) однозначно определены. Теперь 
воспользуемся результатом (8) для системы Н2/
Н2/1, приведенным выше. Коэффициенты ку-
бического уравнения (6) в этом примере равны: 

  . Найдем 
корни кубического уравнения (8) с помощью па-
кета Mathcad:   

. Тогда среднее время ожидания рав-
но .

Аппроксимация на уровне трех  
моментов
Учитывая тот факт, что распределение Н2 яв-

ляется трехпараметрическим, аппроксимацию 
можно выполнить и на уровне трех первых мо-
ментов, что позволит сравнить полученные ре-
зультаты. С точки зрения теории вероятностей 
три момента полнее характеризуют случайную 
величину, поэтому такая аппроксимация будет 
точнее. Для этого запишем выражения для мо-
ментов 3-го порядка, полученные через преобра-
зование Лапласа:

- для интервалов входного потока:

- для времени обслуживания:

. 

Рассмотрим еще один пример: в рассмотрен-
ный выше расчет введем в качестве третьего 
момента коэффициент асимметрии и для опре-
деленности положим . Как из-
вестно, для пуассоновского потока параметр 

 При тех же значениях входных параме-
тров СМО начальные моменты 2-го и 3-го поряд-
ков для обоих распределений соответственно бу-

дут равны:   

При таких исходных данных для определения 
неизвестных параметров входных распределений 

(7) и (8):  запишем сле-
дующие системы уравнений на основе известно-
го метода моментов:

            

(15)

решив которые, найдем искомые параметры. 
Решение системы (15) в пакете Mathcad по-
сле округления дает следующие результаты: 

                

(16)

Решение системы (16): 
 . Тогда коэффи-

циенты кубического уравнения (6) будут 
равны:   , 
и его решение дает следующие корни: 

,   
Воспользуемся результатом (9) и опреде-
лим среднее время ожидания:  . 
Относительная погрешность в сравнении с 
результатом аппроксимации на уровне двух 
моментов составляет 2,35%. При тех же 
условиях, но при коэффициентах асимме-
трии  получим среднее вре-

мя ожидания .
Относительная погрешность при этом со-

ставляет 4,8%. Таким образом, учет моментов 
третьего порядка интервалов поступления и 
обслуживания показывает зависимость ко-
нечного результата (3) от моментов высших 
порядков. С точки зрения практического при-
менения результатов СМО Н2/Н2/1, все же ап-
проксимация закона распределения на уровне 
двух первых моментов удобнее. Кроме этого, 
область допустимых значений относительно 
моментов 2-го и 3-го порядков для систем (15) 
и (16) при аппроксимации с использованием 
трех первых моментов может оказаться доста-
точно ограниченной.
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Результаты проведенных  
вычислительных экспериментов 
и их анализ
С использованием выражений (9) и (10) про-

ведены вычислительные эксперименты над вре-
менем ожидания (3).При этом использован доста-
точно широкий диапазон изменения параметров 
трафика, а именно: загрузки системы  от 0,1 до 
0,9, а коэффициентов вариаций интервалов по-
ступления и времени обслуживания  от 2 
до 10. Это касается входных параметров. Выход-
ными характеристиками являются: среднее вре-
мя ожидания  определенное по выражению 
(9) на уровне двух первых моментов интервалов 
поступления и обслуживания, дисперсия време-
ни ожидания, определенное через (9) и (10), и 
второе слагаемое в правой части выражения (3) 

. Результаты экспериментов сведены в 
таблицу 1.

Анализ данных в таблице 1 подтверждает 
квадратичную зависимость времени ожидания 
(3) и (9) от коэффициентов вариаций интервалов 
поступления и времени обслуживания. Кроме 
того, время ожидания резко возрастает с ростом 
коэффициента загрузки  Это говорит об адек-
ватности полученного результата (9). Значения 
дисперсий времени ожидания  позволяют 
находить разброс времени ожидания от его сред-
него значения (джиттер), например с использо-
ванием правила «трех сигма» . И наконец, 
можно оценить поведение неизвестного второго 
слагаемого в выражении (3): оно также связано 
квадратичной зависимостью от коэффициентов 
вариаций интервалов поступления и времени об-
служивания. Кроме этого, второе слагаемое убы-
вает с ростом коэффициента загрузки 

Таблица 1. Результаты экспериментов

Перейдем теперь к исследованию зависимо-
сти результатов (3) и (9) от моментов высших по-
рядков. С учетом результатов п. 3 о зависимости 
конечного результата времени ожидания (3) для 
системы G/G/1 от моментов высших порядков 
проведем расчеты по установлению степени та-
кой зависимости. В связи с тем, что время ожи-
дания в данном случае будет зависеть от многих 
параметров трафика, отображение расчетных 
данных в одной таблице практически неосущест-
вимо. Поэтому эти данные ниже будут представ-
лены в текстовом виде.

Для этого рассмотрим случаи малой нагрузки 
(  = 0,1), средней нагрузки (  = 0,5) и высокой 
нагрузки (  = 0,9). Расчеты, проведенные по ме-
тодике п. 3, дают следующие результаты.

Время ожидания при малой нагрузке  = 0,1, 
при коэффициентах вариаций  = 2 и изме-
нении коэффициентов асимметрии  от 
4 до 15 варьирует от 0,72 до 0,32. При  =4 
и изменении  от 7 до 15 варьирует 
от 4,82 до 1,50. При  = 6 и изменении 

 от 10 до 15 варьирует от 13,48 до 4,98.
При средней нагрузке  = 0,5;  = 2 и 

изменении  от 4 до 15 время ожидания 
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варьирует от 4,85 до 3,02. При  = 4 и из-
менении  от 7 до 15 варьирует от 21,79 
до 14,33.

При высокой нагрузке  = 0,9;  = 2 и 
изменении  от 4 до 15 время ожидания 
варьирует от 37,05 до 32,87. При  = 4 и 
изменении  от 7 до 15 время ожидания 
варьирует от 150,36 до 141,68. При  = 6 и 
изменении  от 10 до 15 время ожида-
ния варьирует от 339,65 до 330,62.

Анализ последних данных показывает, что с ро-
стом коэффициентов асимметрий при одной и той 
же нагрузке время ожидания уменьшается. Таким 
образом, влияние моментов высшего порядка на 
время ожидания в системе G/G/1 нельзя считать 
несущественным и им нельзя пренебрегать.
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Введение
В общем случае эмуляция – это имитация 

программно-аппаратными (в некоторых случаях 
только программными или аппаратными) средст-
вами какого-либо физического процесса, физиче-
ского устройства. В данном случае под эмуляцией 
компьютерных сетей (КС) понимается организа-
ция взаимодействия виртуальных компьютеров, 
виртуальных маршрутизаторов, коммутаторов и 
иных сетевых устройств в различных топологиях, 
созданных программно-аппаратными средствами. 

Эмуляция компьютерных сетей при использо-
вании специального программного обеспечения 
позволяет проводить исследование виртуальных 
объектов в реально существующих сетях.

При эмуляции сети стоит задача оценки состо-
яния каналов связи в виртуальной среде и влияния 

количества виртуальных объектов на состояние 
виртуальных каналов. Представляет интерес, так-
же поведение потоков при мультиплексировании 
и демультиплексировании в виртуальных каналах.

Достоинства и недостатки эмуляции 
компьютерных сетей
Положительные стороны эмуляции компью-

терных сетей:
- не надо приобретать дорогостоящее обо-

рудование, так как создаются модели обору-
дования эмуляцией программно-аппаратными 
средствами;

- возможность подбирать различные конфи-
гурации виртуального оборудования и программ-
ного обеспечения (ПО), тем самым получая опти-
мальную программно-аппаратную платформу;

УДК 004.7 
ЭМУЛЯЦИЯ КОМПЬЮТЕРНЫХ СЕТЕЙ

Митекин Ю.А., Бахарева Н.Ф.
Поволжский государственный университет телекоммуникаций и информатики, Самара, РФ

E-mail: bahareva-nf@psuti.ru

В статье представлены примеры эмуляции компьютерных сетей: локальная виртуальная сеть, построенная при 
помощи среды эмуляции операционных систем Virtual Box, и в среде GNS3 с интегрированной средой Virtual 
Box. Приводятся таблицы с результатами тестирования виртуальных сетей программой iperf.

Ключевые слова: эмуляция сети, виртуальные машины, виртуальные операционные системы, виртуальный 
канал, модель сети.


