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Введение
Прогресс в области создания волоконных фемто-

секундных лазеров и их приложений [1-6] делает 
крайне актуальной задачу моделирования процессов 
распространения в оптических волоконных волново-
дах ультракоротких импульсов большой мощности. 
Уже сегодня с помощью таких лазеров получены 
импульсы длительностью менее 30 фемтосекунд с 
пиковой мощностью до 81 ГВт и энергией 2,6 МДж 
[1-3]. При таких значениях пиковой мощности нель-
зя не учитывать зависимости параметров мод опти-
ческого волновода от нелинейности [7-8]. 

Для световодов из плавленого кварцевого сте-
кла можно полагать, что при фемтосекундных 
длительностях импульсов можно ограничиться 
учетом только нелинейности Керра [9-10]. При 
этом условии в [11] методом приближения Гаусса 
[12-14] было получено аналитическое решение для 
фундаментальной моды кварцевого ступенчато-
го оптического волокна с учетом влияния керров-
ской нелинейности. Однако авторы [11] полагали, 
что мощность достаточно мала, чтобы пренебречь 
составляющими, включающими оптическую мощ-
ность во второй степени. Следует ожидать, что при 
значениях пиковой мощности порядка десятков ме-
гаватт это недопустимо. 

В данной работе рассмотрено решение для 
фундаментальной моды ступенчатого оптическо-
го волоконного волновода из кварцевого стекла, 
учитывающее все составляющие зависимости 
показателя преломления материала от пиковой 
мощности оптического излучения вследствие 
нелинейности Керра. Представлены результаты 
анализа зависимостей радиуса пятна и постоян-
ной распространения фундаментальной моды 
такого волновода от пиковой мощности оптиче-
ского излучения, обусловленных керровской не-
линейностью.

Постоянная распространения 
фундаментальной моды кварцевого 
ступенчатого оптического волновода 
с керровской нелинейностью
При выводе выражения для постоянной рас-

пространения фундаментальной моды ступен-
чатого волоконного световода с керровской не-
линейностью как в [11] воспользуемся методом 
приближения Гаусса [12-14]. В частности, ис-
пользуем представленную в [14] форму записи 
общей формулы для постоянной распростране-
ния некоторой моды заданных азимутального 
и радиального порядков круглого оптического 
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волновода с произвольным профилем показателя 
преломления:

       
(1)

     (2)

где β – постоянная распространения моды; 
 – постоянная распространения в сво-

бодном пространстве; λ – длина волны; n – по-
казатель преломления материала оптического 
волокна; a – радиус сердцевины оптического 
волокна; r0 – эквивалентный радиус пятна моды; 

 – функция радиального распределения 
поля моды азимутального порядка l и радиально-
го порядка m по сечению оптического волокна; 
Cl,m – константа, определяемая в зависимости от 
азимутального порядка и радиального порядка 
моды; r – радиальная координата.

С учетом вклада нелинейности Керра распре-
деление показателя преломления вдоль радиуса 
ступенчатого оптического волокна описывается 
формулой [7]:

                 
(3)

где n2 – параметр керровской нелинейности, мкм2/Вт; 
I(R) – распределение интенсивности оптиче-
ского излучения вдоль радиуса волокна; ns(R) – 
профиль показателя преломления ступенчатого 
оптического волокна без учета нелинейности, ко-
торый, согласно [12], описывается соотношением:

                    
(4)

Предполагается, что распределение интен-
сивности оптического излучения в волоконном 
световоде имеет осевую симметрию и согласно 
приближению Гаусса [12] распределение фунда-
ментальной моды по сечению волоконного свето-
вода описывается с учетом (2) как

                 
(5)

Тогда, согласно (2)-(5), если в ступенчатом оп-
тическом волокне распространяется только фун-
даментальная мода, то его профиль показателя 
преломления может быть представлен как:

        
(6)

где Pm – пиковая оптическая мощность. Здесь 
учитывали, что радиус пятна моды волоконного 

световода в два раза больше его эквивалентного 
значения по аппроксимации Гаусса [15]. Подстав-
ляя (5) и (6) в (1), получаем:

  

(7)

Интегрируя (7) согласно [16-18], получаем вы-
ражение для постоянной распространения фун-
даментальной моды в ступенчатом оптическом 
волокне с учетом нелинейности Керра:

(8)

В отличие от решения, представленного в [11], 
выражение (8) включает все составляющие пока-
зателя преломления материала, обусловленные 
нелинейностью Керра.

Характеристическое уравнение 
относительно эквивалентного 
радиуса пятна фундаментальной 
моды кварцевого ступенчатого 
оптического волновода с 
керровской нелинейностью
Согласно методу приближения Гаусса [12] 

уравнение относительно эквивалентного радиу-
са пятна моды получаем, дифференцируя выра-
жение для постоянной распространения моды по 
эквивалентному радиусу пятна моды и прирав-
нивая эту производную к нулю, что эквивалентно 

уравнению . Дифференцируя (8) по х0 и 
приравнивая полученную производную к нулю, 
получаем следующее характеристическое урав-
нение:

 

 

(9)

В отличие от известного решения, представ-
ленного в [11], уравнение (9) учитывает все со-



315

«Infokommunikacionnye tehnologii» 2017, Vol. 15, No. 4, рр. 313-319

Andreev V.A., Bourdine A.V., Burdin V.A., Kubanov V.P.

ставляющие показателя преломления материала, 
обусловленные нелинейностью Керра.

Анализ влияния керровской 
нелинейности на радиус пятна 
фундаментальной моды ступенчатого 
оптического волновода 
В целях оценивания зависимости эквивалент-

ного радиуса пятна от пиковой мощности опти-
ческого излучения были рассмотрены примеры 
волоконного оптического волновода с диаметром 
сердцевины 2,0 мкм (см. пример №1); 4,15 мкм 
(пример №2) и 8,0 мкм (пример №3). Значения 
показателя преломления материала сердцевины 
и оболочки, параметра керровской нелинейности 
были заданы как для стандартного ступенчатого 
оптического волокна SMF-28 [19]. Для примера 
№1 расчеты были выполнены на длине волны 
800  нм, а для примеров №2 и №3 на длине волны 
1550 нм. Соответственно, в примере №2 рассмот-
рено оптическое волокно типа SMF-28 с учетом 
керровской нелинейности на длине волны 1550 нм. 

На рис. 1 приведены результаты решения урав-
нения (8) для примера №1, а на рис. 2 – для при-
меров №2 и №3. Анализ уравнения (9) и резуль-
татов вычислений показал, что, как и ожидалось, 
вследствие нелинейности Керра с увеличением 
мощности оптического излучения радиус пятна 
моды уменьшается. В зависимости от величины 

 можно выделить три области реше-
ния уравнения (9). При значениях этой величины 
до 0,8 - 0,9 существует только одно решение урав-
нения. При значениях более 0,9 появляется вто-
рое решение. Однако уже при  
уравнение (9) не имеет решений. Вопрос о физи-
ческом смысле второго решения характеристиче-
ского уравнения выходит за рамки статьи и здесь 
не рассматривается.

Рис. 1. Результаты решения уравнения (8)  для 
примера №1

 

Рис. 2. Результаты решения уравнения (8) для 
примеров №2 и №3

Анализ влияния керровской нелинейности 
на постоянную распространения 
фундаментальной моды ступенчатого 
оптического волновода
На рис. 3 и рис. 4 приведены результаты вы-

числений зависимостей постоянной распро-
странения фундаментальной моды от пиковой 
мощности в ступенчатом оптическом волокне с 
керровской нелинейностью по формулам (8 - 9).

Анализ полученных зависимостей показал, 
что они с высокой степенью точности могут быть 
аппроксимированы полиномами второй степени. 
В таблице 1 приведены значения коэффициентов 
аппроксимации и оценки максимальной погреш-
ности такой аппроксимации для рассмотренных 
примеров. Во всех рассмотренных случаях по-
грешность не превысила 0,01%.

Рис. 3. Зависимость постоянной распространения 
фундаментальной моды от мощности оптического 

излучения для примера №1
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Рис. 4. Зависимость постоянной распространения 
фундаментальной моды от мощности оптического 

излучения для примеров №2 и №3

Заключение
В работе представлен вывод выражения для 

фундаментальной моды кварцевого ступенчатого 
волоконного световода с керровской нелинейно-
стью и характеристического уравнения для нее. 
В отличие от известных решений представленное 
в данной работе учитывает все составляющие по-
казателя преломления материала, обусловленные 
нелинейностью Керра. 

Таблица 1. Значения коэффициентов аппроксимации 
и оценки максимальной погрешности

Для ряда примеров приведены результаты вы-
числений зависимостей эквивалентного радиуса 
пятна моды и постоянной распространения моды 
от мощности оптического излучения при усло-
вии распространения в световоде только фунда-
ментальной моды.

Показано, что в этом случае с погрешностью 
менее 0,1% зависимость постоянной распро-
странения фундаментальной моды от мощности 
оптического излучения может быть аппроксими-
рована полиномом второй степени. Для рассмо-
тренных примеров волоконных волноводов из 
кварцевого стекла получены значения коэффици-
ентов аппроксимации. Исследование выполнено 

при финансовой поддержке РФФИ в рамках на-
учного проекта № 16-37-60015 мол_а_дк.
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The progress in the development of femtosecond fi ber lasers and their applications makes the problem of 
modeling the high power ultrashort pulses propagation in optical fi ber cables extremely important. Modern 
fi ber lasers can generate pulses with a duration of less than ten femtoseconds with a peak power of up to 
tens GW. At such values of peak power nonlinear effects cannot be ignored. For fused quartz fi bers and 
femtosecond pulse duration it can be assumed that only the Kerr nonlinearity is present. For this assumption 
the approximate analytical solution for the fundamental mode of an optical fi ber with step-index profi le was 
already found. This solution was obtained with Gaussian approximation method and it already takes the Kerr 
nonlinearity into account. However, it neglects the second degree of approximation, which is unacceptable at 
peak power values exceeding tens of megawatts. In this paper, we consider a solution that takes into account 
refractive index dependence on high-order terms of light signal peak power which occurs due to the Kerr 
nonlinearity. For some optical fi bers studied the results of the analysis are presented, showing the dependency 
of the fundamental mode spot radius and propagation constant on the light signal peak power in the presence 
of the Kerr nonlinearity. It is shown that, with an error of less than 0.1%, the dependence of the fundamental 
mode propagation constant on the light signal power can be approximated by a second-order polynomial. For 
the considered optic fi ber samples the values of the approximation coeffi cients were obtained.
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propagation constant, characteristic equation, equivalent mode spot radius, Gaussian approximation
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Введение
Проблеме защиты информации в автоматизиро-

ванных системах управления производственными 
и технологическими процессами (далее сокра-
щенно АСУ ТП) в последние годы уделяется по-
вышенное внимание на уровне общества, государ-
ственных и коммерческих структур, предприятий 
и организаций. Это в первую очередь относится 
к АСУ ТП, осуществляющим управление крити-
чески важными объектами, включающими в себя 
объекты топливно-энергетического комплекса, 
транспортной безопасности, использования атом-
ной энергии, опасные производственные объек-
ты, гидротехнические сооружения. Актуальность 
и острота проблемы обеспечения информацион-
ной безопасности (ИБ) АСУ ТП подчеркивается 
статистикой резкого роста числа инцидентов ИБ 
промышленных объектов и возрастанием тяжести 
последствий от реализации кибератак.

По результатам исследований, проведенных 
Центром ICS CERT при «Лаборатории Каспер-
ского» [1], в период с июля по декабрь 2016 года 
с вредоносным программным обеспечением (ПО) 
в России столкнулись 42% компьютеров, так или 
иначе относящихся к технологической сети пред-
приятий. В 28% случаев вредоносное ПО попадало 
на компьютеры из Интернета, в 6% – при подклю-
чении переносных накопителей. В сетях промыш-

ленных предприятий обнаружено в общей сложно-
сти 20 тыс. модификаций вредоносного ПО.

В отчете «Лаборатории Касперского» также го-
ворится, что ICS CERT обнаружил серию фишин-
говых атак, начавшихся не позднее июня 2016 года 
и продолжающихся до сих пор. Они направлены 
преимущественно на промышленные компании; 
в общей сложности во второй половине 2016 года 
атакам подверглись более 500 организаций из бо-
лее чем 50 стран мира. Исследования показали, что 
из всех целевых атак, обнаруженных тогда «Ла-
бораторией Касперского», каждая четвертая была 
направлена на предприятия. В системах промыш-
ленной автоматизации, в том числе на объектах 
критической инфраструктуры, обнаружено 75 не-
закрытых уязвимостей, включая 58 максимально 
критичных для безопасности предприятий. Из 75 
обнаруженных в 2016 году уязвимостей к середине 
марта 2017 года производителями ПО было закры-
то только 30.

Приведенные выше данные подтверждаются 
и результатами исследований компании Positive 
Technologies [2], согласно которым количество про-
мышленных компаний, столкнувшихся с инциден-
тами ИБ в 2016 году, возросло почти в три раза по 
сравнению с 2015 годом. Как отмечают авторы [2], 
злоумышленники атаковали объекты критической 
инфраструктуры целенаправленно, причем атаки 
отличались тщательностью подготовки, нередко с 
использованием принципов социальной инжене-
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