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Введение
Как известно [1], современный трафик муль-

тисервисных сетей обладает самоподобными 
свойствами. Свойство самоподобия означает, во-

первых, что отсчеты трафика обладают сильными 
корреляционными связями, во-вторых, что одно-
мерные плотности вероятностей отсчетов тра-
фика имеют так называемые «тяжелые» хвосты 
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распределений. При этом самоподобными свойст-
вами могут обладать реализации интенсивности 
трафика, реализации последовательности интер-
валов времени между пакетами на входе устрой-
ства обработки этих пакетов, а также последова-
тельности длительностей пакетов. Современные 
методы анализа трафика и устройств обработки 
такового трафика, основанные на методах класси-
ческой теории массового обслуживания, требуют 
более глубоких сведений о статистических свой-
ствах трафика. Наибольший интерес здесь пред-
ставляет синтез многомерных распределений, 
учитывающих зависимость отсчетов трафика, 
которая может описываться не только коэффици-
ентом корреляции Пирсона  , но и другими па-
раметрами, например, коэффициентом ранговой 
корреляции Кендалла  и коэффициентом Спир-
мена  учитывающими более тонкую структу-
ру зависимости между отсчетами трафика. 

Особый интерес представляет задача синте-
за двумерных распределений коррелированных 
случайных величин, которая может, например, 
встретиться при решении интегрального урав-
нения Линдли [2] для анализа систем массового 
обслуживания общего вида (типа GI/G/1), при 
анализе статистических свойств вейвлет-прео-
бразованного трафика [1] для декорреляции его 
отсчетов и др.

В [3-4] представлены многочисленные резуль-
таты синтеза не только двумерных, но и много-
мерных распределений, включая случаи, когда 
одномерные распределения имеют тяжелые хво-
сты. Построить двумерную функцию распреде-
ления можно, прибегая к понятию копулы [3-6]

Понятие копулы
Функция  называется копулой двух 

переменных x и y, определенных на множестве 
 если она удовлетворяет следующим 

условиям:
1. 
2. 
3. 

4. 
5. Для любой копулы справедливо: 

6. Для любых  
 справедливо 

Согласно теореме Склара [4] функция совмест-
ного (интегрального) распределения  

случайных величин X и Y определяется копулой 
от одномерных распределений  и  
Копулы позволяют рассматривать зависимость 
между случайными величинами по выборке вне 
контекста одномерных распределений. Суть со-
стоит в том, что, даже не зная одномерных функ-
ций распределения случайных величин, можно 
рассматривать различные зависимости между 
ними, которые могут быть охарактеризованы, как 
было указано выше, либо коэффициентом корре-
ляции  либо коэффициентами ранговой кор-
реляции 

Если функциям  и  соответству-
ют плотности  и  то, как показано 
в [3],

  (1)

где  – производная копулы 

(плотность) 
Многочисленные исследования по теории ко-

пул (см. библиографию [3]) показывают, что раз-
ным типам распределений соответствуют разные 
копулы, которые различным образом могут учи-
тывать статистическую зависимость случайных 
величин. Как правило, построение копулы осно-
вано на совместном исследовании конкретных 
реализаций зависимых случайных величин X и Y. 
Это исследование заключается в вычислении ко-
эффициентов ранговой корреляции  и . 

Коэффициент ранговой корреляции
Коэффициент ранговой корреляции  опреде-

ляется в виде [3; 6]

 
и, как следует из приведенного выражения, опре-
деляет зависимость случайных последователь-
ностей X и Y через показатели согласованности 
–  и рассогласованности 
–  последовательностей. 

Коэффициент ранговой корреляции имеет 
свойства:

– коэффициент  симметричен относи-
тельно аргументов;
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– значения  находятся в интервале [–1, 1];
– при независимых X и Y 
Использование коэффициента  оказа-

лось предпочтительным по сравнению с коэффи-
циентом корреляции

            
(2)

так как при анализе распределений с тяжелыми 
хвостами, у которых возможно  вы-
ражение (2) теряет смысл.

Коэффициент ранговой корреляции Спирмена 
 определяется как

С учетом того, что случайные величины 
 распределены равномер-

но на интервале [0, 1], можно говорить, исходя 
из свойств копулы, что их совместное распреде-
ление определяется именно функцией копулы, а 

 вычисляется по формуле (2) для пере-
менных u и v. 

Основные свойства коэффициента 
–  симметричен относительно своих 

аргументов;
–  если  – 

строго возрастающая функция, то  
если    – строго убывающая функция, то 

–  если  и   
 – строго возрастающие функции;

– если X и Y независимы, то .
Если наблюдения  конечны, то есть 

 то несмещенная оценка  
может быть получена в виде [6]:

Копула Гумбеля для двумерного  
логнормального распределения
Рассмотрим модельную задачу, когда по извест-

ной одномерной плотности вероятностей отсче-
тов трафика  и известной корреляционной 
функции  требуется построить двумерную 
плотность вероятностей  без анализа 
реализации трафиковой последовательности.

Для примера возьмем частный случай исполь-
зования логнормального распределения, одно-
мерная плотность которого имеет вид

   
(3)

где  и  – среднее значение и дисперсия нор-
мального распределения случайной величины 

Для распределения (3) справедливо

При построении двумерного логнормального 
распределения зависимых случайных величин 
целесообразно использовать так называемые ар-
химедовы копулы, которые не ограничены обяза-
тельным наличием радиальной симметрии, что 
свойственно эллиптическим копулам [6]. Даже 
при наличии реализаций случайных величин вы-
бор конкретного вида копулы далеко не одноз-
начен. Из нескольких моделей копула-функций 
следует выбрать ту, которая наилучшим образом 
описывает рассматриваемые данные. Критерии, 
которые можно использовать при выборе копу-
лы, достаточно подробно описаны в [7], и все они 
основаны на анализе имеющихся реализаций по-
следовательностей случайных величин.

В нашем случае единственным критерием 
правильности выбора копулы является совпаде-
ние двумерного распределения, полученного на 
основе применения конкретной копулы, с дву-
мерным распределением, построенным по точно-
му аналитическому выражению. Для двумерной 
логнормальной плотности такое выражение име-
ет вид [9]:

    

(4)

где  и  – среднее значение и сред-
неквадратическое отклонение соответствую-
щей нормальной случайной величины  
– коэффициент корреляции случайных величин 

Теперь выбор копулы можно произвести мето-
дом перебора, основываясь на многочисленных 
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примерах использования копул для построения 
двумерных распределений [3].

Для построения двумерного логнормального 
распределения выберем сначала из известных ар-
химедовых копул [3] – копулу Гумбеля с генера-
тором 

    
(5)

где  и имеющую плотность

В данной копуле параметр  характеризует за-
висимость случайных величин Х и Y, определяет 
которую коэффициент ранговой корреляции Кен-
далла . Известно [8], что связь коэффициента   
и параметра  для архимедовых копул устанав-
ливается через генератор  в виде

 

что для копулы Гумбеля дает 
В рассматриваемой модельной ситуации, в ко-

торой одномерное распределение выборки и ее 
корреляционные свойства предполагаются задан-
ными и определению подлежит двумерная плот-
ность вероятности гипотетической реализации 
трафика, крайне затруднительно установить ана-
литически связь коэффициентов  и , поэтому 
предлагается отождествить  и , основываясь 
на том, что оба параметра характеризуют  зависи-
мость отсчетов трафика и могут принимать зна-
чения из интервала [–1, 1]. 

Рассчитаем двумерную плотность логнор-
мального распределения по формуле (1) при 
использовании копулы (5) с параметром  
(при замене  в виде  и с 
учетом того, что одномерное распределение 

 для логнормального распределения за-

писывается как   где
 

На рис. 1-4 приведены результаты вы-
числений при следующих параметрах: 

 
Рис. 1 Двумерная плотность согласно (1)

Рис. 2. График линий уровня для (1)

Рис. 3. Двумерная плотность согласно (4)

Рис. 4. График линий уровня для (4)
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Сравнение рис. 1 и рис. 2 показывает лишь 
принципиальное совпадение формы двумерной 
плотности. С точки зрения критериев согласия 
для оценки многомерных распределений можно 
предложить использование условно вероятност-
ного интегрального преобразования Розенблатта 
[7], которое переводит набор зависимых случай-
ных величин с заданным двумерным распределе-
нием в набор независимых равномерно распреде-
ленных на интервале [0; 1] случайных величин.

Копула Клейтона для двумерного  
логнормального распределения
Представляет интерес исследовать в данной 

ситуации (при использовании логнормального 
распределения) и другие копулы для синтеза дву-
мерного распределения коррелированных слу-
чайных величин, в частности копулы Клейтона 
(с генератором .

  
(6)

для которой 

Рис. 5. Двумерная плотность по копуле (6) при 
 

 
Рис. 6. График линий уровня выражения (6)

Полагая, как и в предыдущем случае,  
получим  Для тех же значений параме-
тров  двумерная плотность, получен-
ная из копулы (6) при  представлена на 
рис. 5 и рис. 6. Здесь также можно констатиро-
вать только совпадение формы полученного дву-
мерного распределения с формой, рассчитанной 
по точной формуле.

Попытка перебора значений параметра  
привела к результату, представленному на рис. 7 
и рис. 8 при выборе  Сравнение ре-
зультатов рис. 7 и рис. 8 с истинной двумерной 
плотностью показывает их удовлетворительное 
совпадение.

 
Рис. 7. График линий уровня для (6) при 

Рис. 7 Двумерная плотность по копуле (6) при 

Копулы семейства F-G-M
Заслуживает внимания использование копулы 

семейства Фарли-Гумбеля-Моргенштерна с по-
линомиальным расширением [3], для которого не 
существует функций-генераторов  в виде

       (7)
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Параметр  данной копулы удовлетворяет 

условиям , где р – це-
лое число  При этом коэффици-
ент корреляции  связан с параметром  
соотношением . Легко 
установить, что при  максимальное зна-
чение  которое может быть использова-
но для данной копулы, определяется значением 

 а параметр  находится в преде-
лах 

Плотность вероятности  с копулой 
(7) при  будет иметь вид

 (8)

где u и v определяются как 

Установление связи между  и  
При использовании копулы (8) возможен обо-

снованный подход к выбору параметра . С уче-
том того, что двумерное распределение  
определяется копулой вида

существует возможность установления соот-
ношения между коэффициентом корреляции 

 вычисляемым согласно (2), и параме-
тром копулы, определяющим зависимость слу-
чайных величин  Эта возможность сле-
дует из соотношения 

подставив которое в (2), можно найти зависи-
мость  от  а не от  Основная 
сложность при этом состоит в выборе копулы, так 
как производная копулы по  должна позво-
лить выделить параметр  через относительно 
простую функцию, поскольку, например, копула 
(5) сделать этого не позволяет. 

Для копулы (8)

      

(9)

где 
Для расчета  при использовании од-

номерных логнормальных распределений (3) с 
одинаковыми параметрами была использована 
аппроксимация функции  в виде [10]

     
(10)

при  а также интег-
ральное представление 

 
 (11)

и стандартные интегралы из [12]. 

Рис. 9. Двумерная плотность логнормальных 
случайных величин, построенная по копуле (7) при 

Подстановка (9) в (2) с учетом (10)-(11) дает

  (12)

где 

Результат представлен на рис. 9-10. Опреде-
ленное согласно (12) значение  было 
использовано в выражении (8) для построения 
двумерного логнормального распределения с вы-
шеуказанными параметрами 
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Рис. 10. График линий уровня для (7) при 

Заключение
Таким образом, применение копул для мо-

делирования двумерных плотностей вероят-
ности коррелированных случайных величин 
при анализе телекоммуникационного трафика 
может помочь в преодолении главного ограни-
чения классической теории массового обслу-
живания, заключающегося в постулировании 
независимости процессов поступления заявок 
на обслуживание и процессов их обслужива-
ния.
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This work is concerned with utilization of copulas for analysis of high-correlated self-similarity 
traffic in multiservice networks and for simulation two-dimensional probability densities of correlated 
random varieties. Proposed approach provides overcoming the main limitations associated with classic 
queuing theory, which are based on presupposition of independences of arrival and service processes. 
Copula means to consider relationship between sampling random varieties outside the one-dimensional 
distribution context. Here definitions of copula functions and Kendall’s and Spearman’s rank correlation 
coefficients are presented. These coefficients provide more precisely researching of traffic amount. 
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This work presents developed Gumbel’s and Clayton’s copulas and one of Farlie–Gumbel–Morgenstern 
copulas for two-dimensional lognormal distribution. Criterions for copula selection are based on 
analysis of existing implementations of random variety sequences. This work sets a relation between 
rank correlation coefficients and Pearson’s correlation coefficient.
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Предлагается способ формирования информационного индикатора для принятия управленческих решений в 
системах социально-экономического типа на примере спортивной (футбольной) индустрии. Методология инди-
катора реализована посредством обработки входного потока данных с дальнейшим анализом при помощи ин-
теллектуальной программы STATISTICA регрессионным методом. Объектом применения индикатора является 


