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Введение
Статья посвящена исследованию систем мас-

сового обслуживания (СМО) E2/M/1 с эрлангов-
ским входным распределением 2-го порядка и 

 с запаздыванием во времени. Первая 
система относятся к типу G/M/1, а вторая G/G/1. 
В теории СМО исследования систем G/G/1 и 
G/M/1 актуальны в связи с тем, что до сих пор не 
существует решения в конечном виде для общего 
случая. 

В работе авторов [1] впервые приведены ре-
зультаты для системы M/M/1 с запаздыванием 
во времени и сдвинутыми экспоненциальными 
входными распределениями. Показано, что сред-
нее время ожидания требования в очереди в сис-
теме M/M/1 с запаздыванием во времени меньше, 
чем в классической системе M/M/1 при одина-
ковом коэффициенте загрузки за счет того, что 
коэффициенты вариации времен поступления  
и обслуживания  становятся меньше единицы 
при параметре запаздывания .

Результаты [1] совместно с классикой теории 
СМО [2] позволяют распространить метод спек-
трального разложения решения интегрального 
уравнения Линдли (ИУЛ) также на сдвинутое эр-
ланговское распределение.

Метод спектрального разложения решения 
ИУЛ составляет важную часть теории систем 
G/G/1. Для записи ИУЛ введем следующие обо-
значения:  – функция распределения веро-
ятностей (ФРВ) времени ожидания требования в 
очереди;  – ФРВ случайной вели-
чины  – случайное время обслу-
живания требования;  – случайный интервал 
времени между поступлениями требований. Тог-
да нужная нам форма уравнения Линдли будет 
выглядеть как
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входных распределений для системы с запаздыванием выбраны сдвинутое вправо от нулевой точки распределение 
Эрланга 2-го порядка и также сдвинутое экспоненциальное распределение. Для таких законов распределений клас-
сический метод спектрального разложения решения интегрального уравнения Линдли для систем G/G/1 позволяет 
получить решение в замкнутой форме. Показано, что в такой системе с запаздыванием среднее время ожидания 
требований в очереди меньше, чем в обычной системе. Это связано с тем, что операция сдвига во времени умень-
шает величину коэффициентов вариаций интервалов между поступлениями и времени обслуживания, а как из-
вестно из теории массового обслуживания, среднее время ожидания требований связано с этими коэффициентами 
вариаций квадратичной зависимостью. Cистема E2/M/1 работает только при коэффициенте вариации интервалов 
поступления, равному  и коэффициенте вариации времени обслуживания, равному 1, а система  позволяет 
работать с коэффициентами вариаций интервалов поступления в диапазоне  и коэффициентами вариаций 
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При изложении метода решения ИУЛ будем 
придерживаться подхода и символики [2]. Для 
этого через  обозначим преобра-
зования Лапласа функций плотности распределе-
ния интервалов между поступлениями и време-
ни обслуживания соответственно. Суть решения 
ИУЛ методом спектрального разложения состоит 
в нахождении для выражения  
представления в виде произведения двух множи-
телей, которое давало бы рациональную функ-
цию от s. Следовательно, для нахождения закона 
распределения времени ожидания необходимо 
следующее спектральное разложение

где  и  – некоторые рациональные 
функции от s, которые можно разложить на мно-
жители. Функции  должны удов-
летворять следующим условиям [2].

1. Для  функция  является ана-
литической без нулей в этой полуплоскости;

2. Для  функция  является ана-
литической без нулей в этой полуплоскости, где 
D – некоторая положительная константа, опреде-
ляемая из условия

                          
(1)

Кроме того, функции  должны 
обладать следующими свойствами:

 

               

(2)

Построенные функции  
должны удовлетворять условиям (1)-(2).

Система E2/М/1 и вывод решения для 
среднего времени ожидания
Для системы E2/М/1 законы распределения 

интервалов входного потока и времени обслужи-
вания задаются функциями плотности вида:

                        
(3)

                           
(4)

При таком задании функций (3) решения для 
среднего времени ожидания для системы E2/М/1 
в классике по теории СМО [2-3] авторами не най-

дено, поэтому это решение находим классиче-
ским методом спектрального разложения реше-
ния ИУЛ аналогично [4]. Такой подход позволяет 
определить не только среднее время ожидания, 
но и моменты высших порядков времени ожида-
ния.

Тогда, учитывая определение джиттера в те-
лекоммуникациях как разброс времени ожидания 
от его среднего значения [5], получим возмож-
ность определения джиттера через дисперсию. 
Преобразования Лапласа функций (3) и (4) будут 
соответственно

Для применения метода спектрального разло-
жения воспользуемся результатами [2] для сис-
тем общего вида G/М/1, к которым принадлежит 
система E2/M/1. Выражение для спектрального 
разложения решения ИУЛ для системы G/М/1 за-
дается в виде 

 
(5)

где  – единственный отрицательный ко-
рень уравнения  

Выражение в первых скобках (5) не имеет 
ни полюсов, ни нулей в области  кроме 

 и  [2]. Поэтому, учитывая условия 
(1) и (2), за функцию  примем выражение во 
вторых скобках, так как его нули  
и полюс  лежат в области  а за 
функцию  – выражение в первых скобках: 

Для окончательного построения функции 
 подставим в ее выражение 

  
так как квадратное уравнение 

 полученное из знаме-
нателя, имеет один отрицательный корень:
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и один положительный корень:

В случае стабильной системы при  вы-
полняется условие 

Теперь выполнение условия (1) для построен-
ных функций  и  очевидно. Это под-
тверждает и рисунок 1, где отображены нули и 
полюса отношения  на комплексной 
s-плоскости для исключения ошибок построения 
спектрального разложения. На рисунке 1 полюсы 
отмечены крестиками, а нули – кружками.

 

Рисунок 1. Нули и полюсы функции 
 для системы E2/M/1

Проверка выполнения условий (2) дает

  
следовательно, эти условия также выполнены.

Далее по методике спектрального разложения 
найдем константу K: 

Далее построим функцию   

 Отсюда преобразование Лап-

ласа функции плотности времени ожидания

Для нахождения среднего времени ожидания 
найдем производную от функции  со зна-
ком минус в точке s = 0:

 
В окончательном виде среднее время ожида-

ния для системы E2/M/1 равно

                       (6)

где  аб-
солютное значение корня . 

Система E2/М/1 с запаздыванием
Рассмотрим СМО, для которой законы распре-

деления входного потока и времени обслужива-
ния заданы функциями плотности как

                (7)

                       (8)

Такую систему мы уже обозначили  
Утверждение. Спектральное разложе-

ние решения ИУЛ для системы  
 имеет точно 

такой же вид, что и для системы E2/М/1.
Доказательство. Преобразование Лапласа 

функции (7) есть

а функции (8):

Из предыдущего раздела следует, что для сис-
темы E2/М/1 спектральное разложение имеет вид

 

Для системы  имеем 
 

Здесь показатели степени у экспонент обнуля-
ются, и тем самым операция сдвига в спектраль-
ном разложении нивелируется. Спектральные 
разложения решения ИУЛ, а также преобразова-
ние Лапласа функции плотности времени ожида-
ния (5) для обеих систем E2/М/1 и  сов-
падают, что и требовалось доказать.

Далее нам необходимо определить числовые 
характеристики распределений  (7) и  (8). 
Они нужны в свою очередь для определения не-
известных параметров распределений (7) и (8) по 
известному методу моментов.
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Определение числовых характеристик 
распределения  
Для их определения воспользуемся свойством 

преобразования Лапласа функции плотности вос-
производить моменты: 

 

Отсюда среднее значение интервала между 
поступлениями требований:  Найдя 
вторую производную от преобразования Лапласа 
функции (7) при s = 0, определим второй началь-
ный момент интервала между поступлениями 

 
Тогда коэффициент

 
вариации 

Второй начальный момент интервала между 

поступлениями  от-

куда  Отсюда коэффициент 

вариации 

                    
(9)

Поступив аналогично для распределения  
с преобразованием Лапласа функции (8), полу-
чим среднее значение времени обслуживания 

, а коэффициент вариации 

                      (10)

Заметим, что для распределения Е2: 
 Сравнивая результаты чи-

словых характеристик  для распределений 
Е2 и , можно увидеть разницу между ними, 
полученную ввиду сдвига законов распределе-
ний на  Коэффициент вариации для распре-
деления  уменьшается при сдвиге в  
раз по сравнению с коэффициентом  для рас-
пределения Е2.

Для времени обслуживания по закону  ко-
эффициент вариации  уменьшается при сдвиге 
в  раз по сравнению с коэффициентом   
для распределения M.

Учитывая, что среднее время ожидания в 
системе G/G/1 связано с коэффициентами ва-
риаций времени между поступлениями требо-
ваний и времени обслуживания квадратичной 
зависимостью, в системе с запаздыванием вре-

мя ожидания будет меньше, чем в обычной си-
стеме. 

Теперь, исходя из полученных параметров 
распределения для системы , время 
ожидания для нее определяем из выражения (6), 
где параметры   р р

Теперь, задав в качестве входных параметров 
для расчета системы  полученные выше 
значения  можно рассчитать 
среднее время ожидания по выражению (6) для 
диапазонов изменения коэффициентов вариаций  

 и  определяемыми вы-
ражениями (9) и (10) соответственно в зависимо-
сти от величины параметра сдвига  

Ниже в таблице 1 приведены данные расчетов 
для системы  полученные при малой  

 средней  и высокой нагрузки   
 и параметре сдвига  

Для сравнения в правой колонке приведены дан-
ные для обычной системы E2/М/1.

Таблица 1. Результаты экспериментов для СМО 

С уменьшением значения параметра  
среднее время ожидания в системе  
стремится к среднему времени ожидания в си-
стеме E2/М/1. Данные таблицы 1 подтверждают 
тот факт, что за счет уменьшения коэффициен-
тов вариации  из-за ввода параметра 
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сдвига  уменьшается среднее время ожидания 
в системе.

Заключение
Полученные результаты приводят к следу-

ющим выводам.
1. Операция сдвига во времени, с одной 

стороны, приводит к увеличению загрузки си-
стемы с запаздыванием. Для системы  
с запаздыванием загрузка увеличивается в 

 раз по сравнению с обычной 
системой E2/М/1.

2. Операция сдвига во времени, с другой 
стороны, уменьшает коэффициенты вариаций 
интервала между поступлениями и времени 
обслуживания требований. В связи с тем, что 
среднее время ожидания в системе G/G/1 свя-
зано с коэффициентами вариаций интервалов 
поступления и обслуживания квадратичной за-
висимостью, среднее время ожидания в систе-
ме с запаздыванием будет меньше, чем в обыч-
ной системе при одинаковом коэффициенте 
загрузки. Например, для системы  
при загрузке  и параметре сдвига  
коэффициент вариации интервалов поступле-
ния  уменьшается с 1 для обычной системы 
до 0,13; коэффициент вариации времени об-
служивания  уменьшается с  до 0,1, 
а время ожидания уменьшается с 6,59 единиц 
времени для обычной системы до 0,055 еди-
ниц времени.

3. Изложенные результаты справедливы 
только для одинаковых параметров сдвига t0 для 
распределения интервалов между поступления-
ми требований и времени обслуживания.
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In queuing theory, the studies of the systems G/M 1 and G/G/1 are particularly relevant because there still 
exist no fi nal solution for the general case. In this article we present results on (QS) G/M/1 and G/G/1 
queuing systems (QS): E2/M/1 with Erlang and exponential input distributions, and also systems  
with delay in time, respectively. For the system with time delay the Erlang distribution of the second 
order shifted to the right from the zero point is selected as the input distribution along with the shifted 
exponential distribution. For such distribution laws, the classical method of spectral decomposition of the 
solution of the Lindley’s integral equation for systems G/G/1 allows to obtain a closed-form solution. It is 
shown that in a system with time delay the average waiting time in queue is less than in the usual system. 
This is explained by the fact that the time shift reduces the coeffi cients of variation of the intervals 
between the arrival and the service time, and as known from queuing theory, the average waiting time is 
related to these coeffi cients of variation by a quadratic dependence. The E2/M/1 system works only for 
the arrival intervals variation factor equal to  and the service time variation factor equal to 1, while 
the  system allows us to work with the arrival intervals variation factor in the range of  
and the service time variation factor in the range of (0, 1), which expands the scope of these systems. For 
deriving the solutions, the classical method of spectral decomposition of the solution of the Lindley’s 
integral equation was used.
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Актуальность и практическая значимость изучения очередей с зависимыми процессами прибытия очевидна, так 
как точные решения (аналитические или численные) обычно недоступны для очереди системы G/G/1. В настоя-
щее время известны работы по исследованию сетевого трафика в IP-сетях, где каждому виду трафика сопостав-
лен закон распределения. Проведен анализ статистических параметров сетевого трафика. По результатам модели-
рования получены распределения для интервалов времени между пакетами и длительностей пакетов – функции 
распределения Вейбулла и Парето. Впоследствии произведена аппроксимация их суммой затухающих экспонент, 
и аппроксимации приближения PMRQ аппроксимации распределения услуг в пиковом режиме потока. Опре-
делена характеристика – среднее время ожидания пакетов в очереди. Приближение PMRQ в значении среднего 
времени ожидания в TES+/G/1, ММРР сравнимо с аналитическими значениями этой же величины при решении 
спектральным способом интегрального уравнения Линдли, полученными при моделировании реального трафи-
ка. Погрешность результатов полученного решения определяется точностью аппроксимации распределений для 
анализа системы G/G/1.

Ключевые слова: аппроксимация суммой затухающих экспонент, PMRQ, PMRS, интегральное уравнение Линдли, 
преобразование Лапласа, распределение с «тяжелым» хвостом, среднее время ожидания, очередь G/G/1, очередь 
TES+/G/1

Введение
В телекоммуникационном оборудовании 

аналитическое исследование и расчет статисти-
ческих параметров трафика дает возможность 
приблизиться к определению пропускной спо-
собности сети, оптимального размера буфера. 
Для решения задач, в которых существуют слу-
чайные события, используются как аналити-
ческие, так и имитационные модели. Зачастую 
аналитические модели предпочтительнее имита-
ционных по нескольким причинам: не требуется 
проведения большого числа испытаний; можно 
получить оптимальное решение.

Традиционная теория очередей посвящена 
очередям, где время между прибытием и время 
обслуживания являются независимыми процес-

сами обновления. Есть предположение о том, что 
длительности обслуживания пакетов взаимно 
независимы, а допущение о независимости по-
тока пакетов от интервалов между прибытиями 
неоправданно – следовательно, необходимо учи-
тывать при моделировании СМО G/G/1 свойство 
самоподобия данных процессов. Изучение очере-
дей с зависимыми процессами прибытия являет-
ся актуальным и имеет практическую ценность. 
Можно сделать вывод: точные решения (аналити-
ческие или численные) обычно недоступны для 
очереди G/G/1, так как исследователи прибегают 
к моделированию Монте-Карло или используют 
классическую теорию Маркова и ее вариации для 
проведения параметрического анализа по средней 
длине очереди [1].
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