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Актуальность и практическая значимость изучения очередей с зависимыми процессами прибытия очевидна, так 
как точные решения (аналитические или численные) обычно недоступны для очереди системы G/G/1. В настоя-
щее время известны работы по исследованию сетевого трафика в IP-сетях, где каждому виду трафика сопостав-
лен закон распределения. Проведен анализ статистических параметров сетевого трафика. По результатам модели-
рования получены распределения для интервалов времени между пакетами и длительностей пакетов – функции 
распределения Вейбулла и Парето. Впоследствии произведена аппроксимация их суммой затухающих экспонент, 
и аппроксимации приближения PMRQ аппроксимации распределения услуг в пиковом режиме потока. Опре-
делена характеристика – среднее время ожидания пакетов в очереди. Приближение PMRQ в значении среднего 
времени ожидания в TES+/G/1, ММРР сравнимо с аналитическими значениями этой же величины при решении 
спектральным способом интегрального уравнения Линдли, полученными при моделировании реального трафи-
ка. Погрешность результатов полученного решения определяется точностью аппроксимации распределений для 
анализа системы G/G/1.

Ключевые слова: аппроксимация суммой затухающих экспонент, PMRQ, PMRS, интегральное уравнение Линдли, 
преобразование Лапласа, распределение с «тяжелым» хвостом, среднее время ожидания, очередь G/G/1, очередь 
TES+/G/1

Введение
В телекоммуникационном оборудовании 

аналитическое исследование и расчет статисти-
ческих параметров трафика дает возможность 
приблизиться к определению пропускной спо-
собности сети, оптимального размера буфера. 
Для решения задач, в которых существуют слу-
чайные события, используются как аналити-
ческие, так и имитационные модели. Зачастую 
аналитические модели предпочтительнее имита-
ционных по нескольким причинам: не требуется 
проведения большого числа испытаний; можно 
получить оптимальное решение.

Традиционная теория очередей посвящена 
очередям, где время между прибытием и время 
обслуживания являются независимыми процес-

сами обновления. Есть предположение о том, что 
длительности обслуживания пакетов взаимно 
независимы, а допущение о независимости по-
тока пакетов от интервалов между прибытиями 
неоправданно – следовательно, необходимо учи-
тывать при моделировании СМО G/G/1 свойство 
самоподобия данных процессов. Изучение очере-
дей с зависимыми процессами прибытия являет-
ся актуальным и имеет практическую ценность. 
Можно сделать вывод: точные решения (аналити-
ческие или численные) обычно недоступны для 
очереди G/G/1, так как исследователи прибегают 
к моделированию Монте-Карло или используют 
классическую теорию Маркова и ее вариации для 
проведения параметрического анализа по средней 
длине очереди [1].
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Корреляции в прибывающем потоке собы-
тий, в предположении очереди на один сервер, 
существенно влияют на среднее время ожида-
ния по сравнению с соответствующим потоком 
событий, приходящих повторно, тому же сер-
веру. Однако если использовать такие модели 
СМО G/G/1, для которых созданы и построе-
ны реальные или максимально приближенные 
к действительности аппроксимации распреде-
лений интервалов времени между пакетами и 
длительности обслуживания для очередей с 
коррелированными поступлениями [2], стано-
вится возможным поиск решения неизвестных 
средних характеристик трафика. В основном 
используются распределения с «тяжелым» 
хвостом Парето и Вейбулла для построения 
процесса прибывающего потока пакетов и оп-
ределения среднего времени ожидания пакета 
в очереди, учитывая его скорость, коэффици-
ент вариации и другие характеристики.

Исследование, проведенное относитель-
но распределения времени между пакетами, 
описываемых распределениями с «тяжелым» 
хвостом Вейбулла, Парето показало, что его 
можно использовать для аналитического оп-
ределения параметров трафика [3-4]. Приме-
нение распределений с «тяжелым» хвостом 
наилучшим образом приближено к функциям 
распределений, описывающих статистические 
характеристики трафика. Определяя преобра-
зования Лапласа законов распределений, кото-
рым подчиняются интервалы времени между 
пакетами и длительности пакетов, и используя 
спектральный метод решения интегрального 
уравнения (ИУ) Линдли, можно найти функ-
цию времени ожидания пакетов в очереди. 
Определение данной сетевой характеристики 
позволяет повысить качество обслуживания 
при конфигурации сети и проследить измен-
чивый характер трафика, учесть его свойства, 
чтобы, в свою очередь, наиболее точно оце-
нить параметры сети.

Предложенный в [5] метод аппроксимации 
распределения суммой затухающих экспо-
нент дает неудовлетворительные результаты 
по точности на «восходящих» ветвях распре-
делений. Кроме того, аппроксимация «вос-
ходящих» ветвей распределений приводит к 
появлению в сумме затухающих экспонент 
слагаемых с отрицательными коэффициента-
ми, что нивелирует вычислительные преиму-
щества спектрального метода, обусловленные 
использованием гиперэкспоненциальных рас-
пределений.

Анализ времени ожидания в очередях 
СМО G/G/1 с использованием 
приближения PMRQ аппроксимации
Ряд исследований подтвердили теоретические 

расчеты, продемонстрировав влияние автокор-
реляций в процессах прибытия (или сервисных 
процессах) на статистику очередей в связанных 
очередях по сравнению с их аналогами обновле-
ния [1; 5-6]. В более общем случае, если данные о 
статистических параметрах доступны, то методы, 
рассмотренные и проанализированные в этом ис-
следовании, могут быть использованы для полу-
чения среднего времени ожидания. Для исследо-
вания произвели анализ результатов, полученных 
в работе [7]. Идея данной работы заключается 
в сравнении результатов аппроксимации спосо-
бами PMRQ и PMRS при сопоставлении СМО 
G/G/1 аппроксимирующей GI/G/1 [7] и аппрок-
симации суммой затухающих экспонент [5,6] при 
одних и тех же параметрах сети, смоделирован-
ными и приближенными к реальным значениям.

Предложенная схема аппроксимации, пред-
ставленная в работе [7], которая сопоставля-
ет G/G/1 аппроксимирующей GI/G/1 PMRQ 
(Peakedness Matched Renewal Queue) использу-
ет аппроксимации потока распределения услуг 
в пиковом режиме, которые имеют названия 
PMRS (Peakedness Matched Renewal Stream). 
Приближенный процесс прибытия PMRS сохра-
няет пиковость исходного процесса прибытия и 
его скорость прибытия; кроме того, квадратный 
коэффициент вариации построенного процесса 
прибытия PMRS равен индексу дисперсии исход-
ного процесса прибытия. Заслуга приближения 
PMRQ заключается в том, что он легко разрешим, 
в отличие от первоначальной очереди G/G/1. Для 
этого в [7] используется функция меры остроты 
пика [8], а отставание учитывается коэффициен-
том автокорреляции в исходном потоке.

Приближение PMRQ аппроксимации спосо-
бом для поиска среднего времени ожидания в 
схеме TES+/G/1 (Transform Expand Sample) луч-
ше по сравнению со ссылочными значениями, 
полученными с помощью моделирования, где 
простой вариант процессов прибытия TES+ слу-
жил процессом прибытия, связанным с автокором 
[9-10]. Универсальные классы автокорреляци-
онных (лопастных) стохастических процессов, 
называемых TES+ [9-10], впоследствии служат 
процессами прибытия в очереди G/G/1, результи-
рующая TES+/G/1 это проверка эффективности 
среднего времени ожидания приближения, пред-
ложенного в [7]. При рассмотрении данной мо-
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дели одновременно подбираются маргинальное 
распределение и корреляционная функция. 

Целью при аппроксимации PMRQ и PMRS 
является построение модели, соответствующей 
трем требованиям одновременно: маргинальное 
распределение должно соответствовать ее ориги-
налу (гистограмме); основные корреляционные 
модели должны приближаться к оригиналам до 
приемлемой задержки; выборки, сгенерирован-
ные моделью, должны «иметь сходство» с опыт-
ными временными сериями.

Интересное приближение PMRS возможно 
следующим образом. Можно показать [8], что 
пиковая функция любого возобновляемого пото-
ка трафика R имеет представление

             
(1)

где  – преобразование Лапласа плотности 
временного интервала между временем и  Из 
(1) следует, что для общего движения процесса  

 соответствующее PMRS аппроксимирующего 
процесс обновления  полностью определяется 
через преобразование Лапласа от его плотности 
временного интервала между временем вида

             
(2)

Уравнение (2) фактически подразумевает, что  
 Обоснование аппроксимации PMRS 

очевидно: в целом  аналитически проще, чем  
 – факт, который будет использоваться позже 

в приблизительном анализе очереди G/G/1. Более 
конкретно, PMRQ аппроксимации очереди G/G/1 
общего процесса  является просто соответст-
вующей очереди GI/G/1 с обновлением предлага-
емого трафику процесс R, где R – PMRS аппрок-
симации X. Поэтому трафик рассматривается как 
пульсирующий процесс времени [11], имеющий 
описания и свойства процессов TES [9]. 

Процессы TES представляют собой универ-
сальный класс стационарных временных рядов, 
допускающих любое предельное распределе-
ние, большое разнообразие автокорреляционных 
функций (монотонность, колебание, чередование 
и др.), и широкий спектр поведения, в том чи-
сле направленных и ненаправленных процессов. 
Процессы TES могут быть разработаны, чтобы 
соответствовать любому эмпирическому (марги-
нальному) распределению, и, одновременно, при-
ближенным эмпирическим автокорреляционным 
функциям различных функциональных форм. В 
частности, можно определить TES процессы с 

различными автокорреляционными функциями, 
тем самым контролируя (оценивая) их степень.

Решение статистики равновесного време-
ни ожидания в очереди GI/G/1 обычно требует 
сложной расчетной процедуры. Для нахождения 
функции времени ожидания  (3) необходи-
мо воспользоваться обратным преобразованием 
Лапласа функции  посредством интегри-
рования, учитывая, свойства дельта-функции [1] 
(например, ИУ Линдли для частного случая)

                        
(3)

Для оценки параметров приближенного сред-
него времени ожидания в качестве альтернативы 
вычислению среднего времени ожидания рассма-
тривается приближение большого трафика. Из 
работы [7], когда GI/G/1 имеем очередь при боль-
шом трафике, а именно , аппроксимация 
среднего времени ожидания (4)

                  
(4)

где  – коэффициенты вариации интервалов 
поступления времени X и времени обслуживания   
Y соответственно [12]. 

В [7] исследована эффективность предлагае-
мого приближения путем сравнения с моделиро-
ванием. Проведено сравнение точности аппрок-
симации W двумя способами: масштабный метод 
усреднения и аппроксимация , изменялись 
три типа параметров W в системе TES+/G/1. Рас-
смотрены частоты поступления со значениями 

 Данные частоты соответст-
вуют средней загрузке и тяжелой загрузке систе-
мы соответственно, поскольку среднее значение 
службы всегда было равным единице. Параметр 
пачечности  должен быть различен по диапа-
зону значений надлежащим выбором параметров 

 Значения  определяют сильный эф-
фект пачечности, в то время как  имеет вторич-
ный эффект. В результате рассмотрены среднес-
рочные распределения времени обслуживания: 
Exponential, Erlang, Deterministic, MCE2 и MMPP 
(Markov-modulated Poisson processes) [7], где по-
лучены результаты для среднего времени ожида-
ния СМО TES+/G/1.

Аппроксимация в виде суммы 
затухающих экспонент
Анализ сетевого трафика проводился с исполь-

зованием сети связи, в которой при передаче в гло-
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бальную сеть через коммутатор были получены 
данные, имеющие один Uplink. Пропускная спо-
собность абонентского канала изменялась с помо-
щью программного обеспечения коммутатора, а 
порт, являющийся пограничным для этого комму-
татора, имел конфигурацию зеркалирования, что 
позволяло производить захват всего трафика, про-
ходящего в глобальную сеть. Uplink к узлу агрега-
ции был занижен по скорости, а именно скорость 
передачи была ограничена до 60 и 80 Мбит/с.

Основываясь на имеющихся исследованиях 
трафика при загрузках со значениями  и 

 и полученных распределений согласно 
их гистограмме, были рассмотрены случаи сис-
темы СМО G/G/1: система типа P/W/1 и W/P/1, 
где символы P и W означают соответственно рас-
пределения Парето и Вейбулла. Распределение 
Парето и Вейбулла, соответственно, имеют вид:

                          
(5)

             
(6)

где  – параметр формы;  – масштабный пара-
метр. Уравнение Линдли имеет следующий об-
щий вид [1]:

                   
(7)

где  – функция распределения времени ожи-
дания требования в очереди;  – ядро, связы-
вающее произвольную функцию распределения 
вероятностей интервалов времени между посту-
плениями соседних требований  и произ-
вольную функцию распределения длительности 
обслуживания требований  Заметим, что 
само ИУ Линдли выведено в предположении не-
зависимости элементов последовательности ин-
тервалов времени между заявками и интервалов 
времени обработки заявок.

Известно, что для СМО G/G/1 возможен спек-
тральный метод решения ИУ Линдли, если для 
плотностей вероятностей  соответ-
ствующих распределениям  и , исполь-
зовать аппроксимацию в виде суммы затухаю-
щих экспонент [3-4]. При этом  и  имеют 
представления, соответственно:

                       
(8)

                        
(9)

где . Среднее время ожидания пакета 
в очереди для вышеприведенных примеров нахо-
дится согласно известному свойству характери-
стической функции

                       
(10)

По результатам моделирования была проведе-
на проверка соответствия параметров генериру-
емого узлом-отправителем потока заданным па-
раметрам с использованием программы EasyFit. 
Рассматривался случай с частотой поступления 
или интенсивностью  Данная частота со-
ответствуют средней загрузке системы, соответ-
ственно, поскольку среднее значение интенсив-
ности обслуживания всегда равно единице. При 
рассмотрении СМО TES+/G/1 (распределение 
интервалов времени между поступления TES+ и 
длительностей обслуживания MGE2) с параме-
трами:       

 После вычисления по мас-
штабному методу усреднения и аппроксимации 

 среднее время ожидания пакета получилось 
равным  

Если рассмотреть при той же средней загрузке 
 полученные гистограммы статистиче-

ских параметров снятого трафика (см. рисунок 1), 
имеем соответствие системе W/P/1. Интервалы 
времени между пакетами распределены по закону 
Вейбулла с параметрами:  
а для длин пакетов распределением Парето с па-
раметрами  После аппроксима-
ции  распределений СМО W/P/1 в виде суммы 
затухающих экспонент для поиска решения ИУ 
Линдли среднее время ожидания пакета получи-
лось равным  

Рассмотрен случай при пиковой загрузке сис-
темы при интенсивности  СМО TES+/G/1 
(MMPP (Markov-modulated Poisson processes)) [7], 
где получены результаты для среднего времени 
ожидания. СМО MMPP с параметрами:  

  После вычисления 
по масштабному методу усреднения и аппрокси-
мации  (7) среднее время ожидания пакета 
получилось равным  Далее

  

(11)
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 находятся из алгоритма 

[13]. Если рассмотреть при том же значении за-
грузки  полученные гистограммы стати-
стических параметров снятого трафика (рис.1), 
имеем соответствие системе W/P/1. Интервалы 
времени между пакетами распределены по зако-
ну Вейбулла с параметрами:  
а для длин пакетов распределением Парето с па-
раметры:  После аппроксимации  
распределений СМО W/P/1 в виде суммы затуха-
ющих экспонент для поиска решения ИУ Линдли  
среднее время ожидания пакета получилось рав-
ным 

Заключение
В статье представлены методики определе-

ния среднего времени ожидания в очереди СМО 
G/G/1: масштабный метод усреднения и аппрок-
симации  а также аппроксимация в виде суммы 
затухающих экспонент для поиска решения ИУ 
Линдли. При этом в качестве модуля транспорт-
ного уровня выбран модуль TCP, а интенсивность 
поступления пакетов равна 

Погрешность решения ИУ Линдли спект-
ральным методом в сравнении с результатами 
[7] составляет при  порядка 4%, а при 

 – до 14%, что вполне приемлемо. Такая 
погрешность может быть связана с идеализацией 
исходных распределений временных параметров 
рассматриваемых моделей, с допущением неза-
висимости элементов рассматриваемых после-
довательностей интервалов времени и с опреде-
ленными точностями, характерными для любой 
используемой программы при снятии и обработ-
ке сетевого трафика. 

Захват трафика осуществлялся с помощью 
программы анализатора трафика Wireshark. Рас-
пределения временных параметров были получе-
ны в программе анализа данных EasyFit, разра-
ботанной для быстрого анализа статистических 
данных и принятия решения. Проведенное срав-
нение методов аппроксимации сетевого трафика 
позволяет оценить среднее время ожидание па-
кета с использованием статистического анализа 
данных, что даст возможность повысить качество 
обслуживания и спрогнозировать поведение тра-
фика.
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The paper presents two methods for determining the average waiting time for G/G/1 queue: he me-
thod of scale averaging and approximation and the approximation of the sum of the elements to find a 
solution to Lindley’s integral equation. The practical significance of studying queues with dependent 
arrival processes is obvious, since exact analytical or numerical solutions are usually not available for 
G/G/1 system; the operations to investigate network traffic on IP networks where each type of traffic 
is mapped to a distribution law. The distribution functions (Weibull and Pareto) of time parameters 
were obtained in Easy Fit data analysis program. The traffic was captured using Wire-shark traffic 
analyzer program. The approximation of PMRQ in the average waiting time in TES+/G/1, MMRR was 
compared with the analytical solution for the same value in case of the solution of the spectral method 
of Lindley’s integral equation and the error was about 4-14% which is acceptable. The comparison of 
methods of approximating network traffic allows to estimate the average waiting time of the packet 
using statistical data analysis, which makes it possible to improve the quality of service and predict the 
traffic behavior.
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В статье решается задача статистического имитационного моделирования (СИМ) бизнес-процесса «Строитель-
ство высотных металлических опор для установки инфокоммуникационного оборудования» с использованием 
проектов повторного применения в интересах управления данным процессом при развитии и совершенствова-
нии сетей мобильной связи в России. Описана предметная область моделирования, показаны актуальность и 
важность решения поставленной задачи. Выявлены проблемы, обусловливающие необходимость исследования 
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