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Введение
Имитационному моделированию и, в част-

ности, универсальной системе дискретно-собы-
тийного моделирования GPSS WORLD, которая 
широко используется при моделировании систем 
массового обслуживания и производственных 
систем, посвящено много работ [3–9]. Система 
GPSS WORLD включает множество библиотеч-
ных программ, в том числе генераторы псев-
дослучайных последовательностей для различ-
ных законов распределений.

В теории массового обслуживания востре-
бованы законы распределений с широким ди-
апазоном коэффициента вариации случайной 
величины, такие как гиперэрланговский или 
гиперэкспоненциальный. Как было отмечено в 
[1; 2], таких генераторов в системе моделиро-
вания GPSS WORLD нет, как их нет и в других 
системах имитационного моделирования. В [1; 2] 
представлены эти генераторы в качестве имита-
ционных моделей систем массового обслужива-
ния (СМО) HE2/M/1 и H2/M/1 соответственно на 
основе имеющихся в библиотеке GPSS WORLD 
генераторов.

 

Постановка задачи
В статье приводятся результаты примене-

ния статистических тестов к функционирова-
нию имитационных моделей систем HE2/M/1 
и H2/M/1 в GPSS WORLD для оценки качества 
программных генераторов гиперэрланговского 
и гиперэкспоненциального распределений. Вы-
воды об адекватности имитационных моделей 
систем HE2/M/1 и H2/M/1 делаются на основе 
статистического теста Пирсона, сопоставления 
теоретических и статистических моментов ука-
занных распределений, а также сопоставления 
результатов имитации с известными результата-
ми численно-аналитических моделей указанных 
систем в Mathcad.

Выше было отмечено, что в отличие от клас-
сических законов распределений, используемых 
в теории вероятностей, таких как равномерный, 
показательный, нормальный, Эрланга и других, 
для рассматриваемых нами распределений, при-
менение автоматизированных систем для стати-
стической проверки качества генерации псев-
дослучайных чисел невозможно.

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ТЕХНОЛОГИЙ ПЕРЕДАЧИ И 
ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ И СИГНАЛОВ
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В данной статье приводятся полученные результаты по оценке качества представленных в [1; 2] программных гене-
раторов псевдослучайных последовательностей для имитационного моделирования систем массового обслуживания, 
включающих гиперэрланговское и гиперэкспоненциальное распределения второго порядка, что является логическим 
продолжением указанных работ. Эти законы распределения востребованы в теории массового обслуживания, как обе-
спечивающие большой диапазон изменения коэффициента вариации, играющего важную роль при расчете средней за-
держки в очереди. В научной литературе, а также в самой библиотеке GPSS WORLD отсутствуют данные по таким ге-
нераторам. Оценка качества программных генераторов независимо от языка программирования обычно проводится на 
основе статистических тестов. При этом используются критерии согласия Пирсона или Колмогорова-Смирнова. Кроме 
того, сравниваются между собой теоретические и статистические моменты соответствующего порядка. В отличие от 
простых законов распределений, для которых применение вышеназванных статистических тестов предусмотрено в из-
вестных программных продуктах и не вызывает никаких затруднений, в нашем случае использование автоматического 
тестирования исключено. В известных пакетах STATISTICA, STATGAPHICS, Matlab/Simulink и др. не предусмотрено 
использование рассматриваемых нами гиперэрланговского и гиперэкспоненциального законов распределений. Поэто-
му статистический тест Пирсона вычисляется и проверяется вручную. Представленные результаты должны быть по-
лезны специалистам по дискретно-событийному моделированию в среде GPSS WORLD. 

Ключевые слова: система моделирования GPSS WORLD, генераторы псевдослучайных последовательностей, 
СМО HE2/M/1 H2/M/1, среднее время ожидания в очереди, средняя длина очереди
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Проверка гипотезы о гиперэрлангов-
ском распределении псевдослучайных 
последовательностей (ПСП) на приме-
ре СМО HE2/M/1
Приведенную в [1] имитационную модель для 

СМО HE2/M/1 дополним блоками GPSS WORLD 
с приведенными ниже комментариями для фик-
сации длин интервалов между соседними требо-
ваниями во входящем потоке для последующего 
построения по ним статистического ряда и гисто-
граммы распределения интервалов поступлений. 
После этого представим полную имитационную 
модель уже без комментариев.

Для прогона имитационной модели уста-
новим следующие исходные данные: возьмем 

коэффициент загрузки / 0,9µ λρ = τ τ = , коэффи-
циент вариации интервалов поступлений 2cλ =  
и единичное время обслуживания 1µτ = . Отсюда 

параметры гиперэрланговского распределения 
2

2
2(1 ) 31 0,918

2 8(1 )
cp

c
λ

λ

+ −
= + =

+
,
 
1 0,082p− = ,

 
1 3,306λ = , 2 0,294λ = .

Тогда средние значения для формирования 
первой и второй фаз гиперэрланговского распре-
деления будут равны 11/ 0,303λ = , 21/ 3,401λ =  
единиц времени. Ширину разряда для статисти-
ческого ряда установим равной единице, чис-
ло испытаний в прогоне возьмем N=500. Таким 
образом, не проводя многочисленных экспери-
ментов мы выбрали небольшой объем выборки, 
равный 500, с тем, что статистический критерий 

Пирсона придется считать вручную. Это связано 
с тем фактом, что в автоматизированных 
программных продуктах нет рассматриваемых 
законов распределений. Фактически это означает, 
что мы берем данные для переходного режима 
функционирования СМО. Для установившегося 
режима необходимо провести несколько 
сотен тысяч испытаний в одном прогоне. 
Результаты прогона с выходными данными 
для статистического ряда и гистограммы 
представлены на рисунках 1 и 2.

Окончательная имитационная модель тогда 
будет иметь вид:

10 InterArr TABLE X$Arr,1,1,16
20 INITIAL X$Time,0
30 P_1 EQU 0.082
40 P_2 EQU (1-P_1)
50 T_1 EQU 3.401
60 T_2 EQU 0.303
70 Fun VARIABLE (AC1-X$Time)
80 GENERATE ,,,1
90 Switch TRANSFER P_1,Met_2,Met_1
100 Met_1 TRANSFER ,Kl_1
110 Met_2 TRANSFER ,Kl_2
120 Kl_1 LOGIC S Kluch1
130 ADVANCE (T_1#7.03)
140 LOGIC R Kluch1
150 TRANSFER ,Switch
160 Kl_2 LOGIC S Kluch2

InterArr TABLE X$Arr,1,1,24

INITIAL X$Time,0
Fun VARIABLE (AC1-X$-
Time)
SAVEVALUE Arr,V$Fun
SAVEVALUE Time,AC1

TABULATE InterArr
MARK 2

; Построение таблицы значений интервалов поступлений 

; для статистического ряда и гистограммы

; Установка начального значения «Time» равного нулю
; Определение функции вычисления значений интервалов 

; поступлений

; Внести в ячейку «Arr» число, определенное функцией «Fun»

; Внести в ячейку «Time» текущее значение абсолютного 

; модельного времени

; Внести содержимое ячейки «Arr» в таблицу «InterArr» 

; для построения статистического ряда и гистограммы

; Внести в ячейку «2» значение текущего абсолютного 

; модельного времени

Тарасов В.Н.
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170 ADVANCE (T_2#7.03)
180 LOGIC R Kluch2
190 TRANSFER ,Switch
200 GENERATE (GAMMA(11,0,T_1,2))
210 GATE LS Kluch1,Met_10
220 TRANSFER ,Met_20
230 GENERATE (GAMMA(21,0,T_2,2))
240 GATE LS Kluch2,Met_10
250 Met_20 SAVEVALUE Arr,V$Fun
260 SAVEVALUE Time,AC1
270 TABULATE InterArr
280 MARK 2
290 QUEUE QCHAN
300 SEIZE CHAN 
310 DEPART QCHAN
320 ADVANCE (Exponential(31,0,1.0))
330 RELEASE CHAN
340 TERMINATE 1
350 Met_10 TERMINATE
360 START 500

Используя полученные данные статистиче-
ского ряда о длинах интервалов между сосед-
ними требованиями, поступающими в систему 
(рис.1), определим статистику критерия Пирсона 
χ2. Одна из форм этого критерия имеет вид
 

χ2 
2
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Здесь mi – число попаданий исследуемой 
случайной величины в i – й разряд статистического 

ряда I, pi – теоретические вероятности попаданий 
в данный разряд 
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K – число разрядов, N – общее число испытаний. 
Если в некоторых разрядах число попаданий mi 
мало, то эти разряды следует объединять с сосед-
ними, чтобы тем самым исключить случайные 
факторы. Для данных на рисунке 1 объединим 
разряды с малыми значениями mi = 1 с соседни-
ми, как это показано в таблице 1.

Как известно, например из [10], статистиче-
ский тест Пирсона определяет меру расхождения 
статистического распределения от теоретиче-
ского закона распределения, в качестве которого 
нами выбрано гиперэрланговское распределение. 
Критерий (1) представляет собой случайную ве-
личину, зависящую от выбранного закона распре-
деления, числа степеней свободы, количества раз-
рядов статистического ряда и числа испытаний.

Для данных, представленных на рисунке 1, 
запишем нужные нам параметры K = 9 – число 
разрядов статистического ряда, N = 523 – число 
испытаний, определенное как число входов тран-
зактов в модель (ENTRY). Все промежуточные 
вычисления статистики Пирсона для статистиче-
ского ряда, представленного на рисунке 1, поме-
стим в таблице 1. Результаты вычисления стати-
стики Пирсона приведены в таблице 1.

По таблице критических значений критерия 
χ2 для числа степеней свободы r = 9-4 = 5 най-
дем близкие значения этого критерия: 4,35 с ве-
роятностью 0,5 и 6,06 с вероятностью 0,3. Тогда 

Tarasov V.N.
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Рисунок 1. Результаты прогона имитационной модели в виде статистического ряда
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линейная интерполяция нам дает вероятность 
P = 0,43 для значения χ2 = 4,99. 
Таблица 1. Вычисления критерия Пирсона χ2 

I mi pi
2÷

0-1 417 0,77626 0,299
1-2 67 0,14231 0,741
2-3 10 0,01731 0,099
3-4 5 0,00927 0,005
4-5 4 0,00847 0,042
5-6 6 0,00770 0,967
6-7 4 0,00679 0,057
7-9 4 0,01077 0,473
9-∞ 6 0,02112 2,305

∑=523 ∑=1,000 ∑=4,99

Эта вероятность в статистике не маленькая, 
поэтому полученный в ходе прогона статисти-
ческий ряд не противоречит гипотезе о том, что 
данные значения интервалов поступлений тре-
бований в систему HE2/M/1 распределены по ги-
перэрланговскому закону.

Сравнение моментов закона распределения 
HE2 показывает некоторые расхождения, что 
можно объяснить в данном случае с небольшим 
числом испытаний N = 523. По исходным дан-
ным, среднее значение для интервалов поступле-
ний 10/9 = 1,111, а коэффициент вариации равен 
двум. Статистические моменты равны: среднее 
значение 0,944 (Mean), а стандартное отклонение 
1,759 (Std.Dev.), что дает коэффициент вариации 
1,86. С увеличением числа испытаний, такое рас-
хождение должно будет уменьшаться.

Проверка гипотезы о 
гиперэкспоненциальном 
распределении ПСП на примере СМО 
H2/M/1
Имитационную модель СМО H2/M/1 на GPSS 

WORLD, представленную в [2] для построения 
статистического ряда и построения гистограм-
мы распределения дополним теми же блоками, 
что и для системы HE2/M/1. Ниже представлена 
полная имитационная модель с учетом допол-
нительных блоков. Для этого случая ширину 
разряда статистического ряда положим равной 
двум, а число испытаний в прогоне – 1000. Уста-
новим для прогона исходные данные: возьмем 
коэффициент загрузки / 0,9µ λρ = τ τ = , коэффи-
циент вариации интервалов поступлений 2cλ =  
и единичное время обслуживания 1µτ = . Тогда 
параметры гиперэкспоненциального распреде-

ления 
2

2
11 (1 ) 0,887

2 1
cp
c
λ

λ

−
= + =

+
, 1 0,113p− =  , 

1 1,597λ = , 
2 0,203λ = . Отсюда средние значения 

для формирования первой и второй фаз гиперэкс-
поненциального распределения составляют 

11/ 0,626λ = , 21/ 4,929λ =  единиц времени.

Рисунок 2. Полученная гистограмма распределения 
HE2

10 InterArr TABLE X$Arr,2,2,14
20 INITIAL X$Time,0
30 P_1 EQU 0.113
40 P_2 EQU (1-P_1)
50 T_1 EQU 4.929
60 T_2 EQU 0.626
70 Fun VARIABLE (AC1-X$Time)
80 GENERATE ,,,1
90 Switch TRANSFER P_1,Met_2,Met_1
100 Met_1 TRANSFER ,Kl_1
110 Met_2 TRANSFER ,Kl_2
120 Kl_1 LOGIC S Kluch1
130 ADVANCE (T_1#6.22)
140 LOGIC R Kluch1
150 TRANSFER ,Switch
160 Kl_2 LOGIC S Kluch2
170 ADVANCE (T_2#6.22)
180 LOGIC R Kluch2
190 TRANSFER ,Switch
200 GENERATE (Exponential(11,0,T_1))
210 GATE LS Kluch1,Met_10
220 TRANSFER ,Met_20
230 GENERATE (Exponential(21,0,T_2))
240 GATE LS Kluch2,Met_10

«Инфокоммуникационные технологии» 2023, Том 21, № 1 (81), с. 7–14 
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250 Met_20 SAVEVALUE Arr,V$Fun
260 SAVEVALUE Time,AC1
270 TABULATE InterArr
280 MARK 2
290 QUEUE QCHAN
300 SEIZE CHAN 
310 DEPART QCHAN
320 ADVANCE (Exponential(31,0,1.0))
330 RELEASE CHAN
340 TERMINATE 1
350 Met_10 TERMINATE
360 START 1000

Результаты прогона с выходными данными 
для статистического ряда и гистограммы пред-
ставлены на рисунках 3 и 4.

Для данных, представленных на рисунке 3, 
запишем нужные нам параметры K = 10 – чис-
ло разрядов статистического ряда, N = 1054  – 
число испытаний, определенное как число 
входов транзактов в модель (ENTRY). Все про-
межуточные вычисления статистики Пирсона 
для статистического ряда, представленного на 
рисунке 3 поместим в таблицу 2.
Таблица 2. Вычисления критерия Пирсона χ2

I mi pi χ2

0-2 914 0,88851 0,540
2-4 74 0,05994 1,854
4-6 24 0,01813 1,252
6-8 17 0,01119 2,297

6-10 9 0,00742 0,178
10-12 7 0,00494 0,618
12-14 3 0,00329 0,063

14-16 2 0,00220 0,044
16-18 2 0,00146 0,138
18-∞ 2 0,00292 0,377

Σ=1054 Σ=1,000 Σ=7,36

По таблице критических значений критерия χ2 
для числа степеней свободы r = K-4 = 6 найдем 
близкие значения этого критерия: 7,23 с вероят-
ностью 0,3 и 8,56 с вероятностью 0,2. Степень 
свободы r определяется числом наложенных 
связей для закона распределения. К примеру, 
для показательного закона с одним параметром 
распределения r = K-2, для нормального закона 
с двумя параметрами r = K-3. Закон распределе-
ния H2 включает три параметра, поэтому r = K-4. 
Линейная интерполяция значений критерия Пир-
сона нам дает для значения χ2 = 7,36 вероятность 
P = 0,29. Эта вероятность при проверке гипотез в 
статистике не маленькая, поэтому полученный в 
ходе прогона статистический ряд не противоре-
чит гипотезе о том, что данные значения интер-
валов распределены по гиперэкспоненциальному 
закону.

Сравнение теоретических моментов распре-
деления H2 с статистическими моментами пока-
зывает также некоторые расхождения, что можно 
объяснить в данном случае тоже с относительно 
небольшим числом испытаний N = 1054. По ис-
ходным данным, среднее значение интервалов 
поступлений 10/9 = 1,111, а коэффициент вариа-
ции равен двум. Статистические моменты равны: 
среднее значение 1,183 (Mean), а стандартное от-
клонение 2,126 (Std.Dev.), что дает коэффициент 
вариации 1,8. С увеличением числа испытаний 
можно ожидать, что такое расхождение будет 
уменьшаться.
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В статье использованы приемы аппроксима-
ции законов распределений с использованием 
моментных характеристик. Эти методы более 
подробно описаны в [11–16].

Рисунок 4. Полученная гистограмма 
распределения H2

Заключение
В работе представлены разработанные в GPSS 

World имитационные модели функционирования 
СМО HE2/M/1 и H2/M/1 с гиперэрланговским 
и гиперэкспоненциальным входным распреде-
лениями второго порядка. Представлены также 
результаты статистических тестов для оценки ка-
чества генерирования псевдослучайных чисел по 
законам HE2 и H2 в случае переходного режима 
функционирования СМО. Результаты показыва-
ют удовлетворительное качество работы соответ-
ствующих представленных генераторов ПСП.

Полученные результаты публикуются впер-
вые.
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This article presents quality assessment results for the software generators of pseudo-random sequences 
(PRS) presented in [1; 2] for QS simulation, including second-order hyper-Erlang and hyper-exponential 
distributions of the second order, that flows organically from these works. These distribution laws are in 
demand in queuing theory as it provides a big range of changes in the variation coefficient which plays 
an important role in the average queue delay calculating. There is no data on such generators neither in 
scientific literature, no in the GPSS WORLD library. Software generator quality evaluation, regardless 
of the programming language, is usually made according to statistical tests. In this case, chi-squared and 
Kolmogorov-Smirnov’s tests are used. In addition, the comparison between theoretical and statistical 
aspects of the corresponding order is provided. Unlike simple distribution laws, for which the use of the 
above mentioned statistical tests is provided for in well-known software products and does not cause 
any difficulties, in our case automatic testing is impossible. The well-known packages STATISTICA, 
STATGAPHICS, Matlab/Simulink, etc. do not provide for the use of the hyper-Erlang and hyper-expo-
nential distribution laws we consider. Therefore, the Pearson statistical test is calculated and checked 
manually. The presented results should be useful for professionals of discrete event modeling in the 
GPSS WORLD environment.
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Введение
Недостаточная эффективность представле-

ния трафика мультисервисных сетей моделями 
«самоподобных» процессов привела к созданию 
класса моделей потоков, управляемых цепью 
Маркова. Этапы развития указанных моделей 
представлены в [1]. В нашей стране они были 
названы МС-потоками, а в США эволюциони-
ровали от «разносторонних (versatile) потоков», 
через «N-потоки (потоки Ньютса) [2] до марков-
ских входных потоков (MАP – Markovian Arival 
Process) и их обобщений – групповых Марков-
ских входных потоков (BMАP – Batch Markovian 
Arival Process) [3–5]. На ранних стадиях указан-
ных моделей интервалы поступления стацио-

нарного пуассоновского потока чередовались с 
интервалами, имеющими показательное распре-
деление, где этот поток отсутствовал. (IPP-пото-
ки). Затем перешли к рассмотрению SPP-потоков, 
где чередовались между собою интервалы посту-
пления нескольких стационарных пуассоновских 
потоков различной интенсивности. Особое место 
среди рассмотренных потоков занимают группо-
вые пуассоновские потоки.

Групповые пуассоновские потоки
Под групповым пуассоновским потоком слу-

чайных событий будем понимать поток случай-
ных событий, распределенных по закону пуассона 
с параметром λ. Каждое из событий заключается 
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В работе рассматриваются алгоритмические методы анализа систем массового обслуживания. Созданию про-
граммной реализации всегда предшествует разработка некоторой алгоритмической модели объекта или процес-
са. Арсенал алгоритмов объединяет как непрерывные, так и дискретные логические функции, что существенно 
расширяет возможности алгоритмических методов, по сравнению с аналитическими. Потоки пакетов в мульти-
сервисных телекоммуникационных сетях носят явно выраженный пачечный характер и существенно отличаются 
от пуассоновских. Вся стройная аналитическая теория, справедливая для пуассоновских потоков, к сожалению, 
для пачечных потоков становится непригодной. Реальные результаты для систем массового обслуживания с па-
чечными потоками удается получать с помощью имитационного моделирования, для чего требуются знания и 
умения алгоритмизации моделируемых процессов. В работе рассмотрены способы генерации пуассоновских, 
групповых пуассоновских потоков, показаны результаты моделирования групповых пуассоновских потоков. Рас-
смотрен программный инструмент - конвертор и приведены примеры генерации пачечных потоков с различными 
структурами пачек. Проведен анализ алгоритмических моделей систем массового обслуживания для различных 
дисциплин обслуживания. Отмечена необходимость дальнейшего развития алгоритмической теории систем мас-
сового обслуживания.
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