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РАДИОПЕРЕДАЮЩИЕ И РАДИОПРИЕМНЫЕ УСТРОЙСТВА, 
ТЕЛЕВИДЕНИЕ

УДК 621.391.8

АЛГОРИТМ ПРИЕМА В ЦЕЛОМ С ПОЭЛЕМЕНТНЫМ ПРИНЯТИЕМ РЕШЕНИЯ 
ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ МЕТОДА ФАЗОВОЙ МОДУЛЯЦИИ 

Диязитдинов Р.Р., Сизиков И.С.
Поволжский государственный университет телекоммуникаций и информатики, Самара, РФ

E-mail: rinat.diyazitdinov@gmail.com, ilya.sizikov.99@mail.ru
Статья посвящена описанию алгоритма приема в целом с поэлементным принятием решения, который относится к 
группе алгоритмов с обратной связью по решению и используется для демодуляции дискретных сигналов, про-шед-
ших канал с памятью. В исследовании представлен пример обработки сигнала двухпозиционного фазового модулято-
ра. На этом примере показаны особенности обработки, которые являются неочевидными при рассмотре-нии матема-
тической формулы, описывающей алгоритм демодуляции. По аналогии с представленным примером был разработан 
алгоритм для сигнала четырехпозиционного модулятора. Было проведено численное моделирование для определения 
помехоустойчивости на фоне аддитивного белого гауссова шума. В целях сравнения для той же самой модели канала 
связи было проведено моделирование с использованием фильтра-эквалайзера, подавляющего эффект памяти канала. 
На основе результатов моделирования были пристроены графики зависимости вероятности ошибок от соотношения 
«сигнал/шум.»
Ключевые слова: прием в целом с поэлементным принятием решения, канал с памятью, помехоустойчивость, 
фазовая модуляция, численное моделирование, обратная связь по решению, демодуляция

Введение
Явление «памяти» в канале связи имеет простое 

физическое объяснение: радиосигнал, излучаемый 
передатчиком, представляет собой электромагнит-
ную энергию, передаваемую в пространстве. Если 
между приемником и передатчиком нет препят-
ствий, то кратчайшая траектория будет равна длине 
отрезка прямой линии, соединяющей их – рассто-
янию прямой видимости. Однако наличие отража-
ющих поверхностей между приемником и передат-
чиком (например, поверхность Земли) приводит к 
формированию дополнительных траекторий, длина 
пути которых будет длиннее, чем у расстояния пря-
мой видимости. За счет отражений и более длинной 
траектории в точку приема будут приходить копии 
исходного сигнала с задержкой по времени, затуха-
нием и фазой, отличной от сигнала «прямой види-
мости». На рисунке 1 показан пример многолучево-
го распространения радиосигнала. 

Рисунок 1. Многолучевое распространение

Если задержка между лучами превышает пери-
од передачи дискретного сигнала, то канал обрета-

ет «память»: копия сигнала, переданного в i-ый мо-
мент времени, будет регистрироваться в «i+1»-ый 
момент времени. Память канала определяется ко-
личеством периодов, на которые распространяется 
переданный дискретный сигнал. 

Для проведения теоретических изысканий (раз-
работки алгоритмов, анализа, численного модели-
рования и т.д.) используется математическая модель 
канала, описываемая сверткой передаваемого сиг-
нала и импульсной характеристики канала связи [1]:

     
( ) ( ) ( ) ( )

0

L

i
r k h i s k i n k

=

= ⋅ - +∑ ,            (1)

где s = [s(0), s(1) .. ] – последовательность дискрет-
ных сигналов;
h = [h(0), h(1) .. h(L)] – импульсная характеристика 
канала, L – память канала;
n = [n(0), n(1) .. ] – шум;
r = [r(0), r(1) .. ] – сигнал после канала (на входе 
приемника).

На рисунке 2 показан пример формирова-
ния сигнала на входе приемника для сигнала 
s = [+1 -1 -1] для канала с импульсной характери-
стикой h = [1 0,5 0,2] и нулевым уровнем шум.

Для демодуляции подобных сигналов разраба-
тываются специальные алгоритмы, которые учиты-
вают наличие «памяти» у канала связи. Одним из 
таких алгоритмов является прием в целом с поэле-
ментным принятием решений (ПЦППР) [2; 3].

В статье представлен обзор этого алгоритма 
применительно для систем передачи с фазовой мо-
дуляцией. В частности, рассмотрены особенности 
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обработки для двухпозиционного и четырехпози-
ционного фазового модулятора (ФМ).

Рисунок 2. Пример формирования сигнала для канала 
с памятью

Демодуляция сигнала ФМ-2 по 
алгоритму приема в целом с 
поэлементным принятием решений
Алгоритм ПЦППР можно описать следующими 

формулами: 

 ( ) ( )ŝ i s i=  , (2)
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где ( )ŝ i  – это решение относительно переданного 
дискретного сигнала в i-ый момент времени;

( ) ( ) ( ), 1 ,..,s i s i s L+    – это наиболее правдоподоб-
ная последовательность переданных дискретных 
сигналов в i-ый, (i+1)-ый .. (i+L)-ый момент време-
ни, определенная по последовательности принятых 
сигналов r(i), r(i+1) .. r(i+L);
p(0), p(1) .. p(L) – гипотеза, определяющая после-
довательность переданных дискретных сигналов в 
i-ый, (i+1)-ый .. (i+L)-ый момент времени;
L – это память канала.

Выражение ( ) ( )
1

ˆ
L

j
h j s k j

=

⋅ -∑  описывает «об-
ратную связь по решению» в алгоритме ПЦППР.

Следует также отметить две особенности ис-
пользования формулы (3).

Во-первых, в выражении ( ) ( )
1

ˆ
L

j
h j s k j

=

⋅ -∑ , если 
k – j  ≥  i, то ( )ˆ 0s k j- = . Физический смысл заклю-
чается в том, что при принятии решении относи-
тельно последовательности ( ) ( ) ( ), 1 ,..,s i s i s L+    
значения ( )ŝ i , ( )ˆ 1s i + , и т.д. неизвестны, поэтому 
если индекс k – j  ≥  i, то ( )ŝ k j-  в формуле (3) 
приравнивается в нулю.

Во-вторых, в выражении

( ) ( )
0

L

j
h j p k i j

=

⋅ - -∑ ,

если k – i – j < 0, то p(k – i – j) = 0, то есть p(-
1)  =  0, p(-2) = 0 и т.д., так как эти сигналы опре-
делены только при индексах больше или равных 
нулю. 

Ниже представлено описание демодуляции по 
алгоритму ПЦППР на примере следующего канала 
связи (рисунок 3).

Рисунок 3. Модель канала связи с памятью

Допустим, передается последовательность из 6 
символов b = [1 0 1 1 0 0].

Двухпозиционный фазовый модулятор (ФМ-2) 
[4] осуществляет преобразование логической еди-
ницы в отсчет «+1» и нуля в «–1». 

Пусть импульсная характеристика описывает 
канал с памятью L = 2: h = [1,0 0,5 0,2], a шум в 
канале связи отсутствует. 

На основе этих исходных данных можно найти 
сигнал r(i) на входе приемника и описать работу ал-
горитма демодуляции поэтапно.

Сигнал на входе приемника определяется по 
формуле (1), и применительно к рассматриваемому 
примеру записывается следующим образом: 

( ) ( ) ( )
2

0i
r k h i s k i

=

= ⋅ -∑ ,

r(k) = h(0)·s(k) + h(1)·s(k–1) + h(2)·s(k–2).
В таблице 1 показано формирование информа-

ционного сигнала. В таблице 2 – сигнала на входе 
приемника.
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Таблица 1. Формирование сигнала ФМ-2 на входе ка-
нала связи

i b(i) s(i)
0 1 1
1 0 –1
2 1 1
3 1 1
4 0 –1
5 0 –1

Таблица 2. Формирование сигнала ФМ-4 на выходе 
канала связи

k r(k)

0 h(0)·s(0) + h(1)·s(–1) + h(2)·s(–2) =
= 1·1 + 0,5·0 + 0,2·0  = 1

1 h(0)·s(1) + h(1)·s(0) + h(2)·s(–1) = 
= 1·(–1) + 0,5·1 + 0,2·0  = –0,5

2 h(0)·s(2) + h(1)·s(1) + h(2)·s(0) = 
= 1·1 + 0,5·(–1) + 0,2·1  = 0,7

3 h(0)·s(3) + h(1)·s(2) + h(2)·s(1) = 
= 1·1 + 0,5·1 + 0,2·(-1)  =  1,3

4 h(0)·s(4) + h(1)·s(3) + h(2)·s(2) = 
= 1·(–1) + 0,5·1 + 0,2·1  = –0,3

5 h(0)·s(5) + h(4)·s(0) + h(2)·s(3) = 
= 1·(–1) + 0,5·(–1) + 0,2·1  = –1,3

6 h(0)·s(6) + h(5)·s(0) + h(2)·s(4) = 
= 1·0 + 0,5·(–1) + 0,2·(–1)  = –0,7

7 h(0)·s(7) + h(6)·s(0) + h(2)·s(5) = 
= 1·0 + 0,5·0 + 0,2·(–1)  = –0,2

Таким образом, 
s = [1  –1  1  1  –1  –1];
r = [1  –0,5  0,7  1,3  –0,3  –1,3  –0,7  –0,2].
Ниже представлена демодуляция первых трех 

дискретных сигналов. Демодуляция сигналов №1 
и 2 отличается от №3, так как они представляют 
«краевой случай» из-за отсутствия сигналов на ин-
тервале L перед ними. Сигнал №3 демодулируется 
в соответствии с формулами (2) и (3). А все после-
дующие сигналы демодулируются как №3. 

Формула (3) для рассматриваемой модели кана-
ла связи (L=2) имеет следующий вид:
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 (5)

Демодуляция сигнала №1 определяется по фор-
муле (5) после подстановки i = 0. 

Переменные: 
( ) ( )ˆ 1 1 0s i s+ = = ,

( ) ( )ˆ 0 0s i s= = ,

( ) ( )ˆ 1 1 0s i s- = - = ,

( ) ( )ˆ 2 2 0s i s- = - = .

С учетом этого получается выражение (5): 

    

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

0 0 0

1 0 1 1 0

2 0 2 1 1 2 0

=  - ⋅  + 

+  - ⋅ - ⋅  + 

+  - ⋅ - ⋅ - ⋅  

D r h p

r h p h p

r h p h p h p .

(6)

Выражение, содержащееся внутри arg min(∙) 
представляет собой метрику. Значение метрик 
представлено в таблице 3.

Минимальная метрика соответствует последо-
вательности: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , 1 , 2 0 , 1 , 2s s s p p p=  
;

( ) ( ) ( )0 , 1 , 2 1 1 1s s s = -   .

Соответственно, сигнал №1 будет демодулиро-
ван как: 

( ) ( )ˆ 0 0 1s s= = .

Таблица 3. Расчет метрик при демодуляции сигнала 
ФМ-2при i = 0

N p(0) p(1) p(2) метрика

1 -1 -1 -1 10,76
2 -1 -1 1 5,16
3 -1 1 -1 6,96
4 -1 1 1 5,36
5 1 -1 -1 4,00
6 1 -1 1 0,00
7 1 1 -1 5,00
8 1 1 1 5,00

Демодуляция сигнала №2 определяется по фор-
муле (5) после подстановки i = 1. 

Переменные: 

Diyazitdinov R.R., Sizikov I.S.
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( ) ( )ˆ 1 2 0s i s+ = = ,

( ) ( )ˆ 1 0s i s= = ,

( ) ( )ˆ 1 0 1s i s- = = ,

( ) ( )ˆ 2 1 0s i s- = - = .

С учетом этого выражение (5) запишется таким 
образом:

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

ˆ1 1 0 0 0

2 0 1 1 0

3 0 2 1 1 2 0 .

=  - ⋅ - ⋅  + 

+  - ⋅ - ⋅  + 

+  - ⋅ - ⋅ - ⋅  

D r h s h p

r h p h p

r h p h p h p
 

(7)

Значение метрик представлено в таблице 4.
Таблица 4. Расчет метрик при демодуляции сигнала 
ФМ-2 при i = 1

N p(0) p(1) p(2) метрика

1 -1 -1 -1 13,00
2 -1 -1 1 5,00
3 -1 1 -1 4,00
4 -1 1 1 0,00
5 1 -1 -1 11,76
6 1 -1 1 5,36
7 1 1 -1 7,56
8 1 1 1 5,16

Минимальная метрика соответствует последо-
вательности: 

( ) ( ) ( )1 , 2 , 3 1 1 1s s s = -  

.
Соответственно, сигнал №2 будет демодулиро-

ван как: 
( ) ( )ˆ 1 1 1s s= = - .

По аналогии с обработкой первых двух сигналов 
представлена демодуляция сигнала №3 при i = 2.

Переменные:
( ) ( )ˆ 1 3 0s i s+ = = ,

( ) ( )ˆ 2 0s i s= = ,

( ) ( )ˆ 1 1 1s i s- = = - ,

( ) ( )ˆ 2 0 1s i s- = = .

С учетом этого выражение (5) запишется как:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

ˆ ˆ2 1 1 2 0 0 0
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=
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r h s h p h p

r h p h p h p

(8)

Значение метрик представлено в таблице 5.

Таблица 5. Расчет метрик при демодуляции сигнала 
ФМ-2 при i = 2

N p(0) p(1) p(2) метрика

1 -1 -1 -1 14,96
2 -1 -1 1 13,36
3 -1 1 -1 5,16
4 -1 1 1 7,56
5 1 -1 -1 5,00
6 1 -1 1 5,00
7 1 1 -1 0,00
8 1 1 1 4,00

Минимальная метрика соответствует последо-
вательности:

( ) ( ) ( )2 , 3 , 4 1 1 1s s s = -   .

Соответственно, сигнал №3 будет демодулиро-
ван как: 

( ) ( )ˆ 2 2 1s s= = .

Все последующие символы демодулируются 
также, как и сигнал №3.

При использовании двухпозиционной фазовой 
модуляции информационный сигнал может быть 
представлен вещественным числом. Но при ис-
пользовании n-позиционной фазовой модуляции 
сигнал будет описываться комплексным числом. В 
этом случае алгоритм ПЦППР поменяется. В сле-
дующем разделе представлено описание алгорит-
ма для четырехпозиционной фазовой модуляции 
(ФМ-4).

Демодуляция сигнала ФМ-4 по 
алгоритму приема в целом  
с поэлементным принятием решений
В случае ФМ-4 [5] одно положение в сигнальной 

диаграмме будет определять 2 бита информации.
С учетом того, что ФМ-4 описывается комплекс-

ными числами, алгоритм ПЦППР запишется в виде: 

         
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

0 , 1 ,..,
, 1 ,.., arg min

p p p L
s i s i s L D+ =   ,   

 (3)[ ] [ ]( )2 2Re Im
i L

k i
D G G

+

=

= +∑ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0

ˆ
L L

j j
G r k h j s k j h j p k i j

= =

= - ⋅ - - ⋅ - -∑ ∑ ,

где: p(0), p(1), .. p(L) принимает все возможные 
значения из сигнального созвездия ФМ-4; Re,  
Im – действительная и мнимая части комплекс-
ного числа.

Таким образом, алгоритм для демодуляции 
сигнала ФМ-4 будет отличаться только наличием 
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вычисления квадрата разности для мнимой части 
сигнала. 

Ниже представлен пример демодуляции сигнала 
на следующем примере. 

Допустим, сигнальное созвездие ФМ-4 опреде-
ляется следующим образом (см. рис. 4). 

Рисунок 4. Сигнальное созвездие ФМ-4

Соответствие между последовательностью 
информационных символов и сигналом бу-
дет следующим: 00 – «+1», 01 – «+j», 10 – «–j»,  
11 – «–1». 

Информационная последовательность: 
b = [1 0 1 1 0 0]. Импульсная характеристика ка-
нала: h = [1,0 0,5].

В таблице 6 показано формирование информа-
ционного сигнала. В таблице 7 – формирование 
сигнала на входе приемника.
Таблица 6. Формирование сигнала ФМ-4 на входе ка-
нала связи

i b(i) s(i)

0 10 –j
1 11 –1
2 00 1

Таблица 7. Формирование сигнала ФМ-4 на выходе 
канала связи

k r(k)
0 h(0)·s(0) + h(1)·s(–1) =–j·1 + 0,5·0 = –j
1 h(0)·s(1) + h(1)·s(0) =1·(–1)+ 0,5·(–j) = –1–0,5j
2 h(0)·s(2) + h(1)·s(1) =1·1 + 0,5·(–1) = 0,5
3 h(0)·s(3) + h(1)·s(2) =1·0 + 0,5·1 = 0,5

Таким образом,
s = [–j   –1   1];
r = [–j   –1–0,5j   0,5   0,5].
Ниже представлен расчет метрики для демоду-

ляции сигнала в момент i = 0 и i = 1.
При i = 0: ( ) ( )ˆ ˆ1 1 0s i s- = - = , ( ) ( )ˆ ˆ 0 0s i s= = .
Вычисление метрики представлено в таблице 8.
Минимальная метрика соответствует последо-

вательности: 
( ) ( )0 , 1 1s s j= - - 

.
Соответственно, сигнал №1 будет демодулиро-

ван как: 

( ) ( )ˆ 0 0s s j= = - .
При i = 1: ( ) ( )ˆ ˆ1 0s i s j- = = - , ( ) ( )ˆ ˆ 1 0s i s= = .

Таблица 8. Расчет метрик при демодуляции сигнала 
ФМ-4 при i = 0 

N p(0) p(1) метрика
1 1 1 8,5
2 1 j 6,5
3 1 –j 4,5
4 1 -1 2,5
5 j 1 9,0
6 j j 9,0
7 j –j 5,0
8 j -1 5,0
9 –j 1 4,0
10 –j j 2,0
11 –j –j 2,0
12 –j -1 0,0
13 –1 1 4,5
14 –1 j 4,5
15 –1 –j 2,5
16 –1 -1 2,5

Вычисление метрики представлено в таблице 9.
Минимальная метрика соответствует последо-

вательности: 
( ) ( )1 , 2 1 1s s = -  .

Соответственно сигнал №2 будет демодулиро-
ван как: ( ) ( )ˆ 1 1 1s s= = - .

Таблица 9. Расчет метрик при демодуляции сигнала 
ФМ-4 при i = 1

N p(0) p(1) метрика
1 1 1 5,0
2 1 j 5,0
3 1 –j 5,0
4 1 -1 5,0
5 j 1 2,5
6 j j 4,5
7 j –j 2,5
8 j -1 4,5
9 –j 1 2,5
10 –j j 2,5
11 –j –j 4,5
12 –j -1 4,5
13 –1 1 0,0
14 –1 j 2,0
15 –1 –j 2,0
16 –1 -1 4,0
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Значение дискретного сигнала определяет пе-
реданную информационную последовательность 
(рисунок 4). Например, ( )ˆ 0s j= -  соответствует 
битам «10».

Если сравнить последовательность исходных 
бит (таблица 6) и результат демодуляции по алго-
ритму ПЦППР, то можно убедиться, что последова-
тельности совпадают.

Численное моделирование
Для описанного алгоритма ПЦППР для ФМ-4 

было проведено численное моделирование с целью 
определения вероятности ошибки от соотношения 
сигнал/шум [6]. Распределение шума соответство-
вало нормальному значению (аддитивный белый 
гауссовый шум). Для сравнения было проведено 
моделирование на тех же самых данных для демо-
дулятора на основе эквалайзера, подавляющего эф-
фект памяти канала [7].

На рисунке 5 показаны результаты измерений.
Как можно видеть из представленного графика, 

алгоритм ПЦППР обладает более высокой помехо-
защищенностью, чем эквалайзер.

Рисунок 5. Зависимость вероятности ошибки от 
отношения сигнал/шум при ФМ-4

Заключение
В работе представлено описание алгорит-

ма ПЦППР для двух видов фазовой модуляции: 
двухпозиционной и четырехпозиционной. В приве-
денных примерах были рассмотрены особенности 
обработки для данного алгоритма. 

Теоретические графики, полученные в ходе чис-
ленного моделирования, показывают, что алгоритм 
ПЦППР обеспечивает более высококачественную 
демодуляцию сигнала, чем эквалайзеры. Одной из 
причин является то, что эквалайзер приводит к уве-
личению мощности шума, так как в ходе коррекции 

импульсной характеристики происходит подавле-
ние «памяти», но некоррелированные отсчеты шума 
уменьшают эквивалентное отношение сигнал/шум, 
что повышает вероятность ошибки. А алгоритм 
ПЦППР, в отличие от эквалайзера не создает такой 
эффект. Данный результат не противоречит суще-
ствующим исследованиям [8]. Дальнейшие работы 
будут посвящены исследованию алгоритма ПЦППР 
для демодуляции в системах с MIMO (Multiple Input 
Multiple Output) с целью дополнения уже имеющих-
ся исследований в этой области [9–11].
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of the mathematical formula that describes demodulation algorithm. Another algorithm was developed for 
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Введение
В сотовых телефонах стандарта GSM для пе-

редачи сообщений от базовых станций до або-
нентских терминалов и в обратном направлении 
используется современный вид модуляции радио-
сигнала, который называют минимальной частот-
ной манипуляцией (МЧМ). Этот же вид модуляции 
используется в бесшнуровых телефонах, работаю-
щих в стандарте DECT (Digital Enhanced Cordless 
Telecommunication), а также в ряде систем космиче-
ской связи. В англоязычных публикациях этот вид 
модуляции называют так – Minimum Shift Keyining 
(MSK). Первые публикации об этом виде модуляции 
появились в конце 70-х и начале 80-х годов прошло-
го века [1; 2]. В частности, в [1] автор этой статьи 
показал, что возможен такой вариант формирования 
частотно-манипулированного сигнала, который по 
помехоустойчивости такой же, как относительно 
фазоманипулированный сигнал (ОФМ) со скачками 
фазы на π. Чем же хорош этот вид модуляции, по-
чему он по некоторым показателям лучше сигнала 
ОФМ и почему он нашел широкое применение в 
современных системах радиосвязи? Ответам на эти 
вопросы и посвящена данная статья.
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УДК 936.027.25
ОСОБЕННОСТИ ПОСТРОЕНИЯ МОДЕМОВ СИГНАЛОВ МИНИМАЛЬНОЙ 

ЧАСТОТНОЙ МАНИПУЛЯЦИИ
Тяжев А.И.

Поволжский государственный университет телекоммуникаций и информатики, Самара, РФ
E-mail: a.tyagev@psuti.ru

В статье рассматриваются специфические особенности построения модемов сигналов минимальной частотной ма-
нипуляции по различным схемам с высокими показателями помехоустойчивости. Приводится анализ формирования 
сигналов минимальной частотной манипуляции, а также сигналов частотной модуляции, ортогональных в усиленном 
смысле, их количественные показатели и сравнительные характеристики. Описаны две схемы демодуляторов сигналов 
минимальной частотной манипуляции: когерентная и автокорреляционная, приведены их сравнительные характеристи-
ки. Описаны принципы работы этих схем демодуляторов с помощью временных диаграмм, сформулированы требова-
ния к генераторам опорных колебаний, входящих в состав когерентных демодуляторов, а также требования к сигналам 
минимальной частотной манипуляции, при которых обеспечивается наибольшая помехоустойчивость в автокорреляци-
онных демодуляторах сигналов минимальной частотной манипуляции с бинарным квантованием сигналов.
Ключевые слова: минимальная частотная манипуляция, модулятор сигнала, демодулятор сигнала, помехоустойчи-
вость, частотно-манипулированный сигнал, фазоманипулированный сигнал, бинарное квантование сигнала

Отличия сигналов частотной 
модуляции и минимальной частотной 
манипуляции
До появления сигналов МЧМ в радиосвязи ши-

роко применялись сигналы частотной модуляции 
(ЧМ). У сигнала ЧМ минимальной единицей вре-
мени при формировании сигнала является период 
колебаний, а у сигнала МЧМ – полупериод коле-
баний. Обычно у сигнала ЧМ за длительность по-
сылки Т укладывается целое число Nн периодов 
колебаний нижней частоты 1/�H                      HT f  и на едини-
цу большее число 1� �в             HN N  периодов колебаний 
верхней частоты   Тв = 1/ƒв:

Тн Nн = T ,
TвNв = Tв(Nн+1) = T.

Тогда
TнNн = Tв(Nн+1) .

Перейдем от периодов колебаний к частотам:
ƒвNн  =  ƒн (Nн + 1),

откуда получим:
Nн  (ƒв -ƒн ) =  ƒн .

Отсюда разнос частот:


