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Работа посвящена моделированию и анализу работы автомобильного дифференциала пове-
шенного трения в системе расчета динамики связанных тел. Модель разработана в приложении 
по расчету динамики твердых и деформируемых тел — RecurDyn от компании FunctionBay.
Целью работы является разработка математической модели дифференциала с фрикционными 
шайбами и подтверждение адекватности ее работы. Разработанная математическая модель диф-
ференциала проверена на возможность ее последующего использования при моделировании 
трансмиссии автомобиля в системе расчета динамики связанных тел. В работе создана и подроб-
но описана математическая модель дифференциала, с помощью которой проведен анализ кине-
матики и динамики. Показаны способы моделирования простого симметричного дифференциала 
и самоблокируемого с использованием одной разработанной математической модели. Приве-
дены известные аналитические зависимости, описывающие кинематические и силовые законы 
соотношения угловых скоростей и крутящих моментов между выходными звеньями и корпусом 
дифференциала. Выбран и описан способ расчета и моделирования момента трения в дифферен-
циале. Представлено используемое авторами в работе уравнение, описывающее момент трения 
в дифференциале.
Разработан и описан виртуальный стенд, с помощью которого осуществлялось моделирование 
работы дифференциала. Выбраны нагрузочные режимы, эквивалентные различным условиям дви-
жения реального автомобиля, приведены их количественные параметры. В работе выбраны кри-
терии оценки работоспособности математической модели дифференциала. Приведены результа-
ты моделирования для всех нагрузочных режимов, по ним доказана адекватность разработанной 
математической модели дифференциала с фрикционными шайбами. Выполнены предложения о 
дальнейшем использовании разработанной модели дифференциала.
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Введение
Дифференциàл служит äля рàспреäеления 

поäвоäимоãо к нему крутящеãо моментà межäу 
вûхоäнûми вàлàми с необхоäимûм соотноше-
нием и обеспечивàет воçможность их врàще-
ния с рàçнûми уãловûми скоростями, что по-
çволяет иçбежàть циркуляции мощности [1, 2].

При äвижении в поворотàх колесà àвто-
мобиля äвиãàются по рàçнûм рàäиусàм пово-
ротà R прохоäят рàçнûй путь (рис. 1). Кàк иç-
вестно, если свяçь межäу колесàми жесткàя, 
уãловûе скорости всех колес рàвнû, то это при-
воäит к большим нàãруçкàм нà трàнсмиссию, 
повûшенному иçносу шин и ухуäшению упрàв-
ляемости трàнспортноãо среäствà.

При äвижении в сложнûх äорожнûх услови-
ях, нàпример, при äвижении колесной мàшинû 
по äеформируемому ãрунту с рàçнûми фиçико-
мехàническими хàрàктеристикàми поä левûми 
и прàвûми колесàми, при иçменении нормàль-
нûх реàкций в пятне контàктà колес с опор-
ной поверхностью силà тяãи оãрàничивàется 
сцеплением колес с äороãой. Для реàлиçàции 
воçможной силû тяãи колесà, нàхоäящеãося 
в лучших условиях, применяют блокировку 
äифференциàлов [3]. Для àвтомàтиçировàнноãо 
рàспреäеления крутящеãо моментà межäу вû-
хоäнûми веäущими колесàми, осями или бор-
тàми применяют сàмоблокируемûе äифферен-
циàлû [1, 2].
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При рàсчетàх äвижения àвтомобилей с сà-
моблокирующимся äифференциàлом обûчно 
испольçуют иçвестнûе àнàлитические çàви-
симости [4, 5, 6]. При рàçрàботке моäелей ко-
леснûх мàшин в приложениях по рàсчету äи-
нàмики свяçàннûх тел [7] моäель трàнсмиссии 
нужно соçäàвàть в этом же приложении [8].

Целью рàботû является рàçрàботкà моäели 
äифференциàлà и поäтвержäение àäеквàтно-
сти ее рàботû, äля äàльнейшеãо испольçовàния 
этой моäели при моäелировàнии все трàнсмис-
сии àвтомобиля в системе рàсчетà äинàмики 
свяçàннûх тел.

Аналитическая оценка работы 
дифференциала
Нà рис. 2 преäстàвленà кинемàтическàя 

схемà äифференциàлà с фрикционнûми шàйбà-
ми, которûй исслеäуется в äàнной рàботе [1, 2]:

Для äокàçàтельствà àäеквàтности рàботû 
моäели äифференциàлà необхоäимо покàçàть, 
что полученнûе в реçультàте рàсчетà пàрàме-
трû соответствуют общеиçвестнûм рàсчетнûм 
формулàм рàботû àвтомобильноãо äифферен-
циàлà.

Соотношение äля уãловûх скоростей опи-
сûвàется формулой 1:

 ,ω +ω = ωË Ï Ê   (1)

ãäе , ,ω ω ωË Ï Ê  – уãловûе скорости врàщения 
левой и прàвой полуосей и корпусà äифферен-
циàлà соответственно. 

Соотношение äля крутящих моментов опи-
сûвàется формулой 2:

 М
Л
 + М

П
 = М

К
,  (2)

ãäе М
Л
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П
, М

К
 – крутящие моментû нà левой 

и прàвой полуосях и корпусе äифференциàлà 
соответственно.

В äàнной рàботе сопротивление äвижению, 
численно рàвное мàксимàльному моменту колесà 
по сцеплению с опорной поверхностью, соçäàвàе-
мое колесàми, опреäеляется при помощи формул:
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 – стàтическàя реàкция в пятне кон-
тàктà колесà с äороãой äля полностью ãруже-
ноãо àвтомобиля. Реàкции äля левоãо и прàво-
ãо колес принятû оäинàковûми и рàвнûми 
15000 Н, что соответствует нàãруçке нà оäно 
колесо ãруженоãо àвтомобиля ГАЗ [10]; ϕ

Л
, 

ϕ
П
 – коэффициент сцепления колесà с опорной 

поверхности (äля кàжäоãо режимà ввоäятся 
инäивиäуàльно); r

k
 – рàäиус кàчения колесà, 

в рàботе принят рàвнûм 513 мм.
По äàннûм äля äифференциàлов, рàçрàбо-

тàннûх äля àвтомобилей ГАЗ по формулàм, 
преäстàвленнûм в рàботе [1], бûли полученû 
çнàчения моментов трения межäу корпусом äиф-
ференциàлà и кàжäой иç вûхоäнûх шестерней:

М
ТР_Л

 = М
ТР_П

 = 293 Н·м. 

Рис. 1. Киíåìатичåская схåìа движåíия  
автîìîбиля с кîлåсíîй фîðìулîй 4х4  

пî кðивîлиíåйíîй тðаåктîðии

Fig. 1. Kinematic diagram of the movement  
of a vehicle with a 4x4 wheel arrangement  

along a curved trajectory

Рис. 2. Киíåìатичåская схåìа диффåðåíциала 
с фðикциîííыìи шайбаìи:  

1 – полуоси; 2 – кàртер äифференциàлà;  
3 – фрикционû; 4 – полуосевûе шестерни;  

5 – сàтеллитû; 6 – конические шестерни ЦП;  
7 – крестовинà

Fig. 2. Kinematic diagram of the differential with 
friction washers: 1 – half-shafts; 2 – differential 

housing; 3 – clutches; 4 – half-axle gears;  
5 – satellites; 6 – bevel gears; 7 – cross section
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Знàчение моментà трения, çàвисит только 
от конструктивнûх пàрàметров и не иçменя-
ется при рàçличнûх режимàх рàботû äиффе-
ренциàлà с внутренним трением. Для иссле-
äуемоãо äифференциàлà с äискàми иç стàли 
65Г, с оäиннàäцàтью пàрàми трения с кàжäой 
сторонû бûл получен коэффициент блокиров-
ки 2.12, что соответствует çнàчению äàнноãо 
коэффициентà у реàльнûх конструкций.

Описание разработанной 
математической модели 
дифференциала
Для моäелировàния äифференциàлà с фрик-

ционнûми шàйбàми рàçрàботàнà мàтемàти-
ческàя тверäотельнàя äинàмическàя моäель 
в приложении RecurDyn [9]. 

Моäель äифференциàлà и схемà рàçмеще-
ния шàрниров и силовûх свяçей преäстàвлен-
нû нà рис. 3. Моäель включàет в себя: корпус 
äифференциàлà 1, äвà сàтеллитà 2, 3 и äве вû-
хоäнûе шестерни 4, 5.

При моäелировàнии сäелàнû äопущения – 
все телà àбсолютно жесткие, трение в шàрнирàх 
и çубчàтûх çàцеплениях отсутствует, поäшип-
ники äифференциàлà моäелируются шàрниром 
Revolute 1 (рис. 3, а). Врàщение корпусà äиф-
ференциàлà относительно непоäвижноãо çвенà 
осуществляется кинемàтически – уãловàя ско-
рость вхоäноãо çвенà плàвно увеличивàется 
çà 5 секунä äо постоянноãо çнàчения в 5 рàä/с, 
что соответствует скорости äвижения рàссмà-
тривàемоãо àвтомобиля 9 км/ч.

Зубчàтое çàцепление межäу сàтеллитàми 
и вûхоäнûми шестернями бûло çàäàно шàрни-

ром Gear 2 (рис. 3, б) иç стàнäàртной библиоте-
ки приложения. Для моäелировàния моментов 
сопротивления äвижению нà вûхоäнûе çвенья 
äифференциàлà со сторонû непоäвижноãо çвенà 
приложенû крутящие моментû Rotation 4. Знà-
чение моментов сопротивления äля кàжäоãо 
иç рàсчетнûх случàев преäстàвленû ниже.

Моäелировàние моментà трения в фрикци-
оннûх шàйбàх вûполнено тàкже с помощью 
силовой свяçи Rotation 3 (рис. 3, б). Момент 
трения обûчно моäелируется с испольçовàни-
ем функции sign:

М
ТР

 = М · sign(∆ω),

ãäе M − çнàчение моментà трения; ∆ω − рàçни-
цà уãловûх скоростей врàщàющихся äетàлей – 
межäу корпусом и кàжäой полуосевой шестерней.

Для плàвноãо нàрàстàния моментà трения 
в нàстоящей рàботе момент моäелировàлся 
с испольçовàнием фикции ãиперболическоãо 
тàнãенсà:

М
ТР

 = М · tanh(k · ∆ω),

ãäе k − коэффициент пропорционàльности, 
в рàботе принят рàвнûм 5.

Анализ работы модели
Для àнàлиçà рàботû смоäелировàнû 

восемь режимов äвижения колесной мàшинû. 
Для кàжäоãо иç режимов бûли полученû ãрà-
фики уãловûх скоростей врàщения корпусà 
äифференциàлà, прàвой и левой вûхоäнûх ше-
стернях (рис. 4), à тàкже моментов нà корпусе 
äифференциàлà, прàвой и левой вûхоäнûх ше-
стернях (рис. 5).

     
 а б

Рис. 3. Мîдåль диффåðåíциала с вíутðåííиì тðåíиåì:  
а) çвенья моäели; б) схемà рàçмещения шàрниров и силовûх свяçей

Fig. 3. Internal friction differential model: a) links of the model; b) layout of hinges and power connections
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Рис. 4. Гðафики изìåíåíия углîвых скîðîстåй звåíьåв диффåðåíциала  
в пðîцåссå ìîдåлиðîваíия для ðåжиìîв 1–8

Fig. 4. Graphs of changes in the angular velocities of the differential links  
during the simulation for modes 1–8
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Рис. 5. Гðафики изìåíåíия кðутящих ìîìåíтîв íа звåíьях диффåðåíциала  
в пðîцåссå ìîдåлиðîваíия для ðåжиìîв 1–8

Fig. 5. Graphs of changes in torque on the differential links during the simulation for modes 1–8
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Бûли принятû слеäующие çнàчения M
k max

 = 
= 13277 H·м, M

тр
 = 293 H·м, R

zл
 = R

zп
 = 15000 Н. 

В тàблице 1 привеäенû иçменяемûе пàрàметрû 
äля всех восьми режимов.

Результаты исследования
Полученнûе устàновившиеся çнàчения 

уãловûх скоростей и крутящих моментов бûли 
проверенû нà соответствие с àнàлитическими 
реçультàтàми, полученнûми по формулàм (1) 
и (2) соответственно. Полученнûе реçультàтû 
äля всех восьми режимов преäстàвленû в тà-
блице 2.

После àнàлиçà всех режимов можно сäелàть 
вûвоä: моäель рàботàет àäеквàтно кàк с тре-
нием, тàк и беç неãо. Если в моäели включе-
но трение, то äифференциàл стàновится сà-
моблокирующимся, при повûшении моментà 
происхоäит блокировкà и колесо, стоящее 
нà опорной поверхности с большим коэффи-
циентом, врàщàется с большей уãловой скоро-
стью, нежели в обûчном симметричном äиф-
ференциàле беç блокировки. Это поçволяет 

колесу, нàхоäящемуся нà опорной поверхности 
с лучшим сцеплением, реàлиçовûвàть боль-
шую силу тяãи по сцеплению.

Выводы
1. При помощи виртуàльноãо стенäà рàссмо-

тренà универсàльнàя моäель äифференциàлà, 
поçволяющàя исслеäовàть рàботу кàк простûх 
симметричнûх äифференциàлов, тàк и äиффе-
ренциàлов с внутренним трением. 

2. По реçультàтàм провеäенной рàботû устà-
новлено, что рàботà соçäàнной мàтемàтической 
моäели àвтомобильноãо äифференциàлà àäек-
вàтнà. Полученнûе çнàчения уãловûх скоро-
стей и крутящих моментов совпàäàют с рàсчет-
нûми çнàчениями, полученнûми по иçвестнûм 
àнàлитическим çàвисимостям. 

3. Моäель облàäàет хорошей проиçвоäи-
тельностью, моäелировàние происхоäит бûст-
рее реàльноãо времени. Поэтому рàçрàботàн-
ную моäель äифференциàлà можно применять 
при моäелировàнии трàнсмиссии äля рàсчетà 
äинàмики колеснûх мàшин. 

Таблица 1
Рåжиìы движåíия и исхîдíыå даííыå

Table 1. Modes of movement and initial data

№  
режимà

Коэффициент сцепления
Момент трения, Нм

поä прàвûм колесом поä левûм колесом
1 0,8 0,8 293
2 0,8 0,8 0
3 0,4 0,8 293
4 0,4 0,8 0
5 0,2 0,8 293
6 0,2 0,8 0
7 0 0,8 293
8 0 0,э8 0

Таблица 2
Рåзультаты исслåдîваíия

Table 2. Research results

№  
режимà

Пàрàметрû оценки
ω

левàя полуось
,

рàä/с
ω

прàвàя полуось
,

рàä/с
ω

 корпус äиф.
,

рàä/с
М

левой полуоси
,

Н·м
М

прàвой полуоси
,

Н·м
М

корпус äиф.
,

Н·м
1 5 5 5 3850,5 3850,5 7701
2 5 5 5 3850,5 3850,5 7701
3 3,84 6,16 5 2957,7 2371,7 5329,4
4 3,33 6,67 5 2567 2567 5134
5 2,61 7,39 5 2009 1423 3432
6 2 8 5 1540,2 1540,2 3080,4
7 0,76 9,24 5 586 0 586
8 0 10 5 0,015 0 0,06
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4. Моäель äифференциàлà универсàльнà, тàк 
при нулевом çнàчении моментà внутреннеãо 
трения моäель веäет себя кàк простой симме-
тричнûй äифференциàл, при çàäàнном çнàче-
нии моментà трения – кàк сàмоблокирующийся, 
при очень большом çнàчении моментà трения 
моäель стàновится полностью блокируемой.
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The work is devoted to the operation of an automobile differential of suspended friction modeling in the 
system for calculating the dynamics of coupled bodies. The model was developed in the RecurDyn ap-
plication for calculating the dynamics of rigid and deformable bodies from the FunctionBay company.
The aim of the work is to develop a mathematical model of the differential with friction washers and 
to confirm the adequacy of its operation. The developed mathematical model of the differential is tested 
for the possibility of its subsequent use in modeling the transmission of a vehicle in the calculating the 
dynamics of coupled bodies system. In this work, a model of the differential has been created and de-
scribed in detail. The model was used for the analysis of kinematics and dynamics. Methods of modeling 
a simple symmetric differential and a self-locking one are shown based on one mathematical model. The 
well-known analytical dependences describing the kinematic and force laws of the ratio of angular veloc-
ities and torques between the output links and the differential housing are given. A method for calculating 
and modeling the friction torque in the differential was selected and described. An equation describing 
the frictional moment in the differential is presented.
A virtual test bench was developed and described. Afterwards it was used for differential operation sim-
ulation. Load modes that are equivalent to various driving conditions of a real automobile are selected, 
their quantitative parameters are given. In this work, the criteria for evaluating the performance of the 
differential model are selected. The results of modeling for all load modes are given. According to those 
results the adequacy of the developed mathematical model of the differential with friction washers is 
proved. The proposals on the use of the developed model are given.

Keywords: self-locking differential, mathematical model, dynamics of coupled bodies, Recurdyn.
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