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АННОТАЦИЯ
Обоснование. При движении транспортного средства в зоне взаимодействия шины с опорным основанием могут 

возникать автоколебания, параметры которых зависят от скорости скольжения в пятне контакта. Частота колеба-
ний будет изменяться в зависимости от величины скольжения колеса относительно опорного основания. Мягкие 
автоколебания, возбуждаемые при различном сочетании начальных условий при полном скольжении в тяговом 
и  ведомом режиме работы колеса, в режиме комплексного торможения при частичном скольжении. Жесткий ре-
жим автоколебаний возникает при полном скольжении колеса в тормозном режиме. Эти процессы негативно влия-
ют на процессы, протекающие в электрическом приводе и механической передаче, снижая их энергоэффективность 
и могут привести к поломкам элементов. Колебания в системе возбуждаются силами взаимодействия эластичной 
шины с опорным основанием, характеризующегося вертикальными колебаниями колеса ввиду упругого характера 
его взаимодействия с неровностями дороги. 

Целью работы является исследование особенностей протекания колебательных процессов в нелинейной систе-
ме индивидуального тягового привода электробуса. 

Материалы и методы. Моделирование процессов образования автоколебательных явлений в зоне контактного 
взаимодействия колеса с дорогой выполнено в программном комплексе MATLAB&Simulink. 

Результаты. В работе представлены результаты имитационного математического моделирования и экспе-
риментальных исследований процесса возникновения автоколебательных явлений при движении электробуса 
 КАМАЗ 6282 по асфальтобетонному опорному основанию. Выявлено, что вертикальные перемещения колес при дви-
жении по неровностям приводят к колебательному характеру протекания процесса вертикальных реакций в зоне 
взаимодействия и, как следствие, продольных реакций и крутящего момента, частоты вращения на валу тягового 
электрического двигателя индивидуального привода. Определено, что частота колебаний шин составляет 6–7 Гц 
и совпадает с частотой автоколебаний для реализации частоты вращения вала электродвигателя и совпадает 
как для реализации, полученной при испытаниях, так и при моделировании. 

Заключение. Практическая ценность исследования заключается в возможности использования результатов 
 исследования при разработке алгоритмов исключения автоколебательных явлений при разработке системы управ-
ления транспортным средством.

Ключевые слова: автоколебания; колесо; скольжение; электродвигатель; индивидуальный привод; спектральная 
плотность энергии.
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ABSTRACT
BACKGROUND: When a vehicle is in motion, self-oscillations which properties are dependent on slip rate in a contact 

patch may occur in the area of tire interaction with ground surface. Oscillations frequency will vary in dependence with 
value of wheel slip relative to ground surface. Soft self-oscillations are excited by variable set of initial conditions at full slip 
in traction and driven wheel rolling modes as well as in mixed braking mode with partial slip. Hard mode of self-oscillations 
occurs at full wheel slip in braking mode. These processes have a negative impact on the processes in electric drive and 
mechanical drivetrain reducing their efficiency and may cause damage of components. Oscillations in the system are excited 
by interaction forces of an elastic tire with ground surface featuring vertical oscillations due to elastic behavior of its interaction 
with road unevenness.

AIMS: Research of features of oscillating process’ behavior in the nonlinear system of individual traction drive 
of an electrobus.

METHODS: Simulation of self-oscillation excitation processes in the area of contact interaction of a wheel and road was 
carried out in the MATLAB/Simulink software package.

RESULTS: The article features the results of simulation and experimental studies of self-oscillation excitation processes 
of the KAMAZ 6282 electrobus moving on asphalt-concrete surface. It was found that vertical wheel displacement when 
moving through unevenness lead to oscillating behavior of vertical reaction forces in contact patches and, as a consequence, 
to oscillating behavior of longitudinal reaction forces, torque and rotation velocity of the shaft of the traction electric motor 
of the individual drive. It was defined that tire oscillation frequency is 6–7 Hz that coincides with electric motor shaft rotation 
oscillation frequency and this value is the same for both experiment and simulation.

CONCLUSIONS: Practical value of the study lies in ability of using the study results at development of self-oscillation 
processes exclusion algorithms as a part of vehicle control system.

Keywords: self-oscillations; wheel; slip; electric motor; individual drive; energy spectral density.
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ВВЕДЕНИЕ
При движении транспортного средства с индиви-

дуальным тяговым электрическим приводом в зоне 
контакта эластичного колеса с опорным основанием 
происходят сложные процессы, на прямую влияющие 
на энергоэффективность и безопасность движения  [1–6]. 
В данном силовом взаимодействии могут возникать ав-
токолебательные процессы, что сопровождается сниже-
нием или потерей сцепления с дорогой, позволяющей 
судить о снижении энергоэффективности или безопас-
ности [7–13]. Как для случая тягового и ведомого ре-
жима качения колеса, так и для тормозного режима 
возможно возникновение частичного и полного его 
скольжения  относительно опорного основания.

МЕТОДЫ И СРЕДСТВА
Автоколебания могут возникать как при строго опре-

деленном сочетании начальных условий — «жесткий» 
режим, так и при практически любом сочетании — «мяг-
кий» режим, что является наиболее опасными. Данные 
процессы, возбужденные в зоне взаимодействия шины 
с дорогой, передаются всем элементам механической 
трансмиссии и тягового электродвигателя, негативно 
влияют на условия их работы и могут привести к сни-
жению эффективности рабочих процессов, поломкам 
и выходу из строя.

Для случая частичного скольжения удобно исполь-
зовать модель взаимодействия, аналогичную «маги-
ческой формуле» Пасейки, но в более удобном виде 

для аналитического исследования, как например, это 
представлено в работе [14]. Для случая полного сколь-
жения будем использовать модель трения, которая за-
висит от относительной скорости 2skV  как многочлен 
пятой степени [1].

КРИТЕРИИ ВОЗНИКНОВЕНИЯ 
АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНОГО ПРОЦЕССА 
В ИНДИВИДУАЛЬНОМ ТЯГОВОМ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ  ПРИВОДЕ

Анализ условий возникновения автоколебаний 
фрикционных систем с несколькими степенями сво-
боды, динамика которых описывается системой не-
линейных дифференциальных уравнений, рационально 
проводить методом анализа нелинейных колебаний 
в системе с тремя степенями свободы, предложенным 
в работе [15].

Расчетная схема взаимодействия эластичного колеса 
с твердым опорным основанием и схема привода колеса, 
позволяющая проводить исследование процессов, про-
текающих в тяговом, в ведомом, в тормозном режиме, 
приведены на рис. 1 .

Система, описывающая поведение системы тел 
колесо- подрессоренная часть транспортного средства 
с учетом теоремы о сохранении количества движения 
и момента количества движения для тягового и ведомо-
го режима при условии частичного скольжения колеса, 
имеет вид (1):

Рис. 1. Схемы взаимодействия эластичного колеса с твердым опорным основанием (а) и схема привода (b): 1 — масса М под-
рессоренных частей, приходящаяся на колесо; 2 — масса m колеса; 3 — ролики, позволяющие перемещаться колесу без трения 
в продольном направлении; 4 — упругий элемент (податливость шины в продольном направлении); 5 — опорное основание; 
6 —вращающееся колесо; 7 — тяговый электродвигатель.
Fig. 1. Scheme of interaction of an elastic wheel with ground surface (a) and scheme of drive (b): 1 — mass M of sprung parts 
at a wheel; 2 — wheel mass m, 3 — rollers for frictionless longitudinal movement of a wheel; 4 — an elastic element (longitudinal 
tire compliance); 5 — ground surface; 6 — a rolling wheel; 7 — a traction electric motor.
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где ,  ê mJ J  — моменты инерции колеса и приведенный 
к ротору тягового электродвигателя момент инерции ко-
лесного редуктора, соответственно, относительно оси их 
вращения; tM  — тяговый крутящий момент, подводи-
мый к колесу.

Для случая полного скольжения колеса, когда ко-
лесо буксует уравнения 5–8, описывающие вращатель-
ное движение, вырождаются в 0. При этом имеет место 
мягкий режим возникновения автоколебаний, когда 
скорость скольжения колес попадает в область, харак-
теризуемую увеличением силы трения при уменьшении 
скорости скольжения.

Из анализа системы дифференциальных уравне-
ний (1) можно сделать вывод о том, что в исследуемом 
объекте имеется возможность возбуждения автоколе-
баний для поступательного движения тела 1, (подрес-
соренная часть), поступательного и вращательного дви-
жений тела 2 (ротора электродвигателя).

Для тормозного режима система дифференциальных 
уравнений для условия частичного скольжения колеса 
имеет вид (2):
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где tM  — тормозной рекуперативный крутящий мо-
мент, подводимый к колесу; êM  — тормозной момент, 

развиваемый колесным тормозным механизмом, зави-
сящий от частоты вращения колеса, при чисто рекупе-
ративном торможении 0ê =M .

Исходя из анализа системы уравнений (2), полу-
чаем, что при торможении также имеется возможность 
возбуждения автоколебаний для поступательного дви-
жения тела 1 (подрессоренная часть), поступательного 
и вращательного движений тела 2 (ротора электро-
двигателя).

Для режима рекуперативного торможения можно 
заключить, что автоколебания не могут возникнуть, 
но для режима комплексного торможения, когда тре-
буемый тормозной момент обеспечивается как тяговым 
электродвигателем, так и рабочей тормозной системой, 
имеем мягкий режим возбуждения автоколебаний. Та-
кой режим нагружения трансмиссии является опасным, 
т. к. при интенсивном торможении амплитуды автоко-
лебаний резко увеличиваются [16], что может приве-
сти к дерганию транспортного средства в продольном 
направлении, к поломкам деталей трансмиссионных 
агрегатов. В связи с этим при интенсивном торможе-
нии при высоких начальных скоростях во избежание 
поломок необходимо снижать общий тормозной мо-
мент, например, за счет снижения рекуперативного 
момента тягового электродвигателя.

Для режима полного скольжения, когда колеса за-
блокированы уравнения 5–8 вырождаются в 0, имеем 
жесткий режим возникновения автоколебаний в зоне 
взаимодействия, когда скорость скольжения заблоки-
рованных колес попадает в область, характеризуемую 
уменьшением силы трения при уменьшении скорости 
скольжения.

Кроме негативных последствий, описанных выше, 
автоколебания в зоне взаимодействия колеса с дорогой 
могут не только передаваться элементам механической 
передачи, но и вызывать колебания в момент нагрузки 
на валу электродвигателя, что негативно сказывается 
на электромагнитных процессах, протекающих в нем, 
а также процессах, протекающих в преобразователе, 
что приводит к снижению эффективности. Крутящий 
момент и частота вращения на валу ротора двигателя 
также не являются непостоянными величинами и имеют 
колебательность, обусловленную конструкцией электро-
двигателя, что может вызывать усиление автоколебаний 
и большое негативное воздействие на систему в целом.

Для исследования автоколебательных процес-
сов в тяговом приводе электробуса большого класса 
КАМАЗ 6282 [17] используем имитационную матема-
тическую модель транспортного средства, принцип 
которой описан в работах [18–23], дополненной ими-
тационной математической моделью индивидуаль-
ного тягового электрического привода задних колес 
в MATLAB&Simulink, показанной на рис. 2.

Как показано в работе [24], в зависимости от ско-
рости скольжения 2skV  период автоколебаний в 
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нелинейной системе будет меняться в зависимости 

от периода 
2π

=cm
m m

T
c J

 собственных стационарных 

колебаний консервативной системы до значения 

1 22( )−π
τ = +

m mm m

R R
c Jc J

 при нестационарных коле-

баниях (здесь 1 2, R R  — сила трения покоя и сила 
трения скольжения). Частота колебаний будет изме-
няться в зависимости от величины скольжения колеса 
относительно опорного основания.

Колебания в системе возбуждаются силами взаи-
модействия эластичной шины с опорным основа нием, 
характеризующегося вертикальными колебаниями ко-
леса ввиду упругого характера его взаимодействия 
с неровностями дороги. Эти колебания, в свою очередь, 
приводят к колебательному характеру протекания про-
цесса вертикальной реакции в зоне взаимодействия 
и, как следствие, продольной реакции.

Для исследования влияния колебаний, вызванных 
перемещением колеса, на частоту колебаний крутящего 
момента тягового электродвигателя, угловой скорости 
вращения колеса проведем моделирование разгона 
электробуса по прямой на сухом асфальте. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Определение частоты автоколебательного процесса 
в тяговом электроприводе

На рис. 3 показаны фрагменты реализаций крутящего 
момента тягового электродвигателя, угловой скорости 

вращения ведущего колеса и радиальной деформации 
шины, где наблюдаются автоколебания, на рис. 4 по-
казаны спектральные плотности энергии, рассчитанные 
с помощью быстрого преобразования Фурье этих же про-
цессов.

Как видно из рис. 4, собственные частоты коле-
баний всех трех процессов совпадают, из чего можно 
заключить, что частоты автоколебательных процессов 
крутящего момента тягового электродвигателя и угло-
вой скорости вращения ведущего колеса обусловлены 
частотой вертикальных колебаний эластичного колеса 
при движении по неровностям опорного основания.

Исследование режимов возникновения автоколеба-
ний в индивидуальном тяговом электроприводе мето-
дами экспериментальных исследований

Были проведены пробеговые испытания электробуса 
КАМАЗ-6282. В процессе испытаний электробус дви-
гался по прямолинейному участку дороги с переменной 
скоростью. 

На рис. 5 показан характерный фрагмент реализа-
ции тягового момента, полученный при испытаниях, 
на рис. 6 — результат имитационного моделирования. 
На рис. 7 представлена спектральная плотность энергии 
момента тягового электродвигателя при испытаниях.

При движении в тяговом электрическом приводе 
возникают автоколебательные процессы. Частота авто-
колебания для теоретического и экспериментального 
процессов составляет 6–7 Гц для крутящего момента 
на валу двигателя и совпадает как для реализации, по-
лученной при испытаниях, так и при моделировании.

На рис. 8, 9 и 10 представлены аналогичные графики 
для угловой скорости колеса.

При движении в тяговом электрическом приво-
де возникают автоколебательные процессы. Частота 

Рис. 2. Имитационная модель индивидуального тягового электрического привода.
Fig. 2. The simulation model of the individual traction electric drive.
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Рис. 3. Фрагменты реализаций крутящего момента тягового электродвигателя (а), угловой скорости вращения ведущего 
 колеса (b) и радиальной деформации шины (c).
Fig. 3. Samples of torque of the traction electric motor (а), angular velocity of a driving wheel (b) and tire radial deformation (c).

c

b

a

Рис. 4. Спектральные плотности энергии момента тягового электродвигателя (а), угловой скорости вращения ведущего 
 колеса (b) и радиальной деформации шины (c).
Fig. 4. Energy spectral densities of the traction electric motor (а), angular velocity of the driving wheel (b) and tire radial deformation (c).
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b

a
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Рис. 6. Характерный фрагмент реализации тягового электрического момента, полученный в результате моделирования 
движения электробуса. 
Fig. 6. A typical sample of torque of the traction electric motor resulting from the electrobus motion simulation.

Рис. 7. Спектральная плотность энергии момента тягового электродвигателя для реализации, полученной экспериментально.
Fig. 7. Energy spectral density of experimentally obtained torque of the traction electric motor.

Рис. 5. Характерный фрагмент реализации тягового электрического момента, полученный при испытаниях электробуса.
Fig. 5. A typical sample of torque of the traction electric motor obtained during the electrobus testing.

Рис. 8. Характерный фрагмент реализации угловой скорости колеса, полученный при испытаниях электробуса.
Fig. 8. A typical sample of angular velocity of the driving wheel obtained during the electrobus testing.
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автоколебания для теоретического и экспериментального 
процесса составляет 6–7 Гц для реализации частоты вра-
щения вала электродвигателя и совпадает как для реа-
лизации, полученной при испытаниях, так и при моде-
лировании.

ВЫВОД
Частоты автоколебательных процессов крутящего 

момента тягового электродвигателя и угловой скорости 
вращения ведущего колеса обусловлены частотой вер-
тикальных колебаний эластичного колеса при движении 
по неровностям опорного основания. Все полученные 
результаты имитационного моделирования и данных 
эксплуатационных испытаний электробуса КАМАЗ-6282 
полностью соответствует аналитическим выводам. Ме-
тодами экспериментальных исследований установлена 
 достоверность выводов относительно режимов протека-
ния и условий зарождения  автоколебательных процес-
сов в индивидуальном тяговом электроприводе. Частота 
автоколебания для теоретического и экспериментально-
го процесса составляет 6–7 Гц.
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