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Ââåäåíèå: øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì ïîäõîäîì ê ïåðåâîçêå êðóïíîãàáàðèòíûõ è òÿæåëîâåñíûõ 
íåäåëèìûõ ãðóçîâ ïî äîðîãàì è ìåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìíîãîîñíûõ êîëåñíûõ òðàíñ-
ïîðòíûõ êîìïëåêñîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé àâòîïîåçäà. Ïðè ýòîì â ñëåäñòâèè çíà÷èòåëüíûõ ãà-
áàðèòíûõ ðàçìåðîâ îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ òàêèõ ìàøèí ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòëèâîñòü, òî åñòü 
âîçìîæíîñòü äâèãàòüñÿ ïî òðàåêòîðèè áîëüøîé êðèâèçíû íà îãðàíè÷åííîé ïëîùàäè, ÷òî îñîáåííî 
àêòóàëüíî â çîíàõ ïîãðóçêè / ðàçãðóçêè. 
Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ: â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ïîäõîä ê ïðîãíîçèðîâàíèþ ïîêàçàòåëåé êðèâîëè-
íåéíîãî äâèæåíèÿ ìíîãîîñíûõ êîëåñíûõ àâòîïîåçäîâ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåì òåë. 
Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû: ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ 
àâòîïîåçäà, ïðåäñòàâëåííîãî ñèñòåìîé òâåðäûõ òåë, êîòîðûå îáúåäèíåíû ìåæäó ñîáîé êèíåìàòè-
÷åñêèìè è ñèëîâûìè ñâÿçÿìè. Ðàçðàáîòàííàÿ â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ïîçâî-
ëÿåò ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåñíîãî äâèæèòåëÿ ñ îïîð-
íîé ïîâåðõíîñòüþ, ïåðåðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ ðåàêöèé ìåæäó îïîðíîõîäîâûìè ìîäóëÿìè, 
à òàêæå ñèëîâûå ôàêòîðû, âîçíèêàþùèå â ñöåïíîì óñòðîéñòâå è îáåñïå÷èâàþùèå âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó òÿãà÷îì è ïðèöåïíûì çâåíîì. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ äâèæèòåëÿ 
ñ ãðóíòîì îñíîâûâàåòñÿ íà ïîíÿòèè îá «ýëëèïñå òðåíèÿ». Ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëè 
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âîðîòíûìè è íåïîâîðîòíûìè êîëåñàìè. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îöåíêè èñïîëüçîâàëàñü ïîòðåáíàÿ 
øèðèíà êîðèäîðà ïî ñëåäàì íàðóæíîãî (çàáåãàþùåãî) è âíóòðåííåãî (îòñòàþùåãî) êîëåñ. Äëÿ 
îöåíêè öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðèöåïíîãî çâåíà ñ ïîëíîóïðàâëÿåìûìè êîëåñàìè è, ñîîò-
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íîñòè ïðèâîäà ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ. 
Ðåçóëüòàòû è íàó÷íàÿ íîâèçíà: ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè àâòîïîåçäà, ïî-
çâîëÿþùàÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðîãíîçèðîâàòü ïîêàçàòåëè êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ êîëåñíûõ 
òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ, à òàêæå îöåíèâàòü ïîòðåáíóþ ìîùíîñòü ïðèâîäà ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ. 
Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü: ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ àâòîïîåçäà, 
ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâîäèòü øèðîêèé êðóã èñïûòàíèé ïî îöåíêå íå òîëüêî ïîêàçàòåëåé êðèâîëèíåé-
íîãî äâèæåíèÿ, íî è ïîäâèæíîñòè â öåëîì êîëåñíûõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ ëþáîé êîíôèãóðàöèè.
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Ââåäåíèå
Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì ïåðå-

âîçêè êðóïíîãàáàðèòíûõ è òÿæåëîâåñíûõ íåäå-
ëèìûõ ãðóçîâ ïî äîðîãàì è ìåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ 
ïðèìåíåíèå ìíîãîîñíûõ êîëåñíûõ òðàíñïîðò-
íûõ êîìïëåêñîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé àâ-
òîïîåçäà. Ïðè ýòîì âñëåäñòâèå çíà÷èòåëüíûõ 
ãàáàðèòíûõ ðàçìåðîâ îäíèì èç âàæíåéøèõ 
ñâîéñòâ òàêèõ ìàøèí ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòëè-
âîñòü, òî åñòü âîçìîæíîñòü äâèãàòüñÿ ïî òðà-

åêòîðèè áîëüøîé êðèâèçíû íà îãðàíè÷åííîé 
ïëîùàäè, ÷òî îñîáåííî àêòóàëüíî ïðè ïðîâå-
äåíèè ïîãðóçî÷íî-ðàçãðóçî÷íûõ ðàáîò.

Çàêîíîìåðíûì ðåøåíèåì, ïðèçâàííûì ïî-
âûñèòü ìàíåâðåííîñòü àâòîïîåçäîâ, ÿâëÿåòñÿ 
ïðèìåíåíèå ïîâîðîòíûõ êîëåñ íà ïðèöåïíîì 
çâåíå. Òåì íå ìåíåå ðåàëèçàöèÿ ïîäîáíûõ 
ñèñòåì âëå÷åò çà ñîáîé óñëîæíåíèå è óäîðî-
æàíèå êîíñòðóêöèè, à òàêæå äîïîëíèòåëüíûå 
çàòðàòû ìîùíîñòè íà ïðèâîä ïîâîðîòà êîëåñ. 
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Â ñâÿçè ñ ýòèì îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ïðèìå-
íåíèÿ âñåêîëåñíîãî ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ ïðè-
öåïíîãî çâåíà àâòîïîåçäà íà ýòàïå ïðîåêòèðî-
âàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Äëÿ îöåíêè ïîâîðîòëèâîñòè àâòîïîåçäîâ 
ðàöèîíàëüíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé 
ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåñ-
íîãî äâèæèòåëÿ ñ îïîðíîé ïîâåðõíîñòüþ, ïåðå-
ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ ðåàêöèé ìåæäó 
îïîðíî-õîäîâûìè ìîäóëÿìè, à òàêæå ñèëîâûå 
ôàêòîðû, âîçíèêàþùèå â ñöåïíîì óñòðîéñòâå 
è îáåñïå÷èâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òÿ-
ãà÷îì è ïðèöåïíûì çâåíîì. 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé 
çàäà÷è íåîáõîäèìî ñîçäàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ 
ìîäåëü äâèæåíèÿ ìíîãîîñíîãî êîëåñíîãî àâ-
òîïîåçäà, ïîçâîëÿþùóþ ó÷èòûâàòü ïåðå÷èñ-
ëåííûå îñîáåííîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ìàøèíû 
ñ âíåøíåé ñðåäîé. Òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî 
ïðè ýòîì öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü â âèäå 
ñîâîêóïíîñòè òâåðäûõ òåë, äâèæóùèõñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ âîçìóùåíèé 
è îáúåäèíåííûõ øàðíèðíûìè è ñèëîâûìè ñâÿ-
çÿìè [1, 2, 3]. 

Â îáùåì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò êîíôè-
ãóðàöèè ìàøèíû è òðåáóåìîé òî÷íîñòè èìè-
òàöèè äâèæåíèÿ, äëÿ îïèñàíèÿ àâòîïîåçäà 
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî 
òåë è ñâÿçåé, ÷òî ïîòðåáóåò ñîñòàâëÿòü êàæäûé 
ðàç íîâóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ àâòîìàòèçàöèè ñèíòå-
çà óêàçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè ñîçäàíèè 
ìîäåëè öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü îáîáùåííûé 
ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè ñèñòåì òåë, 
ðåàëèçîâàííûé â òàêèõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåê-
ñàõ êàê: ADAMS [4], Euler [5], Óíèâåðñàëüíûé 
ìåõàíèçì [6], ÔÐÓÍÄ [7], MATLAB Simscape/
Multibody [8, 9]. Óêàçàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ 
ðàñïðîñòðàíåííûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèíà-
ìèêè àâòîïîåçäîâ [10]. Ïðè ýòîì âàæíåéøèì 
âîïðîñîì îñòàåòñÿ ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé 
ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ äâèæèòåëÿ ñ îïîðíîé 
ïîâåðõíîñòüþ (ÎÏ), ïîçâîëÿþùåé ó÷èòûâàòü 
ïðîñòðàíñòâåííîå äâèæåíèå òðàíñïîðòíîãî 
ñðåäñòâà êàê ñèñòåìû òâåðäûõ òåë.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåñíîãî 
äâèæèòåëÿ ñ îïîðíîé ïîâåðõíîñòüþ
Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ èñ-

ñëåäîâàíèå ïîâîðîòëèâîñòè êîëåñíîãî àâòîïî-
åçäà, â ñâÿçè ñ ýòèì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî òðàíñïîðò-

íîå ñðåäñòâî äâèæåòñÿ ïî îïîðíîé ïîâåðõíîñòè 
òèïà «ïëîòíûé ãðóíò». Ïîä ÎÏ òàêîãî òèïà 
ïîíèìàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, ìàëîäåôîðìèðóåìàÿ 
ïî íîðìàëè è â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, à áóëü-
äîçåðíûé è ýêñêàâàöèîííûé ýôôåêòû ïðè âçàè-
ìîäåéñòâèè äâèæèòåëÿ ñ ÎÏ îòñóòñòâóþò.

Ïðåäñòàâëåííîå â äàííîì ðàçäåëå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåñíî-
ãî äâèæèòåëÿ ñ îïîðíîé ïîâåðõíîñòüþ òèïà 
«ïëîòíûé ãðóíò» ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ îáåñïå-
÷åíèÿ âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ ïðÿìîëè-
íåéíîãî è êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ êîëåñíûõ 
ìàøèí êàê ïî ïëîñêîé îïîðíîé ïîâåðõíîñòè, 
òàê è (â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè) ïî ãëàäêèì íå-
ðîâíîñòÿì ðåëüåôà, ãàáàðèòíûå ðàçìåðû êîòî-
ðûõ ïðåâûøàþò äèàìåòð êîëåñà.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè ñîçäàíèè ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåñà ñ îïîðíîé 
ïîâåðõíîñòüþ (ÎÏ) ïðèíÿòû ñëåäóþùèå äîïó-
ùåíèÿ:

– ïÿòíî êîíòàêòà øèíû ñ ÎÏ ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé ïðÿìîóãîëüíóþ ïëîùàäêó ïîñòîÿííûõ 
ãàáàðèòíûõ ðàçìåðîâ;

– ýïþðà íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ðàñïðåäå-
ëåíà ðàâíîìåðíî ïî ïëîùàäè ïÿòíà êîíòàêòà;

– âçàèìîäåéñòâèå êîëåñà ñ îïîðíûì îñíî-
âàíèåì â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê îïîðíîé ïî-
âåðõíîñòè îïèñûâàåòñÿ óïðóãî-äåìïôèðóþùåé 
íåóäåðæèâàþùåé ñèëîâîé ñâÿçüþ;

– êàñàòåëüíàÿ ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ 
â êàæäîì ýëåìåíòå ïÿòíà êîíòàêòà ñ îïîð-
íûì îñíîâàíèåì íàïðàâëåíà ïðîòèâ ñêîðîñòè 
ñêîëüæåíèÿ ýòîãî ýëåìåíòà;

– ïðîåêöèÿ öåíòðà êîëåñà ïî íîðìàëè 
ê îïîðíîé ïîâåðõíîñòè ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì 
ïÿòíà êîíòàêòà;

– îïîðíàÿ ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ ôóíêöè-
îíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ âåðòèêàëüíîé êîîð-
äèíàòû ìàêðîïðîôèëÿ z

îð
 îò ïðîäîëüíîé x

îð
 

è ïîïåðå÷íîé y
îð

 êîîðäèíàò ðàññìàòðèâàåìîãî 
ó÷àñòêà ìåñòíîñòè â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò XYZ;

– âåêòîð íîðìàëè ê îïîðíîé ïîâåðõíîñòè 
â êàæäîì ýëåìåíòå ïÿòíà êîíòàêòà íåçíà÷è-
òåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò âåêòîðà íîðìàëè, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî òî÷êå îïîðíîé ïîâåðõíîñòè, 
ðàñïîëîæåííîé ïîä öåíòðîì êîëåñà âäîëü âåð-
òèêàëüíîé îñè. 

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ 
êîëåñà ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì. Â ñâÿçè ñ òåì, 
 ÷òî âçàèìîäåéñòâèå êîëåñà ñ ÎÏ â íàïðàâëå-
íèè íîðìàëè ê îïîðíîé ïîâåðõíîñòè îïèñû-
âàåòñÿ óïðóãî-äåìïôèðóþùåé ñâÿçüþ, äëÿ âû-
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÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ñèë íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü 
äåôîðìàöèþ øèíû, à òàêæå ñêîðîñòü åå èçìå-
íåíèÿ. Òàê, âåëè÷èíà äåôîðìàöèè øèíû ìîæåò 
áûòü âû÷èñëåíà êàê:

 ,df r r ø ñâ  (2)

ãäå fø  – äåôîðìàöèÿ øèíû; rñâ  – ñâîáîäíûé 
ðàäèóñ êîëåñà; dr  – äèíàìè÷åñêèé ðàäèóñ 
êîëåñà.

Òàê êàê äèíàìè÷åñêèé ðàäèóñ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ðàññòîÿíèå îò îñè êîëåñà äî îïîðíîé 
ïîâåðõíîñòè, òî ïðè ïðèíÿòûõ äîïóùåíèÿõ îí 
ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàê ïðîåêöèÿ âåêòîðà, 
íàïðàâëåííîãî èç öåíòðà êîëåñà ê îïîðíîé ïî-
âåðõíîñòè âäîëü îñè Z íà íîðìàëü  ,n x yop


ê ê  

â öåíòðå ïÿòíà êîíòàêòà (ïðèíÿòî äîïóùåíèå, 
÷òî íîðìàëü â êàæäîé òî÷êå êîíòàêòà è íåïî-
ñðåäñòâåííî ïîä öåíòðîì êîëåñà â íàïðàâëå-
íèè îñè Z îòëè÷àþòñÿ ñëàáî, ðèñ. 1):

 
 

 
0
0 , ,

,
dr n x y

z z x y

 
 

  
  

op

ê op ê ê


ê ê  (3)

ãäå , ,x y zê ê ê  – êîîðäèíàòû öåíòðà êîëåñà â ãëî-
áàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò XYZ (îïðåäåëÿþò-
ñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äè-
íàìèêè ìàøèíû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè).

Ðèñ. 1 . Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà îïðåäåëåíèÿ 
äåôîðìàöèè øèíû

Fig. 1. Design scheme for determining tire deformation

Âçàèìîäåéñòâèå êîëåñà ñ ÎÏ íîñèò íå-
óäåðæèâàþùèé õàðàêòåð, â ñâÿçè ñ ýòèì åñëè

0f ø , òî âåëè÷èíû âñåõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ, 
âîçíèêàþùèõ â ïÿòíå êîíòàêòà, ïðèíèìàþòñÿ 
ðàâíûìè 0 è äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íå ïðî-
èçâîäèòñÿ.

Ñêîðîñòü äåôîðìàöèè øèíû åñòü àáñîëþò-
íàÿ ñêîðîñòü öåíòðà êîëåñà â íàïðàâëåíèè íîð-
ìàëè ê îïîðíîé ïîâåðõíîñòè, òî åñòü:

 
 , ,kv n x yf  ø op


ê ê  (4)

ãäå kv  – ñêîðîñòü êîëåñà â ãëîáàëüíîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò (îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå èí-
òåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ìàøèíû 
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè).

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ýïþðà íîðìàëüíûõ íà-
ïðÿæåíèé ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî ïî ïÿòíó 
êîíòàêòà, âåëè÷èíó ñóììàðíîé íîðìàëüíîé 
ðåàêöèè, äåéñòâóþùåé íà êîëåñî, ìîæíî îïðå-
äåëèòü êàê:

 
,zR c f b f ø ø ø ø

   (5)

ãäå zR


 –  âåëè÷èíà ñóììàðíîé íîðìàëüíîé 
ðåàêöèè, äåéñòâóþùåé íà êîëåñî; cø  – æåñò-
êîñòü øèíû; bø  – êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâà-
íèÿ øèíû.

Äëÿ àíàëèçà ðåæèìîâ íàãðóæåíèÿ ðóëåâîãî 
ïðèâîäà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìîìåíò ñî-
ïðîòèâëåíèÿ ïîâîðîòó êîëåñà, âîçíèêàþùèé 
âñëåäñòâèå ñêîëüæåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíòàêòà 
øèíû ïî îïîðíîé ïîâåðõíîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì 
ïÿòíî êîíòàêòà ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî 
ýëåìåíòàðíûõ ïëîùàäîê ný , òîãäà

 
/ ,z zR R ný ý

 
  (6)

ãäå zRý


 – ñîñòàâëÿþùàÿ íîðìàëüíîé ðåàêöèè, 
äåéñòâóþùàÿ íà êàæäóþ ýëåìåíòàðíóþ ïëî-
ùàäêó ïÿòíà êîíòàêòà;

Çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ýïþðà íîðìàëüíûõ íàïðÿ-
æåíèé ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî ïî ïÿòíó êîí-
òàêòà, â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèÿ ìàøèíû 
áóäåò ïîëó÷åíà ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà ðåæè-
ìîâ íàãðóæåíèÿ ðóëåâîãî ïðèâîäà.

Ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ êàñàòåëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ êàæäîé ýëåìåí-
òàðíîé ïëîùàäêè ïÿòíà êîíòàêòà ñ îïîðíîé 
ïîâåðõíîñòüþ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè 
îá «ýëëèïñå òðåíèÿ». Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåêòîð 
êàñàòåëüíîé ðåàêöèè êàæäîé ýëåìåíòàðíîé 
ïëîùàäêè íàïðàâëåí ïðîòèâ ñêîðîñòè ñêîëü-
æåíèÿ öåíòðà ýòîé ïëîùàäêè (ðèñ. 2) [11].

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû è íàïðàâëåíèÿ 
ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ êàæäîé ýëåìåíòàðíîé 
ïëîùàäêè íåîáõîäèìî èç àáñîëþòíîé ñêîðîñòè 
åå öåíòðà â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âû-
÷åñòü ñîñòàâëÿþùóþ, íàïðàâëåííóþ ïî íîðìà-
ëè ê îïîðíîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 2):

   ;i k iv r    àáñ ê ý
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       , , ,i i i n x y n x y    ñê àáñ àáñ op ê ê op ê ê

   
 (7)

ãäå  iàáñ


 – âåêòîð àáñîëþòíîé ñêîðîñòè öåíòðà 
i-îé ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè â ãëîáàëüíîé 
ñèñòåìå êîîðäèíàò; ê


 – âåêòîð óãëîâîé ñêî-

ðîñòè ïîâîðîòà êîëåñà â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå 
êîîðäèíàò (îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå èíòå-
ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ìàøèíû 
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè); irý


 – ðàäèóñ-âåêòîð 

ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðà i-îé ýëåìåíòàðíîé ïëî-
ùàäêè îòíîñèòåëüíî öåíòðà êîëåñà (â êîìïî-
íåíòàõ ïðîåêöèé íà îñè ãëîáàëüíîé ñèñòåìû 
êîîðäèíàò);   ,i n x y àáñ op ê ê


 – ïðîåêöèÿ âåêòî-

ðà àáñîëþòíîé ñêîðîñòè öåíòðà ýëåìåíòàðíîé 
ïëîùàäêè íà âåêòîð íîðìàëè ê îïîðíîé ïî-
âåðõíîñòè; i ñê


 – âåêòîð ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ 

öåíòðà i-îé ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè. 
Êîìïîíåíòû âåêòîðà irý


 âû÷èñëÿþòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ãåîìåòðè-
÷åñêèå ðàçìåðû ïÿòíà êîíòàêòà ïðèíÿòû ïî-
ñòîÿííûìè, êîîðäèíàòû êàæäîé ýëåìåíòàðíîé 
ïëîùàäêè îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà èçâåñòíû 
(ðèñ. 2):  ixý ,   iyý .

Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ ðàññìàòðè-
âàåìîãî ïÿòíà êîíòàêòà â ïðîñòðàíñòâå. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ïðîäîëüíàÿ åãî îñü (ïÿòíà êîíòàêòà) 
äîëæíà áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó íîðìà-
ëè ê îïîðíîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå êîíòàêòà, 
à òàêæå îñè âðàùåíèÿ êîëåñà, òîãäà:

 
  ,xort n n x y êîë op ê ê

 
, (8)

ãäå xort


 – îðò, îïðåäåëÿþùèé ïðîäîëüíóþ îñü 
ïÿòíà êîíòàêòà; nêîë


 – íîðìàëü ê ïëîñêîñòè 

âðàùåíèÿ êîëåñà (îñü âðàùåíèÿ êîëåñà).
Ïîïåðå÷íàÿ îñü ïÿòíà êîíòàêòà îïðåäåëÿåò-

ñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

 
  ,y xort n x y ort op

 
ê ê , (9)

ãäå yort


 – îðò, îïðåäåëÿþùèé ïîïåðå÷íóþ îñü 
ïÿòíà êîíòàêòà.

Îñü âðàùåíèÿ êîëåñà nêîë


 (íîðìàëü ê ïëî-
ñêîñòè âðàùåíèÿ êîëåñà) èçìåíÿåòñÿ â ïðî-
öåññå äâèæåíèÿ ìàøèíû, â ñâÿçè ñ ÷åì ìîæåò 
áûòü íàéäåíà ïðè ïîìîùè ìàòðèöû ïîâîðîòà 

kR , îñóùåñòâëÿþùåé ïåðåõîä èç ëîêàëüíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì êîëåñà, 
â ãëîáàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò XYZ.

  0 T
kn R nêîë êîë

 
, (10)

ãäå kR  – ìàòðèöà ïîâîðîòà èç ëîêàëüíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì êîëåñà, 
â ãëîáàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò XYZ (îïðåäå-
ëÿåòñÿ â õîäå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äè-
íàìèêè ìàøèíû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè); 

 0nêîë


 – ïîëîæåíèå íîðìàëè ê ïëîñêîñòè âðà-
ùåíèÿ êîëåñà â ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè (åñëè 
îñè ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò êîëåñà â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áûëè ñîíàïðàâëåíû 
ñ îñÿìè XYZ, òî   0 0 1 0 Tn êîë


).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû íàïðàâëÿþùèå 
îðòû, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü îðèåíòàöèþ 
ïëîùàäêè êîíòàêòà â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò è îïðåäåëèòü âåêòîð irý


.

      ,i i x i y dr x ort y ort r n x y    ý ý ý op ê ê

 
. (11)

Çíàê «ìèíóñ» íåîáõîäèì äëÿ èçìåíåíèÿ íà-
ïðàâëåíèÿ âåêòîðà íîðìàëè – îò öåíòðà êîëåñà 
ê îïîðíîé ïîâåðõíîñòè.

Èçâåñòíî [11, 12, 13], ÷òî âåëè÷èíà êàñà-
òåëüíîé, ñîñòàâëÿþùåé ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ 
êîëåñà ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì, îïðåäåëÿåòñÿ 
ïðîèçâåäåíèåì êîýôôèöèåíòà âçàèìîäåéñòâèÿ 
êîëåñà ñ ÎÏ íà íîðìàëüíóþ ðåàêöèþ. Ðàñïðî-
ñòðàíèì óêàçàííîå äîïóùåíèå íà êàæäóþ ýëå-
ìåíòàðíóþ ïëîùàäêó ïÿòíà êîíòàêòà, òîãäà:

 
 ,xy i zR R ý ý

 
 (12)

ãäå xyRý


 – êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû 
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì i-îé 
ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè ïÿòíà êîíòàêòà; i  – 

Ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíàÿ  ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåñà 
ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì

Fig. 2. Design scheme of interaction of the wheel 
with the support base
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êîýôôèöèåíò âçàèìîäåéñòâèÿ i-îé ýëåìåíòàð-
íîé ïëîùàäêè ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì.

Âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà  çàâèñèò îò áîëü-
øîãî êîëè÷åñòâà ôàêòîðîâ, íàèáîëåå çíà÷è-
ìûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíò 
ñêîëüæåíèÿ s è òèï îïîðíîé ïîâåðõíîñòè. Òàê, 
çàâèñèìîñòü  îò óêàçàííûõ ôàêòîðîâ â ñëó÷àå 
íåñâÿçíûõ ãðóíòîâ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé 
ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòüþ [14]:

 

0
max 1

is
s

i i e
 

    
 
 

. (13)

ãäå max i  – ìàêñèìàëüíûé êîýôôèöèåíò âçà-
èìîäåéñòâèÿ i-îé ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè 
ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì ïðè is  ; s

i
 – êîýô-

ôèöèåíò ñêîëüæåíèÿ öåíòðà i-îé ýëåìåíòàðíîé 
ïëîùàäêè; s

0
 – êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé 

ôîðìó êðèâîé (s).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà ñêîëüæå-

íèÿ öåíòðà êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè 
ïîìèìî ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ i ñê


 íåîáõîäèìî 

îïðåäåëèòü âåëè÷èíó åå ïåðåíîñíîé è îòíîñè-
òåëüíîé ñêîðîñòè (ðèñ. 2). Îòíîñèòåëüíàÿ ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ öåíòðà êàæäîé ýëåìåíòàðíîé 
ïëîùàäêè ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîé ñêîðîñòè 
âðàùåíèÿ êîëåñà:

    0   , , ,i k y k yn r n x y n      îòí êîë op ê ê êîë ê

  

(14)
ãäå iîòí


 – îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà 

i-îé ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè;  k y  – âåëè÷èíà 
óãëîâîé ñêîðîñòè êîëåñà îòíîñèòåëüíî îñè âðà-
ùåíèÿ; r

0
 – ðàäèóñ êà÷åíèÿ êîëåñà áåç ñêîëüæå-

íèÿ (â ñâîáîäíîì ðåæèìå).
Â ñëó÷àå, åñëè âåëè÷èíà 0r  íåèçâåñòíà, åå 

ìîæíî ïðèáëèæåííî îöåíèòü ÷åðåç ñâîáîäíûé 
ðàäèóñ êîëåñà [15]:

 0 0,97 .r r ñâ  (15)

Ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà êàæäîé ýëå-
ìåíòàðíîé ïëîùàäêè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà 
êàê ðàçíîñòü ìåæäó ñêîðîñòüþ ñêîëüæåíèÿ 

i ñê


 è îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ iîòí


:

 
,i i i    ïåð ñê îòí

  
 (16)

ãäå iïåð


 – ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà i-îé 
ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè.

Òåïåðü âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà ñêîëüæå-
íèÿ i-îé ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè s

i
 ìîæåò áûòü 

íàéäåíà ïî ôîðìóëå:

 
 

,
max ,

i
i

i i

s



 

ñê

îòí ïåð



   (17)

Â îáùåì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèå êîëåñà 
ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì íå èçîòðîïíî, ÷òî ñâÿ-
çàíî ñ ãåîìåòðèåé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè 
êîëåñà, íàïðèìåð, íàëè÷èåì ãðóíòîçàöåïîâ. 
Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåí-
òà max i  äëÿ òåêóùåãî íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè 
ñêîëüæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ çàâè-
ñèìîñòü (ðèñ.  3) [16].

Ðèñ. 3. Ýëëèïñ òðåíèÿ

Fig. 3. Friction ellipse

Ïðèìåì ä îïóùåíèå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé êî-
ýôôèöèåíò âçàèìîäåéñòâèÿ êàæäîé ýëåìåíòàð-
íîé ïëîùàäêè ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì îïèñû-
âàåòñÿ ýëëèïñîì ñ ïàðàìåòðàìè max x  è max y  
òàêèìè æå, êàê è äëÿ ïÿòíà êîíòàêòà â öåëîì, 
òîãäà:

 

max max
max 2 2 2 2

max max

,
sin cos

x y
i

x i y i

 
 

    
 (18)

ãäå max max, x y   – ìàêñèìàëüíûå êîýôôèöè-
åíòû âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåñà ñ îïîðíûì îñíî-
âàíèåì â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâëå-
íèÿõ; i  – óãîë ìåæäó ïðîäîëüíîé îñüþ ïÿòíà 
êîíòàêòà è íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ 
i-îé ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè.

Âåëè÷èíû êîñèíóñà è ñèíóñà óãëà íàïðàâ-
ëåíèÿ ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ i  îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèé ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ 
íà ïðîäîëüíóþ xiñê  è ïîïåðå÷íóþ yiñê  îñè 
ïÿòíà êîíòàêòà:

 

cos( ) , 

sin( ) .

xi i
i x

i i

yi i
i y

i i

ort

ort

 
 



 
 

 
  

 

ñê ñê

ñê ñê

ñê ñê

ñê ñê




 




 

 (19)
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Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè âûøåèçëî-
æåííîãî âåêòîð ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ i-îé ýëå-
ìåíòàðíîé ïëîùàäêè ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì 

 iRý


 îïðåäåëÿåòñÿ êàê (ðèñóíîê ðèñóíîê 3):

 
  

 
 

, .i
i i z z

i

R R R n x y
   


ñê

ý ý ý op ê ê
ñê

  
  (20)

Äàëåå, âåêòîð ñóììàðíîé ñèëû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ êîëåñà ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì R


 âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

  1
.n

ii
R R 

 ý

ý

 
 (21)

Ïðîåêöèè ñóììàðíîé ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ 
íà îñè ïÿòíà êîíòàêòà îïðåäåëÿþòñÿ êàê:

 
,  ,  x x y yR R ort R R ort   

    
 (22)

ãäå ,  x yR R
 

 – ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ ñî-
ñòàâëÿþùèå êàñàòåëüíîé ðåàêöèè â êîíòàêòå 
êîëåñà ñ îïîðíîé ïîâåðõíîñòüþ.

Èçâåñòíî, ÷òî ìîùíîñòü, ïîäâîäèìàÿ 
ê êîëåñó ìàøèíû ÷åðåç òðàíñìèññèþ, ðàñõî-
äóåòñÿ íà ñîâåðøåíèå ïîëåçíîé ðàáîòû – ñîç-
äàíèå òÿãè, à òàêæå íà ãèñòåðåçèñíûå ïîòåðè 
â ýëàñòè÷íîé øèíå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîìåíò ñî-
ïðîòèâëåíèÿ âðàùåíèþ êîëåñà f

kM , íàãðóæà-
þùèé òðàíñìèññèþ ìàøèíû, âû÷èñëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

 
 

  0 ,f
k x zM R f R r  ãð


 (23)

ãäå fãð  – êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ êà÷å-
íèþ êîëåñà â âåäîìîì ðåæèìå.

Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî ìîìåíò f
kM  äîëæåí 

ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîåêöèè ìîìåíòà âçàèìî-
äåéñòâèÿ êîëåñà ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì â íà-
ïðàâëåíèè åãî îñè âðàùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, 
îáùèé âåêòîð ìîìåíòà âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåñà 
ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
ìîìåíò îò ñèëû, ðåàëèçóåìîé â ýëåìåíòàð-
íûõ ïëîùàäêàõ  iRý


, ñ ó÷åòîì ãèñòåðåçèñíûõ 

ïîòåðü â øèíå, è ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê:

  1 1
)   (    ,n n f

k i i i i ki i
M r x R n r x R M n

 
   ý ý

ý ý êîë ý ý êîë

   
 

(24)
Çíàê «ìèíóñ» ïåðåä f

kM  îáóñëîâëåí òåì, 
÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ñèëû xR


 ñîçäà-

åò îòðèöàòåëüíûé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî îñè 
âðàùåíèÿ êîëåñà. 

Ïðåäñòàâëåííûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ âçà-
èìîäåéñòâèÿ êîëåñà ñ îïîðíûì îñíîâàíèåì 

áûë ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå 
MATLAB Simulink. 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
äèíàìèêè àâòîïîåçäà
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâîðîòëèâîñòè êîëåñ-

íîãî àâòîïîåçäà áûëà ñîçäàíà èìèòàöèîííàÿ 
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà 
êîòîðîé ïîêàçàíà íà ðèñ. 4. Ìîäåëü âûïîëíå-
íà íà áàçå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà MATLAB, 
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ áëîêîâ áèáëèî-
òåê Simulink è Simscape/MultiBody.

Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü áûëà ðàçáèòà 
íà ôóíêöèîíàëüíûå áëîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå 
óçëàì òðàíñïîðòíîé ìàøèíû. Òàê, êîðïóñ 
òÿãà÷à è ïðèöåï ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òâåðäûå 
òåëà, îáëàäàþùåå ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàññî-
èíåðöèîííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ïîâîðîò-
íûå êóëàêè êîëåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿþòñÿ òâåð-
äûìè òåëàìè è ñâÿçàíû ñ êîðïóñîì ïðè ïîìîùè 
èíñòðóìåíòà ñîçäàíèÿ âðàùàòåëüíîãî øàðíèðà 
Revolute Joint, îáåñïå÷èâàþùåãî âîçìîæíîñòü 
ïîâîðîòà âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè. Êîîðäèíà-
òû òî÷åê ñâÿçè ïîâîðîòíûõ êóëàêîâ ñ êîðïóñîì 
ìàøèíû ñîîòâåòñòâóþò ãåîìåòðè÷åñêèì ïàðà-
ìåòðàì ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà èññëåäîâà-
íèÿ. Ïîñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ 
ïîâîðîòëèâîñòü, òî íà ïåðâîì ýòàïå äâèæåíèå 
êîëåñíîé ìàøèíû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ðîâíîé 
ãîðèçîíòàëüíîé îïîðíîé ïîâåðõíîñòè, â ñâÿçè 
ñ ÷åì ñèñòåìà ïîäðåññîðèâàíèÿ òðàíñïîðòíîãî 
ñðåäñòâà íå ìîäåëèðóåòñÿ.

Êîëåñà òÿãà÷à è ïðèöåïíîãî çâåíà òàêæå 
ïðåäñòàâëåíû òâåðäûìè òåëàìè è ñâÿçàíû 
ñ ïîâîðîòíûìè êóëàêàìè ïðè ïîìîùè âðàùà-
òåëüíûõ øàðíèðîâ Revolute Joint, îáåñïå÷èâà-
þùèõ âîçìîæíîñòü èõ ïîâîðîòà îòíîñèòåëü-
íî îñåé âðàùåíèÿ. Òÿãà÷ ñâÿçàí ñ ïðèöåïíûì 
çâåíîì ÷åðåç ñåäåëüíî-ñöåïíîå óñòðîéñòâî, êî-
òîðîå â ðàçðàáàòûâàåìîé ìîäåëè ïðåäñòàâëåíî 
â âèäå ñôåðè÷åñêîãî øàðíèðà Spherical Joint, 
èìåþùåãî òðè âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû. 

Ðàçðàáîòàííàÿ èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ïî-
çâîëÿåò èññëåäîâàòü äâèæåíèå àâòîïîåçäà 
â ïðîñòðàíñòâå ñ ó÷åòîì êèíåìàòèêè ïîâîðî-
òà êîëåñ, à òàêæå âçàèìíîãî âëèÿíèÿ òÿãà÷à 
è ïðèöåïà â ïðîöåññå äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì 
äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ ïî îöåíêå ïîâîðîòëèâîñòè òðàíñïîðòíîãî 
ñðåäñòâà ìîäåëü äîïîëíåíà áëîêîì ðóëåâî-
ãî óïðàâëåíèÿ, ñîãëàñóþùèì óãëû ïîâîðîòà 
óïðàâëÿåìûõ êîëåñ ñ çàäàþùèì âîçäåéñòâèåì.



Ãîðåëîâ Â.À., Åâñååâ Ê.Á., ×óäàêîâ Î.È., Áàëêîâñêèé Ê.Ñ. 
Îöåíêà ïîêàçàòåëåé êðèâîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ àâòîïîåçäà 

ñ ïîìîùüþ èìèòàöèîííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
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Ðóëåâîå óïðàâëåíèå
Êðèâèçíà òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ çàäàåòñÿ 

âîäèòåëåì òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà ñ ïîìî-
ùüþ ðóëåâîãî êîëåñà. Âçàèìîñâÿçü ìåæäó çà-
äàâàåìîé êðèâèçíîé òðàåêòîðèè k

â
 è óãëàìè 

ïîâîðîòà óïðàâëÿåìûõ êîëåñ îïèñûâàåòñÿ 
ïðè ïîìîùè ãåîìåòðèè «Àêêåðìàíà» [17]. 

Òàê, ïðè òðàäèöèîííîé ñõåìå ðóëåâîãî 
óïðàâëåíèÿ (ðèñ. 5) óðàâíåíèå ñâÿçè òåîðåòè-
÷åñêîé êðèâèçíû òðàåêòîðèè k

â
 è óãëà ïîâîðî-

òà i-ãî êîëåñà â îáùåì âèäå èìååò âèä: 

 

 

  
 

 

  

 

atan

atan ,
1

k i k n p
k i

k i

k i k n p

k i

x x X
R y

x x X k
y k

  
    

  
 




  

òðåá

êèí

â

â

 (25)

ãäå  k iòðåá  – òðåáóåìûé óãîë ïîâîðîòà i -ãî 
êîëåñà;  k ix  – ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà i -ãî  
êîëåñà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ìàøèíû; 

 k nx  – ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà ïîñëåäíåãî 
êîëåñà (ïîñëåäíåé îñè) îòíîñèòåëüíî öåíòðà 

Ðèñ. 4. Ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðôåéñ ìîäåëè, âûïîëíåííîé â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå  
àâòîìàòèçèðîâàííîãî àíàëèçà äèíàìèêè ñèñòåì òâåðäûõ òåë

Fig. 4. User interface of the model made in the software for automated analysis 
of the dynamics of rigid body systems

Ðèñ. 5. Ñõåìà ïîâîðîòà ñîãëàñíî ãåîìåòðèè 
«Àêêåðìàíà»

Fig. 5. Turning scheme a ccording 
to the Ackermann steering geometry
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ìàññ ìàøèíû; X
p
 – êîîðäèíàòà ïîëþñà ïîâî-

ðîòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåé 
îñè ìàøèíû; Rêèí  – êèíåìàòè÷åñêèé ðàäèóñ 
ïîâîðîòà òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà ( 1/R kêèí â );

 k iy  – ïîïåðå÷íàÿ êîîðäèíàòà i -ãî êîëåñà îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ìàøèíû.

Â çàâèñèìîñòè îò ôîðìóëû ðóëåâîãî óïðàâ-
ëåíèÿ ÷àñòü îñåé ìîæåò ÿâëÿòüñÿ íåïîâîðîò-
íûìè, â ýòîì ñëó÷àå óãëû ïîâîðîòà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîëåñ  k iòðåá  ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè 
íóëþ. 

Äëÿ îöåíêè íàãðóæåííîñòè ýëåìåíòîâ ðó-
ëåâîãî ïðèâîäà óïðàâëåíèå ïîâîðîòîì êîëåñ 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñèëîâûì ìåòîäîì. Ñèñòåìà 
óïðàâëåíèé ïîñòðîåíà íà îñíîâå ïðîïîðöè-
îíàëüíî-èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî 
(ÏÈÄ) ðåãóëÿòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàòíîé 
ñâÿçè ïî óãëó ïîâîðîòà êîëåñà. Îøèáêà ðåãó-
ëèðîâàíèÿ e  îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíèöà ìåæäó 
òðåáóåìûì óãëîì ïîâîðîòà êîëåñà è òåêóùèì, 
êîòîðûé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ðåàëèçîâàí 
â èìèòàöèîííîé ìîäåëè:

 ,k ke    òðåá  (26)

ãäå k
òðåá  – òðåáóåìûé óãîë ïîâîðîòà êîëåñà; 

k  – òåêóùèé óãîë ïîâîðîòà êîëåñà.
Âåëè÷èíà ïàðàìåòðà óïðàâëåíèÿ ïðè-

âîäà ìåõàíèçìà ïîâîðîòà êîëåñà, íåîáõî-
äèìàÿ äëÿ ðåàëèçàöèè  k iòðåá , îïðåäåëÿåòñÿ 
ïðè ïîìîùè ÏÈÄ ðåãóëÿòîðà:

 
      ,p i d

de t
h k e t k e t dt k

dt


       ìåõ  (27)

ãäå hìåõ  – ïàðàìåòð óïðàâëåíèÿ ïðèâîäà ìåõà-
íèçìà ïîâîðîòà; , , p i dk k k    – ïðîïîðöèîíàëü-
íûé, èíòåãðàëüíûé è äèôôåðåíöèàëüíûé êî-
ýôôèöèåíòû ÏÈÄ ðåãóëÿòîðà.

Ïîëó÷åííûé ïàðà ìåòð óïðàâëåíèÿ ïðèâîäà 
ìåõàíèçìà ïîâîðîòà ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü 
ðåãóëèðîâàíèå êðóòÿùåãî ìîìåíòà (íàïðèìåð, 
â äîëÿõ îò çàäàííîé ìàêñèìàëüíîé âåëè÷è-
íû), îáåñïå÷èâàþùåãî âðàùåíèå ïîâîðîòíîãî 
êóëàêà íà çàäàííûé óãîë, à òàêæå óäåðæàíèå 
åãî â çàäàííîì ïîëîæåíèè. 

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ âûáðàí àâòî-

ïîåçä ïîëíîé ìàññîé 110 òîíí, ãåîìåòðè÷åñêèå 
ïàðàìåòðû êîòîðîãî ïðèâåäåíû íà ðèñ. 66.

Â êà÷åñòâå îöåíî÷íîãî ïàðàìåòðà ïîâîðîò-
ëèâîñòè àâòîïîåçäà âûáðàíà ïîòðåáíàÿ øèðèíà 
êîðèäîðà ïî ñëåäàì íàðóæíåãî (çàáåãàþùåãî) 
è âíóòðåííåãî (îòñòàþùåãî) êîëåñ. Äëÿ ïðîâå-
äåíèÿ ñðàâíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé âèðòóàëü-
íûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ äâóõ âàðè-
àíòîâ ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ àâòîïîåçäà:

– êîëåñà ïðèöåïà íåïîâîðîòíûå (ôîðìóëà 
ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ 1-2-0-4 – 0-0-0-0-0);

– âñå êîëåñà ïðèöåïà ïîâîðîòíûå (óïðàâëÿ-
åìûå, ôîðìóëà ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ 1-2-0-4 – 
1-2-3-4-5).

Ïîëþñ ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ òÿãà÷à ðàñïîëî-
æåí â öåíòðå òðåòüåé îñè. Ðàñïîëîæåíèå ïîëþñà 
ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ ïðèöåïà ïîëó÷åíî ïóòåì 
ìíîãîêðàòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ 
ñ ïðèìåíåíèåì ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî åãî ðàöèîíàëüíîå ðàñïîëîæåíèå íà-
õîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà 7,5 ì îò öåíòðà 
ñåäåëüíî-ñöåïíîãî óñòðîéñòâà.

Ïîëó÷åííàÿ â õîäå âèðòóàëüíûõ èñïûòà-
íèé çàâèñèìîñòü ïîòðåáíîé øèðèíû êîðèäîðà 
îò ðàäèóñà ïîâîðîòà àâòîïîåçäà â ñëó÷àå ïîâî-
ðîòíûõ è íåïîâîðîòíûõ êîëåñ ïðèöåïà ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñ. 7. 

Ðèñ. 6. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ

Fig. 6. Geometric parameters of the research  object
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Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñ÷èòàëîñü, ÷òî òðàíñ-
ïîðòíîå ñðåäñòâî äâèæåòñÿ ïî îïîðíîé ïî-
âåðõíîñòè «ãðóíòîâàÿ äîðîãà» (êîýôôèöèåíò 
ñîïðîòèâëåíèÿ êà÷åíèþ − 0,03, ìàêñèìàëü-
íûé êîýôôèöèåíò âçàèìîäåéñòâèÿ äâèæèòå-
ëÿ ñ îïîðíîé ïîâåðõíîñòüþ − 0,5 [18]). Ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ ïîääåðæèâàëàñü ïîñòîÿííîé 
íà óðîâíå 5 êì/÷.

Â òàáëèöàõ 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû 
ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðÿäà ðàñ÷åòíûõ òåîðåòè÷å-
ñêèõ ðàäèóñîâ ïîâîðîòà.

Èç ïîëó÷åííûõ äàííûõ âèäíî, ÷òî ïðè-
ìåíåíèå ïðèöåïà, îñíàùåííîãî âñåìè ïîâî-
ðîòíûìè êîëåñàìè, ïîçâîëèò ñóùåñòâåííî 
óìåíüøèòü ïîòðåáíóþ øèðèíó êîðèäîðà 
äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïîâîðîòà ìàëîãî ðàäèóñà 
(äî äâóõ ðàç). Ïðè ýòîì çàäàâàåìûé ðàäèóñ 
ïîâîðîòà (òåîðåòè÷åñêèé) â ñëó÷àå ïðèöåïà 
ñ óïðàâëÿåìûìè êîëåñàìè áëèçîê ê ôàêòè-
÷åñêîìó, ÷òî ãîâîðèò î ìåíüøåì ñêîëüæåíèè 
êîëåñ, à çíà÷èò ìåíüøèõ ïîòåðÿõ ýíåðãèè 
íà äâèæåíèå.

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü òðåáóåìîé øèðèíû êîðèäîðà îò ðàäèóñà ïîâîðîòà 

Fig. 7. Dependence of the requir ed width of the corridor on the turning radius

Òàáëèöà 1  

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ àâòîïîåçäà ñ íåïîâîðîòíûìè êîëåñàìè ïðèöåïà
Table 1. Simulation  results of a road train with non-swivel trailer wheels

Ðàäèóñ ïîâîðîòà 
(òåîðåòè÷å-

ñêèé), ì

Ðàäèóñ ïîâîðîòà 
òÿãà÷à (ôàêòè÷å-

ñêèé), ì

Ðàäèóñ ïîâîðîòà 
ïðèöåïà (ôàêòè-

÷ åñêèé), ì

Ðàäèóñ òðàåêòî-
ðèè äâèæåíèÿ 
çàáåãàþùåãî 

êîëåñà, ì

Ðàäèóñ òðàåêòî-
ðèè äâèæåíèÿ 
îòñòàþùåãî 

êîëåñà, ì

Ïîòðåáíàÿ 
øèðèíà êîðèäî-
ðà (ïî êîëåñàì), 

ì
25 21,6 16,38 23,23 15,08 8,15
30 25,09 20,96 26,64 19,66 6,98
40 32,42 29,36 33,9 28,05 5,85
50 40,65 38,27 42,11 36,95 5,16
80 65,05 63,59 66,47 62,26 4,21

Òàáëèöà 2

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ àâòîïîåçäà ñ ïîâîðîòíûìè êîëåñàìè ïðèöåïà
Table 2. Simulation r esults of a road train with swivel trailer wheels

Ðàäèóñ ïîâîðîòà 
(òåîðåòè÷å-

ñêèé), ì

Ðàäèóñ ïîâîðîòà 
òÿãà÷à (ôàêòè÷å-

ñêèé), ì

Ðàäèóñ ïîâîðîòà 
ïðè öåïà (ôàêòè-

÷åñêèé), ì

Ðàäèóñ òðàåêòî-
ðèè äâèæåíèÿ 
çàáåãàþùåãî 

êîëåñà, ì

Ðàäèóñ òðàåêòî-
ðèè äâèæåíèÿ 
îòñòàþùåãî 

êîëåñà, ì

Ïîòðåáíàÿ 
øèðèíà êîðèäî-
ðà (ïî êîëåñàì), 

ì
25 25,44 24,27 27,32 23,03 4,29
30 30,53 29,6 32,33 28,34 3,99
40 40,7 40,02 42,4 38,73 3,67
50 50,88 50,33 52,51 49,04 3,48
80 81,4 81,06 82,94 79,75 3,19
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Ñëåäóþùèì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ïî-
òðåáíîé ìîùíîñòè ïðèâîäà äëÿ îáåñïå÷åíèÿ 
ïîâîðîòà êîëåñ ïðèöåïíîãî çâåíà. Äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè 
âûáðàíû íàèáîëåå òÿæåëûå óñëîâèÿ ðàáîòû 
ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ – ðåçêèé ïîâîðîò ðóëÿ 
ïðè ñòîÿíêå ìàøèíû íà îïîðíîé ïîâåðõíîñòè 
ñ âûñîêèìè ñöåïíûìè ñâîéñòâàìè. Èñõîäíûå 
äàííûå äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 3.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû 
â òàáëèöå 4 è íà ðèñ. 8–10. Îöåíêà ïîòðåáíîãî 

êðóòÿùåãî ìîìåíòà è ìîùíîñòè ïðîâîäèëàñü 
äëÿ íàèáîëåå íàãðóæåííîé îñè ïðèöåïíîãî 
çâåíà – ïîñëåäíåé. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ 
ïîçâîëÿþò âûáðàòü ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü 
ïðèâîäà ïîâîðîòà êîëåñà íà óðîâíå 6,2 êÂò, 
òî åñòü äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïÿòèîñíîãî ïðè-
öåïíîãî çâåíà ñóììàðíàÿ ïîòðåáíàÿ ìîùíîñòü 
ðóëåâîãî ïðèâîäà ñîñòàâèò 62 êÂò. 

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò ñôîð-
ìèðîâàòü òðåáîâàíèÿ ê ïðèâîäó ïîâîðîòà 
êîëåñ ïðèöåïíîãî çâåíà. Â äàííîì ñëó÷àå èñ-
ñëåäîâàëèñü íàèáîëåå ïðîñòûå ñëó÷àè, êîãäà 

Ðèñ. 8. Çàäàííîå èçìåíåíèå óãëà ïîâîðîòà êîëåñ ïîñëåäíåé îñè ïðèöåïíîãî çâåíà

Fig. 8. The specified  change in the angle of rotation of the wheels of the last axle of the trailer link

Òàáëèöà 3

Èñõîäíûå äàííûå äëÿ îöåíêè ïîòðåáíîé ìîùíîñòè ïðèâîäà ïîâîðîòà êîëåñ
Table 3. Initial d ata for assessing the required power of the wheel steering drive

 Ïàðàìåòð Çíà÷åíèå
Ìàêñèìàëüíûé óãîë ïîâîðîòà ðóëåâîãî êîëåñà, ãðàä ±360
Ìàêñèìàëüíûé óãîë ïîâîðîòà êîëåñà, ãðàä 27
Ñêîðîñòü ïîâîðîòà ðóëÿ, ðàä/ñ 7
Âðåìÿ ïîâîðîòà ðóëÿ, ñ 0,898
Ìàêñèìàëüíûé êîýôôèöèåíò âçàèìîäåéñòâèÿ äâèæèòåëÿ ñ ãðóíòîì 0,7

Òàáëèöà 4

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íàãðóæåííîñòè  ïðèâîäà ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ 
Table 4. Simulation results of the steering drive load

 Ïàðàìåòð Çíà÷åíèå
Ìàêñèìàëüíûé êðóòÿùèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïÿòíà êîíòàêòà, Íì 10800
Ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîâîðîòà êîëåñà, êÂò 6,2
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Ðèñ. 9. Âðàùàþùèé ìîìåíò, ïðèëîæåííûé ê êîëåñàì äëÿ ïîâîðîòà

Fig. 9. The torque applied to the wheels for turning

Ðèñ. 10. Ìîùíîñòü ïðèâîäà íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîâîðîòà êîëåñ

Fig. 10. Drive power required to turn the  wheels

âñå êîëåñà ëèáî óïðàâëÿåìûå, ëèáî íåóïðàâëÿ-
åìûå, à ïîëîæåíèå ïîëþñà ïîâîðîòà ôèêñèðî-
âàíî. Î÷åâèäíî, ÷òî îïèñàííûé â ñòàòüå ïîäõîä 
ñïðàâåäëèâ è äëÿ èññëåäîâàíèÿ áîëåå ñëîæíûõ 
àëãîðèòìîâ ïîâîðîòà êîëåñ àâòîïîåçäà, íà-
ïðèìåð, ñ ïåðåìåííûì ïîëîæåíèåì ïîëþñà 
ïîâîðîòà [19], îòêëþ÷åíèåì ïðèâîäà ïîâîðîòà 
íåêîòîðûõ êîëåñ è ò.ä. Ïîäîáíûå àëãîðèòìû 
íàèáîëåå ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ ïðè îðãàíèçàöèè 

âñåêîëåñíîãî ïðèâîäà ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ. 
Â ñëó÷àå, åñëè òàêîé ïîäõîä ê ïîâîðîòó êîëåñ 
îðãàíèçîâàí ñ ïîìîùüþ ýëåêòðè÷åñêèõ ìàøèí, 
òî ïîëó÷åííûé âûøå óðîâåíü ìîùíîñòè ïðè-
âîäà ìîæíî ñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùèì êðà-
òêîâðåìåííîìó ðåæèìó ðàáîòû. Îïðåäåëåíèå 
äëèòåëüíûõ ðåæèìîâ ðàáîòû ñèñòåìû ÿâëÿåò-
ñÿ çàäà÷åé îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ è òðåáóåò 
àíàëèçà óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè ìàøèíû.



13Izvestiya MGTU «MAMI», ¹ 4(46), 2020

Gorelov V.A., Yevseyev K.B., Chudakov O.I., Balkovskiy K.S.
Evaluation of indicators of curvilinear movement 
of a road train using mathematical simulation

Âûâîäû
Íà îñíîâàíèè èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñäåëàòü 

çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîìïüþòåð-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìè-
êè ñèñòåì òâåðäûõ òåë ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì 
ñðåäñòâîì äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîâîðîòëèâî-
ñòè àâòîïîåçäîâ, à òàêæå ôîðìèðîâàíèÿ òðåáî-
âàíèé ê ïðèâîäó ïîâîðîòà óïðàâëÿåìûõ êîëåñ.

Èññëåäîâàíèå ïîçâîëèëî îöåíèòü ïðåèìóùå-
ñòâà ïðèìåíåíèÿ âñåêîëåñíîãî ðóëåâîãî óïðàâëå-
íèÿ íà ïðèöåïíîì çâåíå, ïîëó÷èòü ðàöèîíàëüíîå 
ïîëîæåíèå ïîëþñà ðóëåâîãî óïðàâëåíèÿ, îïðåäå-
ëèòü ïîòðåáíóþ øèðèíó êîðèäîðà ïðè ðàçëè÷-
íûõ ðàäèóñàõ ïîâîðîòà, à òàêæå ñôîðìèðîâàòü 
òðåáîâàíèÿ ê ïðèâîäó ïîâîðîòà êîëåñ. 

Êðîìå òîãî, â õîäå èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòà-
íà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè àâòîïîåç-
äà, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâîäèòü øèðîêèé êðóã èñ-
ñëåäîâàíèé ïî îöåíêå ïîäâèæíîñòè êîëåñíûõ 
ìàøèí ðàçëè÷íîé êîíôèãóðàöèè.
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Introduction: a widespread approach to the transportation of large-sized and heavy-weight indivisible 
cargo on roads and terrain is the use of multi-axle wheeled transport complexes, which are road trains. 
At the same time, due to the significant overall dimensions, one of the most important properties of such 
machines is agility, that is, the ability to move along a trajectory of large curvature in a limited area, which 
is especially important in loading/unloading zones.
Subject of research: the article presents an approach to predicting the indicators of curvilinear move-
ment of multi-axle wheeled road trains, based on the application of the method of mathematical mode-
ling of the dynamics of body systems.
Methodology and methods: the essence of the method is to create a mathematical model of the move-
ment of a road train, represented by a system of rigid bodies, which are interconnected by kinematic and 
power connections. The simulation model developed within the framework of the study makes it possible 
to take into account with high accuracy the peculiarities of the interaction of the wheel propeller with 
the supporting surface, the redistribution of normal reactions between the support modules, as well as 
the force factors arising in the coupling device and ensuring the interaction between the tractive vehicle 
and the trailer link. The mathematical description of the interaction of the propeller with the ground is 
based on the concept of “friction ellipse”. Using the presented model, an assessment of the turnability 
of a wheeled road train equipped with a trailed link with swivel and non-swivel wheels was carried out. 
The required width along the tracks of the outer (running in) and inner (lagging) wheels was used as 
an assessment criterion. To assess the feasibility of using a trailed link with fully steered wheels and, 
accordingly, complicating the design of the machine, an additional assessment of the required power of 
the steering drive was carried out.
Results and scientific novelty: a mathematical model of the dynamics of a road train was developed. It 
makes possible to predict with high accuracy the indicators of curvilinear movement of wheeled vehicles, 
as well as to estimate the required power of the steering drive.
Practical significance: a mathematical model of road train movement was developed, which allows a 
wide range of tests to be carried out to assess not only the indicators of curved-linear movement, but 
also the mobility of wheeled vehicles of any configuration as a whole.

Keywords: wheeled vehicle, road train, mathematical model of dynamics, steering system, turnability.
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