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Ìîäåëèðîâàíèå êîëåñíûõ ìàøèí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ è ïðàêòè-
÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàììíûõ ñèñòåì, îñíîâàííûõ íà ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ñèñòåì òåë. 
Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè ðàññìîòðåíà ìåòîäèêà àíàëèçà àâòîìîáèëüíîé øèíû ìåòîäîì êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ íàãðóæåíèÿ ñ öåëüþ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ åå óïðîùåí-
íûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîçäàíà óòî÷íåííàÿ ìîäåëü 
øèíû, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ñëîæíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé øèíû, èõ ñâîéñòâà 
ìàòåðèàëîâ, à òàêæå êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå øèíû ñ îïîðîé. Àïðîáèðîâàíà ðàáîòîñïîñîá-
íîñòü ýòîé ìîäåëè, êàê ïðè âûïîëíåíèè ñòàòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî 
ñîñòîÿíèÿ øèíû îò äåéñòâèÿ âíåøíåé íàãðóçêè, òàê è ïðè ðåøåíèè îáîáùåííîé ïðîáëåìû ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîäòâåðæäåíî áîëüøîå âëèÿíèå íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ôîðìû êîëåáàíèé 
øèíû âíåøíåé íàãðóçêè. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé ðàññìîòðåííîé ìåòîäèêè êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ øèíû ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óòî÷íåííûõ ðàñ÷åòîâ äèíàìèêè êîëåñíûõ 
ìàøèí â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå «Óíèâåðñàëüíûé ìåõàíèçì». Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ 
äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé øèíû, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè âíå-
äîðîæíûõ êîëåñíûõ ìàøèí â òîì ÷èñëå ìîäåëü íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ è ìîäåëü 
íà îñíîâå ìåòîäà ñâÿçàííûõ ïîäñòðóêòóð. Ìîäåëü íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ ýëåìåíòîâ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî àáñîëþòíî òâåðäûõ òåë-÷àñòèö, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé 
è äèñêîì êîëåñà íàáîðîì óïðóãî-äèññèïàòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Êàæäàÿ ÷àñòèöà òàêîé ìîäåëè èìååò 
òðè ëèíåéíûå ñòåïåíè ñâîáîäû îòíîñèòåëüíî äèñêà êîëåñà. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óòî÷íåííîé êî-
íå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè øèíû íåîáõîäèìû äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìàññîâûõ è óïðóãî-äèññèïàòèâ-
íûõ ñâîéñòâ ýòîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè øèíû. Â ìîäåëè íà îñíîâå ìåòîëà ñâÿçàííûõ ïîäñòðóêòóð 
óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ øèíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû äîïóñòèìûõ ôîðì óïðóãîãî òåëà. Â êà-
÷åñòâå äîïóñòèìûõ ôîðì óïðóãîãî òåëà èñïîëüçóþòñÿ ñòàòè÷åñêèå è ñîáñòâåííûå ôîðìû êîëåáà-
íèé, ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì óòî÷íåííîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè øèíû.
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Ââåäåíèå
Ìîäåëèðîâàíèå êîëåñíûõ ìàøèí ÿâëÿåò-

ñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ 
è ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàììíûõ 
ñèñòåì, îñíîâàííûõ íà ìîäåëèðîâàíèè äèíà-
ìèêè ñèñòåì òåë. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå 
â äàííîé îáëàñòè ïîëó÷èëè çàðóáåæíûå ïðî-
ãðàììíûå êîìïëåêñû MSC.ADAMS/Car [1] 
è SimPack/Automotive [2], à òàêæå ðîññèéñêèå 
ðàçðàáîòêè ÝÉËÅÐ [3], ÔÐÓÍÄ [4] è ðàçðà-
áàòûâàåìûé àâòîðîì ðàáîòû Óíèâåðñàëüíûé 
ìåõàíèçì/UM Automotive (ÏÊ ÓÌ) [5]. Áèáëè-
îãðàôèÿ ïî äàííîìó íàïðàâëåíèþ íàñ÷èòûâàåò 
áîëüøîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé [6-10].

Îñîáåííîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè êîëåñ-
íûõ ìàøèí, ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè òðàíñïîðò-
íûìè ñðåäñòâàìè, ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ 
ðàññ÷èòûâàòü ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ øèíû ñ äî-

ðîãîé. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ìîäåëè øèí 
ÿâëÿþòñÿ ëèáî áåçûíåðöèîííûìè, ëèáî èìåþò 
íåáîëüøîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû [7–9, 11].

Îäíà èç íàèáîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé øèíû 
FTire ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, 
ïðèìåíÿåìàÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè êî-
ëåñíûõ ìàøèí, ðàçðàáîòàíà íåìåöêèì ó÷åíûì 
Ì. Ãèïñåðîì [12]. Ìîäåëü FTire ïðåäñòàâëÿåò 
øèíó ñèñòåìîé àáñîëþòíî òâåðäûõ òåë, ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè 
øèíû è ñâÿçàííûõ óïðóãî-äèññèïàòèâíûìè 
ñèëîâûìè ýëåìåíòàìè. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå 
÷èñëî ïóáëèêàöèé ïî òåìå âçàèìîäåéñòâèÿ 
øèíû ñ äîðîãîé, ðàçâèòèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ 
äëÿ âíåäîðîæíûõ ìàøèí ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòó-
àëüíûì êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòðîåíèÿ óòî÷-
íåííûõ ìíîãîìàññîâûõ ìîäåëåé øèíû, ó÷è-
òûâàþùèõ ïðîñàäêó ãðóíòîâ è îáðàçîâàíèÿ 
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êîëåè, òàê è ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ áûñòðîäåé-
ñòâèÿ ðàñ÷åòîâ â ñëó÷àå ìîäåëåé øèíû ñ áîëü-
øèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà 
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè øèíû, êîòîðàÿ ïîçâî-
ëèò ìîäåëèðîâàòü äèíàìèêó äâèæåíèÿ êîëåñ-
íûõ ìàøèí ïî ãðóíòó ñ îñàäêîé. 

Ìåòîäû è ñðåäñòâà 
ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé
Â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè ðàññìîòðåíà ìå-

òîäèêà àíàëèçà àâòîìîáèëüíîé øèíû ìåòîäîì 
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ íà-
ãðóæåíèÿ ñ öåëüþ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ 
åå óïðîùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è êîíñòðóêöèÿ øèíû
Àâòîìîáèëüíàÿ øèíà èìååò ñëîæíóþ êîí-

ñòðóêöèþ. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà òèïè÷íàÿ øèíà 
ãðóçîâîãî àâòîìîáèëÿ. Â îñíîâàíèè øèíû 
ëåæèò ðåçèíîòêàíåâûé êîðäíûé ñëîé, êîòî-
ðûé îõâàòûâàåò âñþ øèíó è çàâîðà÷èâàåòñÿ 
âîêðóã áîðòîâûõ êîëåö. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ æåñò-
êîñòè ÷àñòè øèíû, êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî 
êîíòàêòèðóåò ñ äîðîæíûì ïîêðûòèåì, ñâåðõó 
íà êàðêàñ íàêëàäûâàåòñÿ áðåêåð, ñîñòîÿùèé 
èç íåñêîëüêèõ ñëîåâ êîðäà. Âíóòðåííÿÿ ÷àñòü 
øèíû çàùèùàåòñÿ îò âîçäåéñòâèÿ âíåøíåé 
ñðåäû ñïåöèàëüíûìè ñëîÿìè (ïðîòåêòîð è áî-
êîâèíà), âûïîëíåííûìè èç ðåçèíû.

 Î÷åâèäíî, ÷òî ñîçäàíèå ìîäåëè øèíû, ïîä-
ðîáíî ó÷èòûâàþùåé îñîáåííîñòè åå êîíñòðóê-
öèè, äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ðàñ÷åòàõ äèíàìèêè 
âíåäîðîæíûõ êîëåñíûõ ìàøèí â íàñòîÿùåå 
âðåìÿ âðÿä ëè âîçìîæíî. Ïîýòîìó â ðàñ÷åòàõ 
äèíàìèêè àâòîìîáèëåé êàê ïðàâèëî ïðèìå-
íÿþòñÿ óïðîùåííûå äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè. 
Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè 
ïàðàìåòðîâ óïðîùåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé øèí. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ðàçðà-
áîòàíà ìåòîäèêà ñîçäàíèÿ óòî÷íåííîé êîíå÷-
íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè øèíû â ïðîãðàììíîì 
êîìïëåêñå Femap with NX Nastran [13]. 

Äàííàÿ ìåòîäèêà àïðîáèðîâàíà ïðè âûïîë-
íåíèè ñëåäóþùèõ ðàñ÷åòîâ:

1. Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ øèíû è ïÿòíà êîíòàêòà øèíû 
ñ îïîðîé ïðè ñëåäóþùèõ âàðèàíòàõ íàãðóçîê:

1.1. Âíóòðåííåå äàâëåíèå.
1.2. Âíóòðåííåå äàâëåíèå è âåðòèêàëüíàÿ 

íàãðóçêà.
2. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì 

êîëåáàíèé øèíû.

Ìåòîäèêà ñîçäàíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé 
ìîäåëè øèíû
Ïðîòåêòîð, áîêîâèíà è íàïîëíèòåëüíûå 

øíóðû øèíû èçãîòîâëåíû èç ðåçèí ñ ðàçëè÷-
íûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ðåçèíà – ýòî 
ãèïåðóïðóãèé ìàòåðèàë, ñïîñîáíûé ïðåòåðïå-
âàòü áîëüøèå äåôîðìàöèè, à ïîñëå ñíÿòèÿ íà-
ãðóçêè âîçâðàùàòüñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå.

×àñòè øèíû, èçãîòîâëåííûå èç ðåçèíû, 
ìîäåëèðîâàëèñü îáúåìíûìè êîíå÷íûìè 
ýëåìåíòàìè ñ ãèïåðóïðóãèìè ñâîéñòâàìè. 
Äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèà-
ëîâ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìîäåëè: Íåî-Ãóêà 
(Neo-Hooken), Ìóíè-Ðèâëèíà (Moony-Rivlin), 
Îãäåíà (Ogden), Àððóäà – Áîéñà (Arruda-Boyce) 
è äð. Öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü èñïîëüçóåìóþ 
â ðàñ÷åòàõ ìîäåëü ãèïåðóïðóãîãî ìàòåðèàëà 
íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé 
ìàòåðèàëîâ øèíû. Íåêîòîðûå ðåêîìåíäàöèè 
ïî èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ðàçëè÷íûõ ìî-
äåëåé ãèïåðóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïðèâåäåíû 
â [14]. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî öåëü äàííîé ðàáîòû 
ñîñòîèò íå ñòîëüêî â èññëåäîâàíèè íàïðÿæåí-
íî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëåí-
íîé êîíñòðóêöèè øèíû, à â ðàçðàáîòêå ìåòî-
äèêè åå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, 

Ðèñ. 1. Êîíñòðóêöèÿ àâòîìîáèëüíîé øèíû: 
1 – ïðîåêòîð; 2 – áðåêåð; 3 – áîêîâèíà; 4 – êàðêàñ; 
5 – áîðòîâîå êîëüöî № 1; 6 – áîðòîâîå êîëüöî № 2; 
7 – íàïîëíèòåëüíûé øíóð № 1; 8 – íàïîëíèòåëüíûé 

øíóð № 2; 9 – óñèëèòåëüíàÿ áîðòîâàÿ ëåíòà; 
10 – ãåðìåòèçèðóþùèé ñëîé



67Izvestiya MGTU «MAMI», ¹ 3(45), 2020

Tomashevskiy S.B.
Simulation of vehicle tires based on the finite element method

äàëåå ðàññìîòðèì îäíó èç íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûõ ìîäåëåé – ìîäåëü Ìóíè-Ðèâëèíà.

Ôóíêöèîíàë óïðóãîé ýíåðãèè (óïðóãèé ïî-
òåíöèàë) â ýòîé ìîäåëè èìååò âèä:
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,  − êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.

Èçâåñòíî, ÷òî äâóõïàðìåòðè÷åñàÿ ìîäåëü 
Ìóíè-Ðèâëèíà õîðîøî îïèñûâàåò äåôîð-
ìàöèè ðàñòÿæåíèÿ â äèàïàçîíå 90−100 %, 
íî äîñòàòî÷íî ïëîõî – ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà 
ïðè ñæàòèè. Ñîãëàñíî [15] äëÿ îïèñàíèÿ ãèïå-
ðóïðóãèõ ñâîéñòâ ÷àñòåé øèíû, èçãîòîâëåí-
íûõ èç ðåçèíû, ïðèíÿòî ðåøåíèå îãðàíè÷èòüñÿ 
èñïîëüçîâàíèåì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè 
Ìóíè-Ðèâëèíà.

Øèíà, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 1, èìååò äâà 
áîðòîâûõ êîëüöà. Êàæäîå áîðòîâîå êîëüöî ñî-
ñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñòàëüíûõ ïðîâîëîê êðó-
ãëîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Âîêðóã ïðîâîëîê 
íàõîäèòñÿ ðåçèíà. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåðèàë 
áîðòîâîãî êîëüöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõ-
ôàçíûé êîìïîçèò (ðèñ. 2) ñ ìàòðèöåé – ðåçèíîé 
è âîëîêíàìè – ñòàëüíûìè ïðîâîëîêàìè.

Ðèñ. 2. Äâóõôàçíûé êîìïîçèò

Â [16] ïðèâåäåíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ýôôåê-
òèâíûõ óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ êîìïîçèòà, àð-
ìèðîâàííîãî íåïðåðûâíûìè ïðîäîëüíûìè 
âîëîêíàìè. Ñîãëàñíî ýòîé ìåòîäèêå ïðîäîëü-
íûé ìîäóëü óïðóãîñòè êîìïîçèòà E

L
 è êîýô-

ôèöèåíò Ïóàññîíà â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé ïëîñêîñòè èçîòðîïèè, ν

LT
 îïðåäåëÿåòñÿ 

íà îñíîâå íà îñíîâå óðàâíåíèÿ ïðàâèëà ñìåñåé:

c f f m mP P V P V  ,
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 − ýôôåêòèâíàÿ óïðóãàÿ ïîñòîÿííàÿ êîì-

ïîçèòà, P
f
 è P

m
 − óïðóãèå ïîñòîÿííûå âîëîêîí 

è ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî, à V
f
 è V

m
 − èõ îòíî-

ñèòåëüíûå îáúåìíûå äîëè â êîìïîçèòå.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîïåðå÷íûõ óïðóãèõ ïî-

ñòîÿííûõ ïðèìåíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Õàëïèíà-
Öàÿ (Halpin-Tsai):

1
1

f
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f

V
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V
 




,

ãäå f m

f m

P P
P P


 

 
,   − ýìïèðè÷åñêàÿ êîíñòàíòà.

Ê ñîæàëåíèþ, ïîäîáíûé ïîäõîä íåëüçÿ ïðè-
ìåíÿòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè áîðòîâûõ êîëåö 
øèíû, òàê êàê â îáùåïðèíÿòîé ìåòîäèêå ìà-
òðèöà – ýòî èçîòðîïíûé ìàòåðèàë, êîòîðûé 
îïèñûâàåòñÿ óïðóãèìè êîíñòàíòàìè, à â áîð-
òîâîì êîëüöå ìàòðèöà – ýòî ãèïåðóïðóãèé 
ìàòåðèàë, ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîãî óïðóãèìè 
êîíñòàíòàìè íå äîïóñêàåòñÿ. Â ìåòîäè÷åñêîé 
äîêóìåíòàöèè ê ïðîãðàììå Nastran â òàêèõ 
ñèòóàöèÿõ ðåêîìåíäóþò ïðîäîëüíûå óïðóãèå 
ïîñòîÿííûå ðàññ÷èòûâàòü íà îñíîâå óðàâíåíèÿ 
ñìåøåíèÿ, à ïîïåðå÷íûå ïîäáèðàòü îïûòíûì 
ïóòåì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ðàáîòîñïîñîáíîñòü 
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íà îñíîâå ýòèõ ðåêî-
ìåíäàöèé âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå áîðòî-
âûõ êîëåö îáúåìíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè 
ñ îðòîòðîïíûìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà.

Áðåêåð – ýòî ÷àñòü øèíû, êîòîðàÿ ñîñòî-
èò èç íåñêîëüêèõ ñëîåâ êîðäà, ðàñïîëîæåííûõ 
ïîä ðàçëè÷íûìè óãëàìè äðóã îòíîñèòåëüíî 
äðóãà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Îí óâåëè÷èâàåò 
ñîïðîòèâëåíèå øèíû ìåõàíè÷åñêèì ïîâðåæäå-
íèÿì ïðè íàåçäå øèíû íà íåðîâíîñòè äîðîãè. 
Â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè áðåêåð ìîäå-
ëèðîâàëñÿ ìíîãîñëîéíûìè êîíå÷íûìè ýëå-
ìåíòàìè Laminate. Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå 
NX Nastran ýòè êîíå÷íûå ýëåìåíòû ïîäîáíû 
êîíå÷íûì ýëåìåíòàì, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ 
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îáîëî÷åê, çà èñêëþ÷åíèåì 
òîãî, ÷òî ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ ñëîåâ (äî 90). 
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Ïðè ýòîì èìååòñÿ âîçìîæíîñòü íåçàâèñèìîãî 
çàäàíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà êàæäîãî ñëîÿ. Èñ-
ïîëüçîâàíèå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Laminate 
ïðè ìîäåëèðîâàíèè øèíû ïîçâîëÿåò ó÷åñòü 
òîëùèíó è óãîë ïîâîðîòà êàæäîãî ñëîÿ áðåêåðà.

Ðèñ. 3. Êîíñòðóêöèÿ áðåêåðà

Êàðêàñ øèíû ìîäåëèðîâàëñÿ áàëî÷íûìè 
êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè, ðàáîòàþùèìè íà ðàñ-
òÿæåíèå, ñæàòèå è èçãèá. ×àñòîòà ïðîâîëîê 
êàðêàñà â êîíñòðóêöèè øèíû íàìíîãî áîëüøå 
ãóñòîòû êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè â òàíãåí-
öèàëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì ïðîâîëîêè 
êàðêàñà ðàáîòàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ïî-
ýòîìó äëÿ áàëî÷íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âû÷èñ-
ëÿëèñü ïðèâåäåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñå÷åíèÿ, 
ó÷èòûâàþùèå êîëè÷åñòâî ïðîâîëîê, êîòîðîå 
ïðèõîäèòñÿ íà îäèí ñëîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé 
ìîäåëè â òàíãåíöèàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ñîçäàííàÿ òàêèì îáðàçîì êîíå÷íî-ýëåìåíò-
íàÿ ìîäåëü øèíû ïîêàçàíà íà ðèñ. 4. Ýòà ìîäåëü 
ó÷èòûâàåò íàëè÷èå äâóõ ïëîñêîñòåé ñèììå-
òðèè øèíû è ñîñòîèò èç 27541 óçëà è 29909 

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ê âíóòðåííåé ïîâåðõ-
íîñòè øèíû ïðèëîæåíî âíóòðåííåå äàâëåíèå. 
Äëÿ ïðèëîæåíèÿ âåðòèêàëüíîé íàãðóçêè èñ-
ïîëüçîâàí ñïåöèàëüíûé Rigid ýëåìåíò, êîòîðûé 
ñîçäàåò æåñòêóþ ñâÿçü ìåæäó óçëîì â òî÷êå 
ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè è óçëàìè â îáëàñòè êîí-
òàêòà øèíû è îáîäà êîëåñà. Îïîðà, íà êîòîðîé 
ðàñïîëîæåíà øèíà, ìîäåëèðîâàëàñü æåñòêèì 
íåäåôîðìèðóåìûì òåëîì. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè 
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ øèíû ñ îïîðîé êî-
ýôôèöèåíò òðåíèÿ ïðèíÿò ðàâíûì 0,6.

Àïðîáàöèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé 
ìîäåëè øèíû
Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-

íîãî ñîñòîÿíèÿ øèíû âûïîëíåíî ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäà Íüþòîíà-Ðàôñîíà (Newton-
Raphson). Íàãðóçêè ïðèêëàäûâàëèñü ê øèíå 
ïîñëåäîâàòåëüíî. Ñíà÷àëà âûïîëíÿëñÿ íàäóâ 
øèíû, à çàòåì ïðèêëàäûâàëàñü âåðòèêàëüíàÿ 
íàãðóçêà. Êàæäàÿ íàãðóçêà ïðèêëàäûâàëîñü 
çà 20 øàãîâ, ÷òî ïîçâîëèëî èññëåäîâàòü èñòî-
ðèþ íàãðóæåíèÿ øèíû. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî èç-
ìåíåíèå äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ øèíû 
ïðè íàäóâå. Äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå 
íà ýòîì ðèñóíêå â ìàñøòàáå ñîîòâåòñòâóåò ïîë-
íîìó ïåðåìåùåíèþ â óçëàõ êîíå÷íî-ýëåìåíò-
íîé ìîäåëè, à öâåòîâàÿ ðàñêðàñêà äåìîíñòðè-
ðóåò êîìïîíåíòó ïåðåìåùåíèÿ óçëîâ ìîäåëè 
ïî îñè X. Ïðè âíóòðåííåì äàâëåíèè 29,5 êÏà, 
÷òî ñîîòâåòñòâóåò 5 % îò ìàêñèìàëüíîãî äàâ-
ëåíèÿ â ýòîé øèíå, øèíà óâåëè÷èâàåòñÿ ïî îñè 
X íà 7,04 ìì, à ïî îñè Y íà 1,01 ìì (ðèñ. 5, à). 
Ïðè äàâëåíèè 295 êÏà øèíà äåôîðìèðóåò-
ñÿ ïî îñè X íà 16,5 ìì, à ïî îñè Y íà 2,41 ìì 
(ðèñ. 5, á). Ïðè ìàêñèìàëüíîì äàâëåíèè øèíà 
äåôîðìèðóåòñÿ ïî îñè X íà 21,1 ìì, à ïî îñè Y 
íà 3,24 ìì (ðèñ. 5, â).

Ïîñëå íàäóâà ê ìîäåëè ïðèêëàäûâàëàñü 
âåðòèêàëüíàÿ íàãðóçêà, ðàâíàÿ 7357,5 Í. Âå-
ëè÷èíà ýòîé ñèëû ó÷èòûâàåò òî, ÷òî êîíå÷íî-
ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åò-
âåðòóþ ÷àñòü èññëåäóåìîé øèíû. Íà ðèñ. 6 
ïîêàçàíî äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå øèíû, 
ó÷èòûâàþùåå âîçäåéñòâèå êàê âíóòðåííå-
ãî äàâëåíèÿ 590 êÏà, òàê è âåðòèêàëüíîé íà-
ãðóçêè. Òàê æå, êàê è íà ïðåäûäóùåì ðèñóíêå, 
äåýýôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â ìàñøòàáå ñî-
îòâåòñòâóåò ïîëíîìó ïåðåìåùåíèþ â óçëàõ 
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè, à öâåòîâàÿ ðàñ-
êðàñêà äåìîíñòðèðóåò êîìïîíåíòó ïåðåìåùå-
íèÿ óçëîâ ìîäåëè ïî îñè X. Â ñëó÷àå âåðòè-
êàëüíîé íàãðóçêè ïåðåìåùåíèÿ óçëîâ øèíû 

Ðèñ. 4. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü øèíû
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ïî îñè X íå îäèíàêîâû â òàíãåíöèàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè. Îíè ìàêñèìàëüíû â îáëàñòè øèíû, 
êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà ðÿäîì ñ îïîðîé, è ìèíè-
ìàëüíû â ïðîòèâîïîëîæíîé ÷àñòè øèíû. Ìàê-
ñèìàëüíîå ïåðåìåùåíèå óçëîâ øèíû ïî îñè X 
ñîñòàâëÿåò 31,8 ìì, ÷òî ïðåâûøàåò â 1,5 ðàçà 
àíàëîãè÷íîå çíà÷åíèå áåç ó÷åòà âåðòèêàëüíîé 
íàãðóçêè.

Ïðè íàëè÷èè âåðòèêàëüíîé íàãðóçêè ïî-
ÿâëÿåòñÿ ïëîùàäêà êîíòàêòà ìåæäó øèíîé 
è îïîðîé. Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå 
äàâëåíèé â ïÿòíå êîíòàêòà. Ïëîùàäü ïÿòíà 

êîíòàêòà øèíû ñ îïîðîé èìååò ýëëèïñîîáðàç-
íóþ ôîðìó. 

Ðàçìåð ïÿòíà êîíòàêòà â íàïðàâëåíèè îñè Z 
ðàâåí 130 ìì, à â íàïðàâëåíèè îñè X – 120 ìì. 
Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ðàçìåð ïÿòíà 
êîíòàêòà îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ðàçìåðîâ 
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, èñïîëüçóåìûõ â îáëàñòè 
êîíòàêòà øèíû è äîðîãè. Ðàçìåð êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ðàñ÷åòíîé ñõåìû â áëèçè ïëîùàäêè êîí-
òàêòà ñîñòàâëÿåò 8,57 ìì ïî îñè X è 26,09 ìì 
ïî îñè Z. Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ðèñóíêà ïðî-
òåêòîðà êîíòàêò îñóùåñòâëÿåòñÿ íå ïî âñåé 
ïîâåðõíîñòè ýëëèïñà, à ëèøü ïîä âûñòóïàìè 
ïðîåêòîðà. Êîíòàêòíîå äàâëåíèå ïî ïëîùàäè 
êîíòàêòà ðàñïðåäåëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíî. Ìàê-

Ðèñ. 5. Èçìåíåíèå äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ øèíû ïðè íàäóâå: 
à – âíóòðåííåå äàâëåíèå 29,5 êÏà; á – âíóòðåííåå äàâëåíèå 295 êÏà; â – âíóòðåííåå äàâëåíèå 590 êÏà

Ðèñ. 6. Äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå øèíû 
ïîä äåéñòâèåì âåðòèêàëüíîé íàãðóçêè

Ðèñ. 7. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â ïÿòíå êîíòàêòà, Ïà
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ñèìàëüíîå äàâëåíèå íà ïÿòíå êîíòàêòà äîñòè-
ãàåò âåëè÷èíû 1,1 ÌÏà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, 
÷òî íà ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïî ïëîùàäêå 
êîíòàêòà âëèÿþò ïðîãèá øèíû è åå êîíñòðóê-
öèÿ. Îñîáåííî ñèëüíîå âëèÿíèå íà äàâëåíèå 
â êîíòàêòå îêàçûâàåò êðèâèçíà ïðîòåêòîðà 
øèíû. Ñ óìåíüøåíèåì êðèâèçíû ïðîòåêòîðà 
óâåëè÷èâàåòñÿ äàâëåíèå ïî êðàÿì áåãîâîé äî-
ðîæêè, à â åå ñåðåäèíå óìåíüøàåòñÿ.

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû 
è ôîðìû êîëåáàíèé øèíû, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, 
îíè õàðàêòåðèçóþò ôóíäàìåíòàëüíûå óïðóãî-
ìàññîâûå ñâîéñòâà øèíû, à, âî-âòîðûõ, îíè íå-
îáõîäèìû äëÿ ñîçäàíèÿ óïðîùåííîé äèíàìè÷å-
ñêîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè øèíû.

Íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ôîðìû êîëåáà-
íèé øèíû áîëüøîå âëèÿíèå äîëæíî îêàçûâàòü 
äåéñòâóþùåå íà øèíó âíóòðåííåå äàâëåíèå, 
à òàêæå âíåøíèå íàãðóçêè. Ïîýòîìó âàæíî 
ïîëó÷èòü ðåøåíèå îáîáùåííîé ïðîáëåìû ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíîãî 
íàãðóæåíèÿ øèíû. Òî åñòü ñíà÷àëà âûïîëíÿ-
åòñÿ ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è, 
êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé 
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ:

         L N DK K K u P   ,

ãäå [K
L
] − ëèíåéíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè, 

[K
N
] − íåëèíåéíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè, êîýôôè-

öèåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîìïî-
íåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, [K

D
] − äèôôåðåí-

öèàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè, êîýôôèöèåíòû 
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íàïðÿæåíèé, 
{u} − âåêòîð ïåðåìåùåíèé óçëîâ, {P} − âåêòîð 
âíåøíèõ ñèë.

Çàòåì ðåøàåòñÿ îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ìàòðèöàìè æåñòêîñòè 
øèíû, èçìåíåííûìè ñ ó÷åòîì äîñòèãíóòûõ 
âåëè÷èí ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ïðè ðå-

øåíèè íåëèíåéíîé çàäà÷è ìåòîäîì Íüþòîíà-
Ðàôñîíà:

           L N D k k kk
K K K q M q    ,

ãäå  – ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, {q } – âåêòîð, 
îïðåäåëÿþùèé ñîáñòâåííóþ ôîðìó êîëåáà-
íèé, [M]– ìàòðèöà ìàññ, k – íîìåð øàãà íàãðó-
æåíèÿ.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ïåðâûå 10 ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè øèíû, 
âû÷èñëåííûå ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ 
åå ïðåäâàðèòåëüíîãî íàãðóæåíèÿ. Âî âòîðîì 
ñòîëáöå òàáëèöû íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå ÷à-
ñòîòû áåç ó÷åòà ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê. Â òðå-
òüåì ñòîëáöå ïðèâåäåíû ÷àñòîòû, âû÷èñëåí-
íûå ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ â øèíå 
590 êÏà, à â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå ïîêàçàíû ÷àñòî-
òû, âû÷èñëåííûå ïîñëå ïðèëîæåíèå ê ìîäåëè 
êàê âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ 590 êÏà, òàê è âåð-
òèêàëüíîé íàãðóçêè 7357,5 Í. Áîëüøèå ðàçëè-
÷èå â ÷àñòîòàõ íàãðóæåííîé è íåíàãðóæåííîé 
øèíû ïîäòâåðæäàþò âàæíîñòü ó÷åòà âíóòðåí-
íåãî äàâëåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò 
øèíû. Èìåííî ýòè ÷àñòîòû è ôîðìû êîëå-
áàíèé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîä-
ãîòîâêå óïðîùåííîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè 
øèíû. Âåðòèêàëüíàÿ íàãðóçêà òàêæå îêàçûâà-
åò íåêîòîðîå âëèÿíèå íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû 
è ôîðìû êîëåáàíèé øèíû. Òàê, íàïðèìåð, ó÷åò 
âåðòèêàëüíîé íàãðóçêè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó-
÷àåì, êîãäà ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî âíóòðåííåå 
äàâëåíèå â øèíå, ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ 
ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû íà 8,39 %. Ñ óâå-
ëè÷åíèåì íîìåðà ÷àñòîòû âëèÿíèå âåðòèêàëü-
íîé íàãðóçêè íà ÷àñòîòû ñíèæàåòñÿ. Äåâÿòàÿ 
è äåñÿòàÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû, âû÷èñëåííûå 
ñ ó÷åòîì âåðòèêàëüíîé íàãðóçêè, áëèçêè ê ÷à-
ñòîòàì øèíû, ðàññ÷èòàííûì òîëüêî ñ ó÷åòîì 
âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ â øèíå.

Òàáëèöà
Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû øèíû, Ãö

 № Áåç íàãðóçêè Äàâëåíèå Äàâëåíèå è âåðòèêàëüíàÿ íàãðóçêà
1 15,82 46,75 50,67
2 19,39 57,29 61,62
3 20,37 67,50 69,57
4 23,38 70,28 72,78
5 27,69 77,29 81,44
6 32,23 86,42 89,61
7 35,13 94,89 96,97
8 37,01 102,86 103,87
9 40,11 110,54 110,69

10 41,08 118,14 117,65
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Ôîðìû êîëåáàíèé øèíû, âû÷èñëåííûå ñ ó÷å-
òîì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ, ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.

Çàêëþ÷åíèå
Íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîç-

äàíà óòî÷íåííàÿ ìîäåëü øèíû. Àïðîáèðîâà-
íà åå ðàáîòîñïîñîáíîñòü êàê ïðè âûïîëíåíèè 
ñòàòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìè-
ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ øèíû îò äåéñòâèÿ âíåø-
íåé íàãðóçêè, òàê è ïðè ðåøåíèè îáîáùåííîé 
ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîëó÷åííûå 
â õîäå ðàñ÷åòîâ âåëè÷èíû äåôîðìàöèé øèíû 
è ðàçìåðû ïëîùàäêè êîíòàêòà øèíû ñ îïîðîé 
èìåþò ðåàëèñòè÷íûå çíà÷åíèÿ. Ïîäòâåðæäå-
íî áîëüøîå âëèÿíèå íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû 
è ôîðìû êîëåáàíèé øèíû âíåøíåé íàãðóçêè. 

Ýòî ñâèäåòåëüñòâóþò î ðàáîòîñïîñîáíîñòè 
ðàññìîòðåííîé ìåòîäèêè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ øèíû â ïðîãðàììíîì êîìïëåê-
ñå Femap with NX Nastran.

Â äàëüíåéøåì âîçìîæíî ïðèìåíåíèå äàí-
íîé ìåòîäèêè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ øèíû äëÿ âûïîëíåíèÿ óòî÷íåííûõ 
ðàñ÷åòîâ äèíàìèêè êîëåñíûõ ìàøèí â ïðî-
ãðàììíîì êîìïëåêñå «Óíèâåðñàëüíûé ìå-
õàíèçì». Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ñîçäàíèå ñïå-
öèàëüíûõ ìîäåëåé øèíû, ïðåäíàçíà÷åííûõ 
äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè êîëåñíûõ ìàøèí. 
Íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ òàêèõ ìîäåëåé îáó-
ñëîâëåíà òåì, ÷òî ñåé÷àñ â ïðîãðàììíîì êîì-
ïëåêñå «Óíèâåðñàëüíûé ìåõàíèçì» èìåþòñÿ 
òîëüêî óïðîùåííûå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ 

Ðèñ. 8. Ôîðìû êîëåáàíèé øèíû ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ
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êîëåñà ñ äîðîãîé. Èõ âîçìîæíîñòåé âïîëíå 
õâàòàåò äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ïîäâå-
ñêè ëåãêîâûõ àâòîìîáèëåé, íî íåäîñòàòî÷íî 
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âíåäîðîæíèêîâ.

Ïðè ñîçäàíèè äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé øèí 
ðàáîòû ìîãóò âåñòèñü ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì. 
Âî-ïåðâûõ, äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü øèíû ìîæåò 
áûòü ñîçäàíà íà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ ýëå-
ìåíòîâ [17]. Ýòà ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî àáñîëþòíî-òâåðäûõ 
òåë-÷àñòèö, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé è ñ äèñêîì 
êîëåñà íàáîðîì óïðóãî-äèññèïàòèâíûõ ýëå-
ìåíòîâ. Êîëè÷åñòâî ÷àñòèö èëè ðàçáèâêà øèíû 
ìîæåò áûòü çàäàíî íà ýòàïå ïîäãîòîâêè ìîäåëè 
â ïîäñèñòåìå øèíû. Âíåøíèé âèä ìîäåëè 
òàêîãî êîëåñà â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå «Óíè-
âåðñàëüíûé ìåõàíèçì» ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 9 
(äèñêðåòíûå ýëåìåíòû âûäåëåíû æåëòûì 
öâåòîì, ðàñïðåäåëåíèå ñèë â êîíòàêòå ñ äîðî-
ãîé èçîáðàæåíî êðàñíûìè ñòðåëêàìè). 

Ðèñ. 9. Ìîäåëü êîëåñà â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå 
«Óíèâåðñàëüíûé ìåõàíèçì»

Êàæäàÿ ÷àñòèöà òàêîé ìîäåëè èìååò òðè ëè-
íåéíûå ñòåïåíè ñâîáîäû îòíîñèòåëüíî äèñêà 
êîëåñà. Ìàññû ÷àñòèö ðàññ÷èòûâàþòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ìàññîé âñåé øèíû è ðàçáèâêîé 
åå ïîâåðõíîñòè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óòî÷-
íåííîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè øèíû 
(ðèñ. 4) ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ èäåí-
òèôèêàöèè ìàññîâûõ è óïðóãî-äèññèïàòèâ-
íûõ ñâîéñòâ ðàçðàáàòûâàåìîé äèíàìè÷åñêîé 
ìîäåëè øèíû.

Âî-âòîðûõ, ìîæåò áûòü ðàçðàáîòàíà ìîäåëü 
øèíû íà îñíîâå ìåòîäà ñâÿçàííûõ ïîäñòðóê-
òóð (Êðýéãà-Áýìïòîíà – Craig-Bampton) [18]. 
Â òàêîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëå óïðóãèå ïåðåìå-
ùåíèÿ øèíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû n 
äîïóñòèìûõ ôîðì óïðóãîãî òåëà:

    
1

n

i i
i

u h w H w


  ,

ãäå {u} – âåêòîð óçëîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû 
øèíû, h

i
 – äîïóñòèìàÿ ôîðìà, w

i
 – ìîäàëüíàÿ 

êîîðäèíàòà, îïðåäåëÿþùàÿ óïðóãèå ïåðåìåùå-
íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå i-é ôîðìå.

Ìàòðèöà [H] íàçûâàåòñÿ ìîäàëüíîé ìàòðè-
öåé. Ýòà ìàòðèöà ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè ñòà-
òè÷åñêèõ è ñîáñòâåííûõ ôîðì, ðàññ÷èòàííûõ 
ñ èñïîëüçîâàíèåì óòî÷íåííîé êîíå÷íî-ýëå-
ìåíòíîé ìîäåëè (ðèñ. 4).

Ñóùåñòâåííàÿ ñëîæíîñòü ñîçäàíèÿ äèíàìè-
÷åñêîé ìîäåëè øèíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà 
Êðýéãà-Áýìïòîíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðîãðàì-
ìå NX Nastran øèíó íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàòü 
â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå, à ìåòîäèêà è ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ ýêñïîð-
òà äàííûõ èç NX Nastran â ïðîãðàììíûé êîì-
ïëåêñ «Óíèâåðñàëüíûé ìåõàíèçì» â íàñòîÿùåå 
âðåìÿ ðàçðàáîòàíî òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷. 
Ïîýòîìó äëÿ ñîçäàíèÿ òàêîé äèíàìè÷åñêîé 
ìîäåëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäñòîèò âûïîëíèòü 
áîëüøîé îáúåì ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ îáìåíà äàí-
íûìè ìåæäó äâóìÿ ïðîãðàììíûìè ïðîäóêòàìè.

Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå 
ãðàíòà ÐÔÔÈ № 18-41-320004 ð_à.
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SIMULATION OF VEHICLE TIRES BASED ON THE FINITE ELEMENT METHOD
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Modeling of wheeled vehicles is one of the main directions of development and practical application 
of software systems based on modeling the dynamics of body systems. In this paper, a technique 
for analyzing a vehicle tire by the finite element method under various types of loading is considered in 
order to identify the parameters of its simplified dynamic models. Based on the finite element method, 
a refined tire model is created. It takes into account the complex geometric shape of various tire parts, 
their material properties, as well as the contact interaction of the tire with the support. The efficiency of 
this model was tested, both when performing static calculations of the stress-strain state of the tire from 
the action of an external load, and when solving the generalized eigenvalue problem. The great influ-
ence of external load on the natural frequencies and vibration modes of the tire is confirmed. One of the 
possible applications of the considered method of finite element modeling of a tire is the performance 
of refined calculations of the dynamics of wheeled vehicles in the “Universal Mechanism” software pack-
age. There are several variants of dynamic tire models that can be used to study the dynamics of off-
road wheeled vehicles, including a model based on the method of discrete elements and a model based 
on the method of coupled substructures. A model based on the method of discrete elements represents 
a number of absolutely solid bodies-particles, connected to each other and by a wheel disk by a set 
of elastic-dissipative elements. Each particle of this model has three linear degrees of freedom relative 
to the wheel disk. The results of calculations of the refined finite element model of the tire are necessary 
to identify the mass and elastic-dissipative properties of this dynamic tire model. In the model based 
on the method of connected substructures, the elastic displacements of the tire are represented as the 
sum of the admissible shapes of the elastic body. Static and natural vibration modes are used as permis-
sible forms of an elastic body, calculated using a refined finite element model of the tire.

Keywords: tire, finite element method, hyperelasticity, contact problem, eigenvalue problem.
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