
9

ÓÄÊ 621.86 

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ 
ÌÀÍÈÏÓËßÖÈÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÌÎÁÈËÜÍÎÉ 
ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÎ-ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÀØÈÍÛ 

Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ ÇÂÅÍÜÅÂ

ä.ò.í. Êîâàëüñêèé Â.Ô.1, ê.ò.í. Ëàãåðåâ È.À.2 
1Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ Èìïåðàòîðà Íèêîëàÿ II

2Áðÿíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêà È.Ã. Ïåòðîâñêîãî
 lagerev-bgu@yandex.ru

Ïðèâåäåíû ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè ìàíèïóëÿòîðîâ ìîáèëüíûõ òðàíñïîðòíî-òåõíîëî-
ãè÷åñêèõ ìàøèí ñ ó÷åòîì óïðóãîé ïîäàòëèâîñòè çâåíüåâ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çâåíüåâ ìàíèïóëÿ-
òîðà çàïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Â êà÷åñòâå ãëàâíûõ êîîðäèíàò äëÿ 
êàæäîãî çâåíà ïðèíÿòû ÷åòûðå ïàðàìåòðà Ðîäðèãà-Ãàìèëüòîíà, êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ çâåíà êàê 
àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà è óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ. Óðàâíåíèÿ ó÷èòûâàþò âëèÿíèå âíåøíèõ è âíó-
òðåííèõ óïðóãèõ è êâàäðàòè÷íûõ ñèë. Âíóòðåííèå óïðóãèå ñèëû âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ìàòðèöû 
æåñòêîñòè, ôîðìèðóåìîé ïðè ðàñ÷åòå ìàíèïóëÿòîðà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ çàäàíèÿ 
øàðíèðíûõ ñîåäèíåíèé ââîäèòñÿ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ñâÿçè. Ðàññìîòðåíû ñïî-
ñîáû ñîçäàíèÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ â êèíåìàòè÷åñêèõ ñõåìàõ ìàíèïóëÿòîðîâ öèëèíäðè÷å-
ñêèõ è ïðèçìàòè÷åñêèõ øàðíèðîâ ñ ïîìîùüþ íàáîðà îãðàíè÷åíèé, ïðåäïîëàãàþùèõ âçàèìíóþ 
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ øàðíèðíî-ñî÷ëåíåííûì çâåíüÿì. Ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè âûïîëíåí ðàñ÷åò äèíàìèêè êðàíà-ìàíèïóëÿòîðà ìàøèíû ÀÑÒ-4-À. 
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ó÷åò óïðóãîñòè çâåíüåâ ïîçâîëÿåò âûÿâèòü êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ 
êèíåìàòè÷åñêèõ è ñèëîâûõ ôàêòîðîâ ïðîöåññà è, òàêèì îáðàçîì, ïîâûñèòü àäåêâàòíîñòü ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ðàáîòû ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòåìû â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè ìàøèíû. Óïðóãîñòü çâåíüåâ 
îáóñëàâëèâàåò èõ êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé, ñîèçìåðèìîé ñ ïåðâîé íèçøåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé êî-
ëåáàíèé ñàìîé ìåòàëëîêîíñòðóêöèè ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î æåëàòåëü-
íîñòè åå ïðîâåðêè íà îòñóòñòâèå ðåçîíàíñà è ïðè íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè êîíñòðóêòèâíûõ ìåð 
ïî ïîâûøåíèþ äèíàìè÷åñêîé íàäåæíîñòè ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà 
ìàíèïóëÿòîðîâ ðÿäà ìàøèí òðåáóåòñÿ ó÷åò äèíàìèêè øàññè. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàíèïóëÿöèîííàÿ ñèñòåìà, óïðóãèå çâåíüÿ; òðàíñïîðòíî-òåõíîëîãè÷åñêàÿ ìà-
øèíà; äèíàìèêà; ìîäåëèðîâàíèå.
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 Ââåäåíèå
Ìàíèïóëÿöèîííûå ñèñòåìû íàøëè øèðîêîå 

ïðèìåíåíèå â êà÷åñòâå èñïîëíèòåëüíûõ ìåõà-
íèçìîâ òðàíñïîðòíî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ìàøèí 
è êîìïëåêñîâ. Îáëàñòè ïðåèìóùåñòâåííîãî 
èñïîëüçîâàíèÿ ìàíèïóëÿòîðîâ âêëþ÷àþò ïðî-
ìûøëåííîå ïðîèçâîäñòâî, ýíåðãåòèêó, ìåòàë-
ëóðãèþ, ñòðîèòåëüñòâî, ãàçî- è íåôòåäîáû÷ó, 
ãåîëîãîðàçâåäêó, ìàãèñòðàëüíûé òðàíñïîðò 
íåôòè è ãàçà, àâòîìîáèëüíûå, æåëåçíîäîðîæ-
íûå è ìîðñêèå ïåðåâîçêè, ëåñíóþ ïðîìûø-
ëåííîñòü, ñåëüñêîå õîçÿéñòâî, ïèùåâóþ ïðî-
ìûøëåííîñòü, ïðîìûøëåííîñòü ñòðîèòåëüíûõ 
ìàòåðèàëîâ, ñôåðó îáñëóæèâàíèÿ [1]. 

Â ñâÿçè ñî ñëîæèâøåéñÿ ãåîïîëèòè÷åñêîé 
îáñòàíîâêîé â ñòðàíå âçÿò êóðñ íà èìïîðòîçà-
ìåùåíèå. Îäíàêî èìïîðòîçàìåùåíèå äîëæíî 

â ïåðâóþ î÷åðåäü îñíîâûâàòüñÿ íå íà ââåäåíèè 
àäìèíèñòðàòèâíûõ çàïðåòîâ íà ââîç â ñòðàíó 
èìïîðòíîé òåõíèêè, à íà åñòåñòâåííîì îòêàçå 
ïîòðåáèòåëåé îò èíîñòðàííîãî òîâàðà â ïîëüçó 
îòå÷åñòâåííîãî. Òàêîå ðàçâèòèå ñèòóàöèè âîç-
ìîæíî òîëüêî ïðè âûïóñêå ðîññèéñêèìè ìàøè-
íîñòðîèòåëüíûìè ïðåäïðèÿòèÿìè ñîâðåìåí-
íûõ êîíêóðåíòîñïîñîáíûõ ìàíèïóëÿòîðîâ, 
îáëàäàþùèõ âûñîêèìè ïîòðåáèòåëüñêèìè 
ñâîéñòâàìè, âûñîêîé íàäåæíîñòüþ, íèçêîé ñòî-
èìîñòüþ ýêñïëóàòàöèè. 

Öåëü èññëåäîâàíèÿ
Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ìå-

òîäèê äèíàìèêî-ïðî÷íîñòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 
ìàíèïóëÿöèîííûõ ñèñòåì ìîáèëüíûõ òðàíñ-
ïîðòíî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ìàøèí.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå 
ìàíèïóëÿöèîííûõ ñèñòåì 
Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì äîïóùåíèåì 

ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå 
ýëåìåíòîâ ñòðåëû ìàíèïóëÿòîðà êàê àáñîëþòíî 
òâåðäûõ òåë [2–4]. Òàêîé ïîäõîä îïðàâäàí äëÿ 
ìàíèïóëÿòîðîâ ìîáèëüíûõ ìàøèí, êîòîðûå íå 
èìåþò âûñîêîòî÷íîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ è íå 
îòëè÷àþòñÿ æåñòêèìè òðåáîâàíèÿìè ê òî÷íî-
ñòè ïîçèöèîíèðîâàíèÿ [5]. Îí òàêæå ïîçâîëÿåò 
ñíèçèòü òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è [6]. 

Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, äëÿ ðàñ-
÷åòà æèâó÷åñòè èëè ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåì 
óïðàâëåíèÿ, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü õàðàêòåð 
óïðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñèñòåìå. 
Ýòî òðåáóåò ó÷åòà óïðóãîñòè çâåíüåâ. Â ñòàòüå 
ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãîðèòì ÷èñëåííîãî àíàëèçà 
äèíàìèêè ñ ó÷åòîì óïðóãîñòè çâåíüåâ ñòðåëû 
ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòåìû òðàíñïîðòíî-òåõ-
íîëîãè÷åñêîé ìàøèíû.

Ìàíèïóëÿòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê 
ñîâîêóïíîñòü ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûõ â 
ïðîñòðàíñòâå óïðóãèõ òåë. Ïîëîæåíèå ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò Îx

i 
y

i 
z

i
, ñâÿçàííîé ñ i-ì çâåíîì, 

îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì G
çip . (ðèñ. 1). Ñèñòåìà 

êîîðäèíàò çâåíà ðàñïîëàãàåòñÿ íà îäíîì èç åãî 
òîðöîâ.

Ïîëîæåíèå âòîðîãî òîðöà îïðåäåëÿåòñÿ 
âåêòîðîì p

çi
:

p
çi
 = p

0çi
 + p

fçi
,

ãäå p
0çi

 – âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ çâåíà êàê àáñî-
ëþòíî òâåðäîãî òåëà, p

fçi
 – âåêòîð ïåðåìåùå-

íèÿ, ñâÿçàííûé ñ óïðóãîé äåôîðìàöèåé çâåíà. 
Â ãëîáàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Îxyz ïîëî-

æåíèå âòîðîãî òîðöà çâåíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì

1 0 0( )G G G
çi çi çi çi fçip p R p p   ,

ãäå G
çiR  – ìàòðèöà ïîâîðîòà ëîêàëüíîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò çâåíà ïî îòíîøåíèþ ê ãëîáàëü-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. 

Ìàòðèöà ïîâîðîòà çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ 
Ðîä ðèãà-Ãàìèëüòîíà ( 0E i , 1E i , 2E i , 3E i ) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:
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.

Ïåðâûé ïàðàìåòð Ðîäðèãà-Ãàìèëüòîíà (êî-
ýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) âû÷èñëÿåòñÿ 
ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

0 2  E i cos( / ) .

Òîãäà äðóãèå ïàðàìåòðû ìîæíî íàéòè èç ñî-
îòíîøåíèé:

2sin( / ) cosEji j    
 èëè 

2   Eji jvsin( / )
,

ãäå j = 1…3,   – óãîë ïîâîðîòà îòíîñèòåëü-
íî îñè Ýéëåðà,  j  – óãëû îðèåíòàöèè îñè 
Ýéëåðà в глобальной системе координат, 

jv  – единичный вектор, направленный по оси 
Эйлера [7].

Âåêòîð óïðóãîé äåôîðìàöèè çâåíà âû÷èñëÿ-
åòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ ôîðì óïðóãèõ êîëåáà-
íèé çâåíà:

p
fçi

 = Ô
çi
 · q

fi
,

где Ô
çi
 – матрица форм колебаний, q

fi
 – вектор 

упругих координат [8].
Òàêèì îáðàçîì, ãëàâíûìè êîîðäèíàòàìè èñ-

ñëåäóåìîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ: G
çip , 0E i , 1E i , 

2E i , 3E i , q
fi
 [8].

Ñêîðîñòü i-ãî çâåíà ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñ-
òåìû: 

 1 0 0
G G G G
çi çi çi çi çi fi çi çi çi fip p R p F q R F q           ,

где 0
G
çip  – вектор скорости локальной си-

стемы координат относительно глобальной, 
  – вектор локальных угловых скоростей, 

fiq  – вектор скоростей деформации звена [8].Ðèñ. 1. Ñèñòåìà êîîðäèíàò óïðóãîãî çâåíà 
è ïàðàìåòðû åãî äåôîðìàöèè: 1 – èñõîäíîå 

ñîñòîÿíèå çâåíà; 2 – äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå
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Óñêîðåíèå i-ãî çâåíà ìàíèïóëÿöèîííîé ñè-
ñòåìû 

1 0
G G G G
çi çi çi çi çi çi çi çi çip p R p R p            

2G G G
çi çi çi çi çi çi çi çiR p R p R p            ,

где çi  – кососимметрическая часть тензора 
угловых скоростей звена в локальной системе 
координат, 0

G
çip  – вектор ускорения локальной 

системы координат относительно глобальной, 
 çi  – вектор тангенциального ускорения, çip – 
âåêòîð ñêîðîñòè âòîðîãî êîíöà çâåíà â ëîêàëü-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, çip  – óñêîðåíèå äåôîð-
ìàöèè çâåíà [8]. 

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èññëåäóåìîé ñèñòåìû 
ìîæíî çàïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà 
âèðòóàëüíûõ ðàáîò: 

 
1 1

i

G T G
i i i i i

V

W p p dV      ç ç ,

где 1
 G

çip  – âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå âåêòîðà 
ïîëîæåíèÿ i-ãî çâåíà, i  – ïëîòíîñòü ìàòåðèà-
ëà, V

i
 – îáúåì çâåíà.

Âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå âåêòîðà ïîëîæå-
íèÿ i-ãî çâåíà â ãëàâíûõ êîîðäèíàòàõ âûãëÿäèò 
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 1
 ,G G T T T T T

çi çi i i çi çi

T T
çi çi

I

p p q p R

R

 
            
   



ãäå q
i
 – îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, I – åäèíè÷íàÿ 

ìàòðèöà ðàçìåðîì 3õ3, i – âèðòóàëüíûé ïî-
âîðîò.

Окончательно ïîëó÷àåì:

[ ]i i i i iW q M q Q     ç ç ,

ãäå Мзi – ìàòðèöà ìàññ; Qзi – âåêòîð ñèë, çàâè-
ñÿùèõ îò êâàäðàòà ñêîðîñòåé. 

Âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà âíåøíèõ ñèë

1

i

G T
ei i i ij i

V

W p F dV      ç ç ,

ãäå F
çij

 – âíåøíÿÿ ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà 
(ìîìåíò) èëè ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ðàñïðåäåëåí-
íîé ñèëû (ìîìåíòà), ïðèëîæåííàÿ ê i-ìó çâåíó.

Âíóòðåííèå ñèëîâûå ôàêòîðû, ñâÿçàííûå ñ 
óïðóãîñòüþ çâåíüåâ ìàíèïóëÿòîðà, âû÷èñëÿ-
þòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû æåñòêîñòè K

çi
, 

êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ:

si fi i fiW q K q     ç .

Ìàòðèöà óïðóãîñòè K
çi
 äëÿ ìàíèïóëÿòî-

ðà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [8]. Â ðàñ÷åòàõ èñ-

ïîëüçîâàëèñü ìàòðèöû æåñòêîñòè êðàíîâ-ìà-
íèïóëÿòîðîâ, ïîëó÷åííûå â õîäå èññëåäîâàíèé 
[9-11].

Ïîëíàÿ âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà ñ ó÷åòîì èíåð-
öèîííûõ, âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ñèëîâûõ ôàê-
òîðîâ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[ ]i i i i f i e iq M q Q Q Q     ç ç ç ç ,

где Q
fзi – âåêòîð óïðóãèõ ñèë [8].

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàþò óðàâ-
íåíèÿ Íüþòîíà-Ýéëåðà äëÿ íåñî÷ëåíåííûõ è 
íåçàêðåïëåííûõ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì óïðóãîñòè 
çâåíüåâ [8]:

i i i
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
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ç ç ç ç ç ç
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ç

ç ç ç ç ç ç ç

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé 
(ñî÷ëåíåíèé è çàêðåïëåíèé) âûðàæàþòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

T
i i q e i i f iM q C Q Q Q     ç ç ç ç ,

где C
q
 – матрица уравнений связи,   – множи-

тели Лагранжа [6; 8].
Äëÿ ó÷åòà âñåõ óðàâíåíèé ñâÿçè íåîáõîäèìî 

çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî óðàâíå-
íèé âèäà 0( , )C q t  .

Óêàçàííûå âûøå óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â 
îáùåì âèäå. Äëÿ èõ ïðèìåíåíèÿ ê ðàñ÷åòó ìà-
íèïóëÿöèîííûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî äîáàâèòü 
óðàâíåíèÿ ñâÿçè, ó÷èòûâàþùèå øàðíèðíîå 
ñî÷ëåíåíèå îòäåëüíûõ óïðóãèõ çâåíüåâ. Äëÿ 
çàäàíèÿ øàðíèðà èñïîëüçóþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ 
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d
j
. Â îáùåì âèäå óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè 

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C
ij
 = 

i


j
  0 èëè C

ij
 = 

i
d

j
  0.

Äëÿ çàäàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî øàðíèðà ïðè-
ìåíÿþòñÿ äâà îãðàíè÷åíèÿ ïåðâîãî òèïà. Äëÿ 
çàäàíèÿ ïðèçìàòè÷åñêîãî øàðíèðà äîáàâëÿåò-
ñÿ åùå îäíî îãðàíè÷åíèå ïåðâîãî òèïà. Åñëè 
íåîáõîäèìî ó÷åñòü íåëèíåéíóþ æåñòêîñòü, òî 
ìåæäó äâóìÿ çâåíüÿìè ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëü-
íîå áåçèíåðöèîííîå çâåíî. Îäèí êîíåö çâåíà 
æåñòêî ñâÿçûâàåòñÿ ñ êîíöîì ïðåäûäóùåãî 
çâåíà ñ ïîìîùüþ òðåõ îãðàíè÷åíèé ïåðâîãî è 
òðåõ îãðàíè÷åíèé âòîðîãî òèïà. Äðóãîé êîíåö 
äîïîëíèòåëüíîãî çâåíà ñâÿçûâàåòñÿ ñ íà÷àëîì 
ïðåäûäóùåãî çâåíà ñ ïîìîùüþ öèëèíäðè÷å-
ñêîãî èëè ïðèçìàòè÷åñêîãî øàðíèðà.

Íà ðèñ. 2, 3 è 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìî-
äåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ïîñëåäíåãî çâåíà 
(ðóêîÿòè) òðåõçâåííîãî ãèäðàâëè÷åñêîãî ìà-
íèïóëÿòîðà ìîáèëüíîé òðàíñïîðòíî-òåõíîëî-
ãè-÷åñêîé ìàøèíû ÀÑÒ-4-À. 

Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ èññëåäî-
âàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 2–5 ìîæíî îò-
ìåòèòü ñëåäóþùåå.

Êîëåáàíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ìå-
òàëëîêîíñòðóêöèè ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòåìû, 
âûçâàííûå óïðóãîñòüþ çâåíüåâ, íîñÿò ìíîãî÷à-
ñòîòíûé õàðàêòåð. Òåì íå ìåíåå, ýòè êîëåáàíèÿ 
ïðîèñõîäÿò îòíîñèòåëüíî ëèíèè, õàðàêòåðèçó-
þùåé ðåøåíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ 
ñèñòåìû ñ àáñîëþòíî òâåðäûìè òåëàìè [3, 6]. 

Â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîâîðîòà 
ðóêîÿòè àìïëèòóäà êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà 
îòêëîíåíèÿ óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ çâåíà q

1
 îò 

ðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè ñ æåñòêèìè çâåíüÿìè íå 
ïðåâûøàåò ±3…4 ãðàä. Ïðè ýòîì ðàçìàõè êî-
ëåáàíèé ñêîðîñòè ïîâîðîòà ðóêîÿòè 1q  è ïðå-
îäîëåâàåìîãî ãèäðîöèëèíäðîì óñèëèÿ F

äâ
 äî-

ñòàòî÷íî ñòàáèëüíû âî âðåìåíè è äîñòèãàþò 
~0,04…0,06 ðàä/ñ è ~5…7 ÌÏà ñîîòâåòñòâåííî, 
à ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ êîëåáàòåëüíîãî 
ïðîöåññà ýòèõ æå ïàðàìåòðîâ îò ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðåøåíèé äëÿ ìîäåëè ñ æåñòêèìè çâåíüÿìè 
äîõîäÿò äî +0,04 ðàä/ñ (ò.å. ïðåâûøàþò äî 1,5 
ðàç óñòàíîâèâøååñÿ çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðîñòè 
ðóêîÿòè 1q ) è äî –7 ÌÏà (ò.å. ñíèæàþòñÿ îò-
íîñèòåëüíî óñòàíîâèâøåãîñÿ çíà÷åíèÿ óñèëèÿ 
ãèäðîöèëèíäðà F

äâ
 íà 12%). 

Óïðóãîñòü çâåíüåâ îáóñëàâëèâàåò êîëåáà-
òåëüíûé õàðàêòåð ãðàôèêà èçìåíåíèÿ âî âðå-
ìåíè óñêîðåíèÿ óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ ðóêîÿòè 
ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòåìû 1q  äàæå íà ýòàïå 

Ðèñ. 2. Ãðàôèê èçìåíåíèÿ óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ çâåíà: 
1 – ìîäåëü ñ æåñòêèìè çâåíüÿìè [3, 6]; 

2 – ìîäåëü ñ óïðóãèìè çâåíüÿìè

Ðèñ. 3. Ãðàôèê èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ 
ðóêîÿòè: 1 – ìîäåëü ñ æåñòêèìè çâåíüÿìè [3, 6]; 

2 – ìîäåëü ñ óïðóãèìè çâåíüÿìè

Ðèñ. 4. Ãðàôèê èçìåíåíèÿ óñêîðåíèÿ äâèæåíèÿ 
ðóêîÿòè: 1 – ìîäåëü ñ æåñòêèìè çâåíüÿìè [3, 6]; 

2 – ìîäåëü ñ óïðóãèìè çâåíüÿìè

Ðèñ. 5. Ãðàôèê ïðåîäîëåâàåìîãî ãèäðîöèëèíäðîì 
óñèëèÿ: 1 – ìîäåëü ñ æåñòêèìè çâåíüÿìè [3, 6]; 

2 – ìîäåëü ñ óïðóãèìè çâåíüÿìè

äâóõ òèïîâ. Îãðàíè÷åíèå ïåðâîãî òèïà ïîä-
ðàçóìåâàåò ñîõðàíåíèå â îäíîé ïëîñêîñòè ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîñòè çàäàííûõ âåêòîðîâ 

i
 è 

j
, 

ïðèíàäëåæàùèõ äâóì ñâÿçàííûì çâåíüÿì, ïðè 
ñâîáîäíîì ïåðåìåùåíèè âî âñåõ äðóãèõ ïëîñêî-
ñòÿõ. Îãðàíè÷åíèå âòîðîãî òèïà ïîäðàçóìåâàåò 
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü çàäàííîãî âåêòîðà ïåðâîãî 
çâåíà 

i
 è âåêòîðà, ñâÿçûâàþùåãî íà÷àëî ïåðâî-

ãî âåêòîðà ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé âòîðîãî çâåíà 
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óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ çâåíà, êîãäà ðå-
øåíèå äëÿ ìîäåëè ñ æåñòêèìè çâåíüÿìè äàåò 
çíà÷åíèå 1q   0. Ðàçìàõ êîëåáàíèé âåëè÷èíû 
óñêîðåíèÿ 1q  ïðè ýòîì äîñòèãàåò ~0,05 ðàä/ñ2, 
ò.å. ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 40% îò âåëè÷èíû 
ìàêñèìàëüíîãî óñêîðåíèÿ, íàáëþäàþùåãîñÿ 
íà ñòàäèè ðàçãîíà çâåíà èç íåïîäâèæíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ. Íàëè÷èå ïåðåìåííîãî âî âðåìåíè 
óñêîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì äåéñòâèÿ íà 
ìåòàëëîêîíñòðóêöèþ ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòå-
ìû äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ïî âåëè÷èíå 
èíåðöèîííûõ íàãðóçîê, êîòîðûå âíîñÿò äîïîë-
íèòåëüíûé âêëàä â ôîðìèðîâàíèå äèíàìè÷å-
ñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ çâåíüåâ. 

×àñòîòà êîëåáàíèé ðóêîÿòè ìàíèïóëÿòîðà 
ïðè ïîâîðîòíîì äâèæåíèè ñîñòàâëÿåò ïðèáëè-
çèòåëüíî 0,8 Ãö. Ýòî çíà÷åíèå ñîïîñòàâèìî ñ 
ïåðâîé íèçøåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ìåòàë-
ëîêîíñòðóêöèè ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòåìû ìî-
áèëüíîé ìàøèíû (1,58 Ãö). 

Ñêîðîñòü îòðàáîòêè äâèæåíèé çâåíüÿìè ãè-
äðàâëè÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà ìàøèíû ÀÑÒ-4-À 
äîñòàòî÷íî íèçêà (ïîëíûé ïîâîðîò çâåíà ïðî-
èñõîäèò çà 30–40 ñ), ïîýòîìó îòñóòñòâóþò èí-
òåíñèâíûå êîëåáàíèÿ çâåíüåâ (ðèñ. 2). Ñ óâå-
ëè÷åíèåì ñêîðîñòè ñëåäóåò îæèäàòü áîëüøåå 
âëèÿíèå ó÷åòà óïðóãîñòè çâåíüåâ ìàíèïóëÿ-
öèîííîé ñèñòåìû íà ðàññìîòðåííûå â ï.ï. 1–4 
êèíåìàòè÷åñêèå è ñèëîâûå ôàêòîðû. 

Äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ïðè 
íà÷àëå äâèæåíèÿ çâåíà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ 0,1...0,2 
äî 2,0…2,5 ñ. Ïðè ýòîì íà 3...5 % ñíèæàåòñÿ âåëè-
÷èíà äèíàìè÷åñêèõ óñèëèé â ñèñòåìå. Âî âðåìÿ 
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà óñêîðåíèÿ, ñêîðîñòè è 
óñèëèÿ èìåþò íå îäíî, à äâà ïèêîâûõ êîëåáàíèÿ. 
Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà 
ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà âòîðîì ïåðèîäå, íàïðèìåð, 
äëÿ ñêîðîñòè ïîâîðîòà ðóêîÿòè (ðèñ. 3).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü 
íå ó÷èòûâàåò âëèÿíèå íà ìàíèïóëÿòîð áàçîâîãî 
øàññè ìîáèëüíîé òðàíñïîðòíî-òåõíîëîãè÷åñêîé 
ìàøèíû. Íåîáõîäèìîñòü åãî ó÷åòà ìîæíî ïîÿñ-
íèòü íà ïðèìåðå óïðîùåííûõ ìîäåëåé (ðèñ. 6). 

Íà ðèñ. 6 áûëè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷å-
íèÿ: ïðèâåäåííûå ìàññû ìàíèïóëÿòîðà ñ ãðóçîì 
m

k
, áàçîâîé ìàøèíû m

ì
 è íåïîäðåññîðåííûõ 

ýëåìåíòîâ ïîäâåñêè m
n
, ñ êàæäîé èç êîòîðûõ 

ñâÿçàíû ïåðåìåùåíèÿ x
k
, x

ì
, x

n
 ñîîòâåòñòâåííî. 

Ìàññû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óïðóãî-äèññèïàòèâ-
íûìè ýëåìåíòàìè ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: 
c

k
 – ïðèâåäåííàÿ æåñòêîñòü ìàíèïóëÿöèîííîé 

óñòàíîâêè, a
k
 – âÿçêîñòü ìàíèïóëÿöèîííîé óñòà-

íîâêè, c
n
 – ïðèâåäåííàÿ æåñòêîñòü ïîäâåñêè, 

a
n
 – âÿçêîñòü ìàíèïóëÿöèîííîé óñòàíîâêè. Íà 

ñèñòåìó äåéñòâóåò âåñ ãðóçà Q è ñòîõàñòè÷åñêàÿ 
íåðîâíîñòü îïîðíîé ïîâåðõíîñòè (t).

Ñðàâíèòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ðàñ÷åòû âû-
ïîëíåíû íà ïðèìåðå ìàøèíû ÀÑÒ-4-À ñî ñëåäó-
þùèìè ïàðàìåòðàìè: m

k
 = 950 êã, m

ì
 = 19000 êã, 

m
n
 = 600 êã, c

k
 = 81,4 êÍ/ì, a

k
 = 10 êÍñ2/ì, 

c
n
 = 11908 êÍ/ì, a

n
 = 30 êÍñ2/ì. Íåíóëåâûå íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ: x
k
 (0) = 0,1 ì.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîäåëè, ó÷èòûâàþ-
ùåé âçàèìíîå âëèÿíèå ìàíèïóëÿòîðà è øàññè 
(ðèñ. 6,à) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîäåëè áåç ó÷åòà 
âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ìàíèïóëÿòîðà è øàññè 
(ðèñ. 6,á) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0k k k k k km x c x a x    . 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñ èñïîëüçîâàíèåì äàí-
íûõ ìîäåëåé ïîêàçàíû íà ðèñ. 7.

Âèäíî, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå, ñâÿçàííûå ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ãàñÿòñÿ çà ñ÷åò òðåíèÿ 
â ñèñòåìå â òå÷åíèå 0,5…1,0 ñ. Íî íåðîâíîñòü 

 à                                  

á

Ðèñ. 6. Óïðîùåííûå ìîäåëè ê âîïðîñó 
î íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà äèíàìèêè øàññè: 

à – ñ ó÷åòîì äèíàìèêè øàññè; á – áåç ó÷åòà
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ïóòè â ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé âëèÿíèå øàññè, 
ïðîäîëæàåò äàëåå îêàçûâàòü âîçäåéñòâèå íà 
ìàíèïóëÿòîð. Äåòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ïðî-
öåññîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàíèïóëÿòîðà è áàçî-
âîãî øàññè ìîáèëüíîé òðàíñïîðòíî-òåõíîëîãè-
÷åñêîé ìàøèíû áóäóò ïîñâÿùåíû äàëüíåéøèå 
èññëåäîâàíèÿ.

Âûâîäû
Ó÷åò óïðóãîñòè çâåíüåâ, âûïîëíÿåìûé ïðè 

ïðîâåäåíèè äèíàìèêî-ïðî÷íîñòíîãî àíàëèçà 
ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòåìû ìîáèëüíîé òðàíñ-
ïîðòíî-òåõíîëîãè÷åñêîé ìàøèíû, ïîçâîëÿåò 
âûÿâèòü êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ 
êèíåìàòè÷åñêèõ è ñèëîâûõ ôàêòîðîâ ïðîöåññà 
è òàêèì îáðàçîì ïîâûñèòü àäåêâàòíîñòü ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ðàáîòû ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòåìû 
â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè ìàøèíû.

Ðàçìàõ êîëåáàíèé êèíåìàòè÷åñêèõ è ñè-
ëîâûõ ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ äèíàìèêó è 
äèíàìè÷åñêóþ ïðî÷íîñòü êîíñòðóêòèâíûõ 
ýëåìåíòîâ ìåòàëëîêîíñòðóêöèè ìàíèïóëÿöè-
îííîé ñèñòåìû, à òàêæå âåëè÷èíà èõ âîçìîæ-
íîãî îòêëîíåíèÿ îò ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî äëÿ 
ìîäåëè ñ àáñîëþòíî æåñòêèìè çâåíüÿìè, îêà-
çûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî ñóùåñòâåííûìè è ñâèäå-
òåëüñòâóþò î æåëàòåëüíîñòè ïðîâåäåíèÿ óòî÷-
íåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ó÷åòîì óïðóãîñòè çâåíüåâ.

Óïðóãîñòü çâåíüåâ îáóñëàâëèâàåò íàëè÷èå 
ïåðåìåííûõ âèáðîóñêîðåíèé äàæå íà ýòàïå èõ 
óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ, ÷òî âûçûâàåò ïî-
ÿâëåíèå ïåðåìåííûõ âî âðåìåíè èíåðöèîííûõ 
íàãðóçîê íà ìåòàëëîêîíñòðóêöèþ è íåîáõîäè-
ìîñòü ïðîâåäåíèÿ óòî÷íåííîãî ðàñ÷åòà íàïðÿ-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ çâåíüåâ ñ ó÷åòîì äåéñòâèÿ 
ýòèõ äîïîëíèòåëüíûõ íàãðóçîê.

Óïðóãîñòü çâåíüåâ îáóñëàâëèâàåò èõ êî-
ëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé, ñîèçìåðèìîé ñ ïåðâîé 
íèçøåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé 
ñàìîé ìåòàëëîêîíñòðóêöèè ìàíèïóëÿöèîííîé 
ñèñòåìû, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î æåëàòåëüíî-
ñòè åå ïðîâåðêè íà îòñóòñòâèå ðåçîíàíñà è ïðè 
íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè êîíñòðóêòèâíûõ 
ìåð ïî ïîâûøåíèþ äèíàìè÷åñêîé íàäåæíîñòè 
ìàíèïóëÿöèîííîé ñèñòåìû.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé 
ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ãîñóäàð-
ñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ-êàíäèäà-
òîâ íàóê № ÌÊ-92.2014.8. 
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MATHEMATICAL MODELING OF THE DYNAMICS OF MANIPULATION SYSTEM 
FOR MOBILE TRANSPORT AND TECHNOLOGICAL MACHINE WITH REFERENCE 

TO THE ELASTICITY OF ELEMENTS

Dr. Eng. V.F. Kovalskiy, Ph.D. I.A. Lagerev
Moscow State University of Railway Engineering n. a. Emperor Nicholas II

Bryansk State University n. a. I.G. Petrovskiy
lagerev-bgu@yandex.ru

The approaches to modeling the dynamics of mobile manipulators of transport and technological 
machines with reference to the elastic compliance of elements are shown. The equations of motion 
of the manipulator units are recorded using the method of Lagrange multipliers. As the main origin for 
each element were taken four Rodrigues-Hamilton parameters, coordinates of the element position as 
absolutely rigid body and elastic movements. The equations take into account the impact of external and 
internal elastic and quadratic forces. Internal elastic forces are calculated on the basis of the stiffness 
matrix, which formation is made through calculation of the manipulator by finite element method. 
To set the join couplings the required number of constraint equations is built. The methods of creating of 
widespread kinematic schemes of manipulators of cylindrical and prismatic joints using set of constraints 
involving mutual perpendicular vectors, which belong to articulated elements. Using the developed model 
the dynamics of articulated manipulator crane ACT-4-A was calculated. It was found that the inclusion 
of elements elasticity reveals oscillatory behavior of the kinematic and power factors of the process and, 
thus, increase the adequacy of modeling of manipulation system operation during machine use. Elastic 
elements causes their oscillations with a frequency, which is commensurable with the first lower natural 
frequency of metal manipulation system itself, that indicates the desirability of its test for the absence 
of resonance and, if necessary, the development of positive measures to improve the dynamic reliability 
of the manipulation system. It has been shown that to calculate manipulators for some machines the 
chassis dynamics should be taken into account.

Keywords: manipulation system, elastic elements, transport and technological machine, dynamics, 
modeling.
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