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Ðàññìîòðåí ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ äâèæåíèÿ àâòîïîåçäà ïî äåôîðìèðóåìîé 
îïîðíîé ïîâåðõíîñòè, ó÷èòûâàþùèé äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, âêëþ÷àþùèå ïåðåðàñïðåäåëåíèå 
íîðìàëüíûõ ðåàêöèé íà åãî êîëåñàõ è êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ çâåíüåâ ïðè-
öåïíîãî àâòîïîåçäà. 
Ïðèâåäåíû ìàòåìàòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè, ïîçâîëÿþùèå îïèñûâàòü äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, õà-
ðàêòåðíûå äëÿ äâèæåíèÿ àâòîïîåçäîâ: êîëåáàíèÿ ñèëû òÿãè íà êðþêå ïðèöåïíîãî àâòîïîåçäà â 
ôóíêöèè êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ òÿãîâî-ñöåïíîãî óñòðîéñòâà òÿãà÷à; ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìå-
òðîâ ñî÷ëåíåíèÿ «òÿãà÷ – ïðèöåï» è ïðèâåäåííîãî êîýôôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ àâòî-
ïîåçäà è ïåðåðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ ðåàêöèé íà êîëåñàõ àâòîïîåçäà ñ ó÷åòîì äåéñòâóþùèõ 
ñèë è ìîìåíòîâ, ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ òÿãà÷à è ïðèöåïíîãî çâåíà è èõ èçìåíåíèÿ âñëåäñòâèå 
ïîãðóæåíèÿ äâèæóùåãîñÿ òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà â äåôîðìèðóåìóþ îïîðíóþ ïîâåðõíîñòü.
Îïèñàíû äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ ðåàêöèé ïî êîëåñàì àâòîïîåç-
äà è êîëåáàíèÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ çâåíüåâ ïðèöåïíîãî àâòîïîåçäà, îêàçûâàþùèå âëèÿíèå íà 
ïàðàìåòðû åãî äâèæåíèÿ ïî äåôîðìèðóåìîé îïîðíîé ïîâåðõíîñòè.
Ïðåäëîæåííûå çàâèñèìîñòè, îïèñûâàþùèå ïåðåðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ ðåàêöèé íà êîëåñàõ 
àâòîïîåçäà, ó÷èòûâàþò äåéñòâóþùèå ñèëû è ìîìåíòû, ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû òÿãà÷à è ïðè-
öåïíîãî çâåíà è èõ èçìåíåíèå âñëåäñòâèå ïîãðóæåíèÿ äâèæóùåãîñÿ òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà â 
äåôîðìèðóåìóþ îïîðíóþ ïîâåðõíîñòü. 
Ïðèâåäåííûå çàâèñèìîñòè íàïðàâëåíû íà äàëüíåéøåå óãëóáëåíèå òåîðèè ñïåöèàëüíîé äèíàìèêè 
àâòîïîåçäîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðèìåíèòåëüíî ê åãî äâèæåíèþ ïî äåôîðìèðóåìîé îïîðíîé ïî-
âåðõíîñòè è ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåæèìîâ òðîãàíèÿ è ïðÿìîëèíåéíîãî ðàâíî-
ìåðíîãî äâèæåíèÿ äàííîãî òèïà òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà. Îíè ðàñïðîñòðàíåíû íà òðàíñïîðòíûå 
ñðåäñòâà, èñïîëüçóåìûå â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè è â àðìèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àâòîïîåçä, îïîðíàÿ ïðîõîäèìîñòü, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, äèíàìè-
÷åñêèå ïðîöåññû, ñèëà òÿãè íà êðþêå, ïåðåðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ ðåàêöèé.

Ââåäåíèå
Íàèáîëåå ðàöèîíàëüíûì ñïîñîáîì ïîâûøå-

íèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïåðåâîçîê ÿâëÿåòñÿ óâåëè-
÷åíèå ãðóçîïîäúåìíîñòè òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ 
(ÒÑ), â ÷àñòíîñòè, çà ñ÷åò ôîðìèðîâàíèÿ àâòî-
ïîåçäîâ (ÀÏ) [1]. ÀÏ, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ íå-
ïîëíîïðèâîäíûìè ÒÑ, ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ 
ýêñïëóàòàöèè ïî äîðîãàì ñ òâåðäûì ïîêðûòèåì, 
îäíàêî, â íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ, õàðàêòåðíûõ, 
íàïðèìåð, äëÿ íåôòåãàçîâîé îòðàñëè èëè âî-
îðóæåííûõ ñèë, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïåðå-
âîçêè ãðóçîâ, òÿæåëîé òåõíèêè, îáîðóäîâàíèÿ 
è âîîðóæåíèÿ ïî áåçäîðîæüþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, 
íàèáîëåå ñåðüåçíûì îãðàíè÷åíèåì ïðèìåíåíèÿ 
ÀÏ â óêàçàííûõ îòðàñëÿõ ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷-
íûé óðîâåíü èõ îïîðíîé ïðîõîäèìîñòè [1–3].

Âûÿâëåííîå ïðîòèâîðå÷èå äåëàåò àêòóàëü-
íûì ðåøåíèå çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ âîçìîæ-
íîñòè äâèæåíèÿ ÀÏ ïî äåôîðìèðóåìîé îïîð-
íîé ïîâåðõíîñòè (ÄÎÏ), ðåøàåìîé â öåëÿõ 
ïîèñêà è îáîñíîâàíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ðåøå-
íèé, îáåñïå÷èâàþùèõ òðåáóåìûé óðîâåíü îïîð-
íîé ïðîõîäèìîñòè äàííîãî òèïà ÒÑ. Äëÿ ðåøå-
íèÿ óêàçàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà 
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ÀÏ ïî ÄÎÏ 
[4]. Àíàëèçîì ðàáîò â îáëàñòÿõ ñïåöèàëüíîé äè-
íàìèêè ÀÏ è îïîðíîé ïðîõîäèìîñòè êîëåñíûõ 
ìàøèí óñòàíîâëåíà íåîáõîäèìîñòü âêëþ÷åíèÿ 
â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàâèñèìîñòåé, ïîçâî-
ëÿþùèõ ó÷èòûâàòü äèíàìè÷åñêîå ïåðåðàñïðå-
äåëåíèå íîðìàëüíûõ ðåàêöèé íà êîëåñàõ ÀÏ â 
õîäå åãî äâèæåíèÿ ïî ÄÎÏ, ñîñòàâëÿþùåå îò 5 
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äî 40 % îò íîìèíàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ [5, 6], è äè-
íàìè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñèëû òÿãè íà êðþêå 
ïðèöåïíîãî ÀÏ, àìïëèòóäà êîëåáàíèé êîòîðîé 
äîñòèãàåò 100 %, îáóñëîâëåííóþ íàëè÷èåì â 
òÿãîâî-ñöåïíûõ óñòðîéñòâàõ (ÒÑÓ) òÿãà÷åé çà-
çîðîâ è óïðóãèõ ýëåìåíòîâ [2]. Óêàçàííûå äè-
íàìè÷åñêèå ïðîöåññû îêàçûâàþò ñóùåñòâåííîå 
âëèÿíèå íà ôîðìèðîâàíèå òàêèõ ïàðàìåòðîâ 
îïîðíîé ïðîõîäèìîñòè ÀÏ êàê ãëóáèíà êîëåè, 
áóêñîâàíèå, ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ è 
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, íà åãî 
ñïîñîáíîñòü äâèãàòüñÿ â òÿæåëûõ äîðîæíûõ óñ-
ëîâèÿõ [2, 5, 6]. 

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîâûøåíèå 
òî÷íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 
äâèæåíèÿ ÀÏ ïî ÄÎÏ çà ñ÷åò ó÷åòà âîçíèêàþ-
ùèõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå 
äâèæåíèÿ àâòîïîåçäà 
ïî äåôîðìèðóåìîé îïîðíîé 
ïîâåðõíîñòè
Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ÀÏ ïî ÄÎÏ çàäà-

äèì ïîñðåäñòâîì ñèñòåì óðàâíåíèé, îïèñûâà-
þùèõ òÿãîâîå çâåíî (òÿãà÷, ñåäåëüíûé òÿãà÷) è 

ïðèöåïíîå çâåíî (äâóõîñíûé ïðèöåï, ïîëóïðè-
öåï). Ðàññìîòðèì ðàñ÷åòíûå ñõåìû ïðèöåïíîãî 
è ñåäåëüíîãî ÀÏ (ðèñ. 1 è ðèñ. 2), èìåþùåãî m 
ìîñòîâ. Äëÿ êàæäîãî èç çâåíüåâ ÀÏ ïîñòðîèì 
îòäåëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì äëÿ 
òÿãà÷à è äâóõîñíîãî ïðèöåïà – íà îïîðíîé ïî-
âåðõíîñòè ïîä öåíòðîì ïåðåäíåãî êîëåñà, äëÿ 
ïîëóïðèöåïà – â òî÷êå ñî÷ëåíåíèÿ ñ ñåäåëü-
íûì òÿãà÷îì [7].

Ïðè ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè íà çâåíî ÀÏ 
ñî ñòîðîíû îïîðíîé ïîâåðõíîñòè äåéñòâóþò 
íîðìàëüíûå (R

zi
) è ïðîäîëüíûå (R

xi
) ðåàêöèè â 

êîíòàêòå êîëåñ ñ ãðóíòîì, ñèëà èíåðöèè (P
j
), 

ñèëà òÿæåñòè òÿãà÷à è ïðèöåïà, íàãðóçêà íà ñå-
äåëüíî-ñöåïíîå óñòðîéñòâî (ÑÑÓ) ñåäåëüíîãî 
òÿãà÷à (G

Ò
, G

ÏÐ
, G

ÑÑÓ
), ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ çâå-

íüåâ ÀÏ (P
êð

), äåéñòâóþùàÿ âäîëü äûøëà ïðè-
öåïà (îïîðíîé ïëîùàäêè ïîëóïðèöåïà), ñèëû 
áóëüäîçåðíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ãðóíòà (P

Ái
), 

ïðèëîæåííûå íà óðîâíå öåíòðîâ ìîñòîâ (îñåé). 
Äëÿ ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ, âîçíèêàþùèõ îò 

äåéñòâèÿ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ñèë, ïðèìåíÿ-
þòñÿ ëèíåéíûå è óãëîâûå âåëè÷èíû:

r
Ò
, r

ÏÐ
 – ñâîáîäíûé ðàäèóñ êîëåñà òÿãà÷à, 

ïðèöåïà, ì;

Ðèñ. 1. Àâòîïîåçä â ñîñòàâå òÿãà÷à è äâóõîñíîãî ïðèöåïà 

Ðèñ. 2. Ñåäåëüíûé àâòîïîåçä
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h
ÒÑÓÒ

, h
Ä
, h

ÑÑÓ
, h

ÖÌÒ
, h

ÖÌÏÐ
  âûñîòà îòíî-

ñèòåëüíî îïîðíîé ïîâåðõíîñòè ÒÑÓ òÿãà÷à, 
îñè êà÷àíèÿ äûøëà ïðèöåïà, îïîðíîé ïëèòû 
ÑÑÓ, öåíòðîâ ìàññ òÿãà÷à è ïðèöåïíîãî 
çâåíà, ñòîÿùåãî íà òâåðäîé îïîðíîé ïîâåðõ-
íîñòè ïðè íîìèíàëüíîì äàâëåíèè âîçäóõà â 
øèíàõ, ì;

z
øiÒ

, z
øiÏÐ

  ïðîãèá i-îé øèíû òÿãà÷à è ïðè-
öåïà ïðè äâèæåíèè ïî ÄÎÏ, ì; Ò

iÒ
, Ò

iÏÐ
,  ðàñ-

ñòîÿíèå îò öåíòðà i-ãî êîëåñà äî ïîäðåññîðåí-
íîé ìàññû (óñëîâíàÿ äëèíà ïîäâåñêè) òÿãà÷à è 
ïðèöåïà, ì; 

h’
ÒÑÓÒ

, h’
Ä
, h’

ÑÑÓ
, h’

ÖÌÒ,
 h’

ÖÌÏÐ
  âûñîòà îòíî-

ñèòåëüíî îïîðíîé ïîâåðõíîñòè ÒÑÓ àâòîìî-
áèëÿ, îñè êà÷àíèÿ äûøëà ïðèöåïà, îïîðíîé 
ïëèòû ÑÑÓ, öåíòðîâ ìàññ òÿãà÷à è ïðè-
öåïíîãî çâåíà, äâèãàþùåãîñÿ ïî ÄÎÏ ñî ñíè-
æåííûì äàâëåíèåì âîçäóõà â øèíàõ, ì;

l
çñÒ

, l
ïñÏÐ

, l
iÒ
, l

iÏÐ
, l

mÒ
, l

mÒ
 – çàäíèé ñâåñ òÿãà÷à, 

ïåðåäíèé ñâåñ ïðèöåïà, ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà 
êîîðäèíàò äî i-é îñè òÿãà÷à, ïðèöåïà, áàçà 
òÿãà÷à, ïðèöåïà ñîîòâåòñòâåííî, ì; 

H
Ò
, H

ÏÐ
 – ãëóáèíà êîëåè, îáðàçóåìîé êîëå-

ñîì òÿãà÷à, ïðèöåïà , ì; 
à

Ò
, à

ÏÐ
 – ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî 

öåíòðà ìàññ òÿãà÷à, ïðèöåïà, ì; 
, 

Ò
, 

ÏÐ
  óãëû íàêëîíà äûøëà ïðèöåïà, 

êîðïóñîâ òÿãà÷à è ïðèöåïíîãî çâåíà ê ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè âñëåäñòâèå ðàçëè÷íîãî ïî-
ãðóæåíèÿ â ÄÎÏ èõ êîëåñ, ïðîãèáîâ ïîäâåñêè 
è øèí.

Ïðè ðàñ÷åòå óãëîâ êðåíà êîðïóñîâ òÿãà÷à è 
ïðèöåïíîãî çâåíà èñïîëüçóþòñÿ æåñòêîñòè ïîä-
âåñêè èõ êîëåñ ñ

ïÏÐ
, ñ

ïÒ
 (Í/ì) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ 
ó÷èòûâàþòñÿ: M

føi
  ìîìåíò ñîïðîòèâëå-

íèÿ êà÷åíèþ íà i-îì êîëåñå; M
Ri

  ðåàêòèâíûé 
ìîìåíò íà i-îì êîëåñå òÿãà÷à [7–9]. 

Íà îñíîâå ïðèíöèïà Äàëàìáåðà ïîëó÷àåì 
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ 
òÿãà÷à (1), âêëþ÷àþùóþ ïðîåêöèè äåéñòâóþ-
ùèõ ñèë íà îñè ÎZ è OX, à òàêæå óðàâíåíèå 
ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî òî÷êè Î:

Ñåäåëüíûé òÿãà÷ îïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷í îé 
ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì ïåðåðàñïðåäåëå-
íèÿ âåñà ìåæäó çâåíüÿìè ñåäåëüíîãî ÀÏ G

ÑÑÓ
 

(Í), îáóñëîâëåííîãî îïîðíîé ñîñòàâëÿþùåé 

èõ ñâÿçè. Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî âåñ ñåäåëüíî-
ãî òÿãà÷à çàïèøåì â âèäå (G

Ò
 +G

ÑÑÓ
). 

Íà îñíîâå ðèñ. 1 ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé äëÿ ïðèöåïà. Óðàâíåíèå ìîìåíòîâ ñîñòà-
âèì îòíîñèòåëüíî òî÷êè Î

1
: 
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé óãëîâ 
Ò
, 

ÏÐ
 ïðî-

âîäèòñÿ àíàëèç ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíûõ 
öåïåé, âêëþ÷àþùèõ z

ø, 
z

ï
 è Í [7].

Çíà÷åíèå óãëà  íàéäåì èñõîäÿ èç ãåîìå-
òðèè ñöåïêè òÿãà÷à ñ äâóõîñíûì ïðèöåïîì:

sin ,ÒÑÓ Ä

Ä

h h

l

 
 

ãäå l
Ä
 – äëèíà äûøëà ïðèöåïà, ì.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ íîðìàëüíûõ ðåàê-
öèé íà êîëåñàõ ïðèöåïíîãî ÀÏ. Â ñâÿçè ñ òåì, 
÷òî íà áîëüøèíñòâå àðìåéñêèõ àâòîìîáèëåé è 
ïðèöåïîâ ïðèìåíÿþòñÿ áàëàíñèðíûå ïîäâåñêè, 
ïðèíèìàåì äîïóùåíèå î òîì, ÷òî âåëè÷èíû 
âåðòèêàëüíûõ íàãðóçîê è ðåàêöèé ðàñïðåäå-
ëÿþòñÿ ìåæäó êîëåñàìè òåëåæåê ïîðîâíó [9]. 

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ ðåàêöèé ïî 
êîëåñàì òÿãà÷à ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòè [9]:

ãäå G
1Ò

 – íàãðóçêà íà êîëåñî ïåðâîé îñè òÿãà÷à 
â ñòàòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, Í; R

zÒ
 – ïåðåðàñ-

ïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ ðåàêöèé, âûçâàííîå 
äåéñòâèåì íà òÿãà÷ âíåøíèõ ñèë è ìîìåíòîâ, Í; 
R

z – ïåðåðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ ðåàêöèé, 
âûçâàííîå óãëîì íàêëîíà êîðïóñà òÿãà÷à 

Ò
, Í.

Ïðè îïðåäåëåíèè R
zÒ

 â êà÷åñòâå ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà àâòîïîåçä ïðè åãî äâèæåíèè ïî 
ÄÎÏ, ïðèíèìàåì Ð

êð
, Ð

j
; â êà÷åñòâå ìîìåíòîâ – 

Ì
fi
 è Ì

Ri
 [7–9]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 1 çàâèñè-

ìîñòü äëÿ ðàñ÷åòà R
zÒ

 ïðèìåò âèä:

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 2 ñôîðìèðóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïîëóïðèöåïà. Óðàâíåíèå ìîìåí-
òîâ ñîñòàâèì îòíîñèòåëüíî òî÷êè Î

1
: 

 (1)

Ïðè ðàñ÷åòå R
zÒ

 äëÿ ñåäåëüíîãî òÿãà÷à â 
ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 2 ñëåäóåò â ôîðìóëå (1) çà-
ìåíèòü óãîë  íà óãîë 

ÏÐ
. 

Çíà÷åíèå P
êð

 ïðèíèìàåì ñ ó÷åòîì äèíàìè-
÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé, ïîðÿäîê ðàñ÷åòà êîòî-
ðîé ïðèâåäåí íèæå.

Âåëè÷èíó R
z äëÿ òÿãà÷à (ïðèöåïà) íàéäåì 

ïî çàâèñèìîñòè [9]:

Ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèé íîðìàëüíûõ ðåàê-
öèé íà êîëåñàõ ñåäåëüíîãî ÀÏ ó÷òåì ïåðåðàñïðå-
äåëåíèå âåñà ìåæäó åãî çâåíüÿìè G

ÑCÓ
. Ïðè ýòîì 

ïðèíèìàåì, ÷òî G
ÑCÓ 

=
 
R

zÏÐ
. Âåëè÷èíó R

zÏÐ
 

äëÿ ïîëóïðèöåïà íàéäåì ïî çàâèñèìîñòè [9]:

 (2)
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Çíàê R
zÏÐ

 (G
ÑCÓ

), îïðåäåëÿþùèé çàãðóçêó 
(íàãðóçêó) ñåäåëüíîãî òÿãà÷à ÷àñòüþ âåñà ïîëó-
ïðèöåïà, îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ðàçìåðíîé öåïè 
â ÷èñëèòåëè ôîðìóëû (2). 

Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ íîðìàëüíûõ ðåàêöèé íà êîëåñàõ ñå-
äåëüíîãî ÀÏ ïðèìóò âèä:

ãäå G
ÑCÓ1

, G
ÑCÓ2

, G
ÑCÓ3

 – ïåðåðàñïðåäåëåíèå 
íàãðóçêè G

ÑCÓ
 íà êîëåñà ñîîòâåòñòâóþùèõ 

îñåé òÿãà÷à, Í.
Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ñèëû âçàèìîäåé-

ñòâèÿ çâåíüåâ àâòîïîåçäà – ñèëå òÿãè íà êðþêå 
P

êð
. Äëÿ ïðèöåïíîãî àâòîïîåçäà â ñîîòâåòñòâèè 

ñ ðèñ. 3 [10] ïðåäñòàâèì óêàçàííóþ ñèëó â âèäå 
ñòàòè÷åñêîé è äèíàìè÷åñêîé (êîëåáàòåëüíîé) 
ñîñòàâëÿþùèõ:

 êð êð ñò êð äèí ,P P P    (3)

ãäå P
êð ñò

 – ñòàòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû 
òÿãè íà êðþêå, Í; P

êð äèí
 – äèíàìè÷åñêàÿ ñî-

ñòàâëÿþùàÿ ñèëû òÿãè íà êðþêå, Í.
Ñòàòè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñèëû òÿãè íà 

êðþêå â ñîîòâåòñòâèè ñ [11] íàéäåì ïî çàâèñè-
ìîñòè: 

 
 êð ñò áÏÐ ÏÐP f G   , (4)

ãäå f
áÏÐ

 – êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ áóêñè-
ðîâàíèþ ïðèöåïà;  – ïðèâåäåííûé êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ â óïðóãîì ýëåìåíòå ÒÑÓ [12].

Äëÿ ñåäåëüíîãî àâòîïîåçäà â óñëîâèÿõ æåñò-
êîé áåççàçîðíîé ñâÿçè ìåæäó åãî çâåíüÿìè 
P

êðäèí
 = 0. Äèíàìè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû 

òÿãè íà êðþêå íîñèò êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð è 
ñêëàäûâàåòñÿ èç óñèëèé, ðàçâèâàåìûõ òÿãà÷îì 
â õîäå âûáîðà çàçîðà â ñöåïêå  (ì) è äåôîðìà-
öèè óïðóãîãî ýëåìåíòà ÒÑÓ  (ì) (ðèñ. 4).

Äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàòåëüíîãî õàðàêòåðà 
âçàèìîäåéñòâèÿ òÿãà÷à è ïðèöåïà â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ðèñóíêàìè 1 è 4 ñîñòàâèì ñèñòåìó 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ 
äâèæåíèå ÀÏ ïî ÄÎÏ ïîñëå âûáîðà äâèæó-
ùèìñÿ òÿãà÷îì çàçîðà â ñöåïêå è ïîñëåäóþùå-
ãî òðîãàíèÿ ïðèöåïà:

Ðèñ. 3. Êîëåáàíèÿ ñèëû òÿãè 
íà êðþêå ïðèöåïíîãî àâòîïîåçäà

Ðèñ. 4. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ñõåìà ñî÷ëåíåíèÿ «òÿãà÷–ïðèöåï»

 

 

2

02

2

2

cos( ) cos( )

cos( )

Ò Ò Ò Ò Ò Ò

ÏÐ ÏÐ ÏÐ ÏÐ Ò

d
m c f m g P K t

dt

d
m f m g c

dt



 
                    


              

(5)

ãäå 
Ò
, 

ÏÐ
 – êîýôôèöèåíòû âðàùàþùèõñÿ ìàññ 

òÿãà÷à è ïðèöåïà ñîîòâåòñòâåííî; m
Ò
, m

ÏÐ
 – 

ìàññà òÿãà÷à è ïðèöåïà ñîîòâåòñòâåííî, êã; 

ñ – æåñòêîñòü óïðóãîãî ýëåìåíòà ÒÑÓ, Í/ì; 
P

0– âåëè÷èíà òÿãîâîé ñèëû, íà ìîìåíò âûáîðà 
çàçîðà â ñöåïêå, Í.
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ãäå m – êîýôôèöèåíò ìàññîâîé õàðàêòåðèñòè-
êè ÀÏ;  – êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êî-
ëåáàíèé çâåíüåâ ÀÏ, Ãö; K – òåìï ïðèëîæåíèÿ 
óñèëèé ê êîëåñàì òÿãà÷à, Í/ñ; V’

ÒÏ
 – ñêîðîñòü 

òÿãà÷à â ìîìåíò òðîãàíèÿ ñ ìåñòà ïðèöåïà, ì/ñ; 
P

Ò
 – ñèëà òÿãè, ðàçâèâàåìàÿ íà êîëåñàõ òÿãà÷à, Í.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå çàâèñèìîñòè (6) – ñòà-

òè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
 

êðþêîâîãî óñèëèÿ, 
âòîðîå è òðåòüå – äèíàìè÷åñêàÿ â ïåðèîäû 
âûáîðà çàçîðà â ñöåïêå è äåôîðìàöèè óïðóãîãî 
ýëåìåíòà ÒÑÓ ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðèîäè÷åñêèé 
(êîëåáàòåëüíûé) õàðàêòåð èçìåíåíèÿ óñèëèÿ â 
ñöåïêå îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì â êâàäðàòíûõ 
ñêîáêàõ. Íèæå ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷å-
òà âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â çàâèñèìîñòü (6). 

Êîýôôèöèåíò ìàññîâîé õàðàêòåðèñòèêè ÀÏ 
â ñîîòâåòñòâèè ñ [13] ðàññ÷èòûâàåì ïî çàâèñè-
ìîñòè: 

 .

Ñèëó P
0 íàéäåì â ñîîòâåòñòâèè ñ [14] ïî 

ôîðìóëå:
23

0 6 ,ÒP m K  

ãäå m
Ò
 – ìàññà òÿãà÷à, êã;  – çàçîð â ñöåïêå, ì; 

K – òåìï ïðèëîæåíèÿ óñèëèé ê êîëåñàì òÿãà÷à, 
Í/ñ. 

Çíà÷åíèå K íàéäåì ïî çàâèñèìîñòè [14]:

,ÒPK
t



ãäå P
Ò
 – ñèëà òÿãè, ðàçâèâàåìàÿ íà êîëåñàõ 

òÿãà÷à, Í; t – âðåìÿ ïðèëîæåíèÿ òÿãîâûõ ñèë ê 
êîëåñàì òÿãà÷à, ñ (t = 0,8…1,6 ñ [14]).

Ñèëó P
Ò
 ïðèìåì êàê ñâîáîäíóþ ñèëó òÿãè 

îäèíî÷íîãî òÿãà÷à, ðàññ÷èòûâàåìóþ ïî çàâèñè-
ìîñòè:

 
1

2 cos .
m

Ò xiÒ ÁiÒ jÒ Ò
i

P R P P


     
Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ  ïî àíàëîãèè 

ñ [12] ó÷òåì âëèÿíèå íà êîëåáàòåëüíûé ïðî-
öåññ ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ ïåðåêàòûâàíèþ êîëåñ 
òÿãà÷à è ïðèöåïà â ïðÿìîì è îáðàòíîì íàïðàâ-
ëåíèÿõ, à òàêæå ïðèâåäåííóþ ñèëó òðåíèÿ â 
óïðóãîì ýëåìåíòå ÒÑÓ. Â ðåçóëüòàòå çàâèñè-
ìîñòü äëÿ ðàñ÷åòà  ïðèìåò âèä:

 
 
 

 

ÀÏ

ÀÏÒ ÏÐ

Ò ÏÐ ÀÏ

1 2

1
ñ

1 1 2

Ò ÏÐ

Ò ÏÐ

f

fm m

m m f

   
      

   
        

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5) ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü äëÿ 
ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ óñèëèÿ â ñöåïêå:

 
        ÒÏ

ÏÐ ÏÐ Òcos 1 cos sinêð Ò o

ñ V K m
P f G m P m P t t

    
                                 

(6)

ãäå f
 
‘
ÀÏ

 – ïðèâåäåííûé êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ êà÷åíèþ ÀÏ.

Ïðèìåì, ÷òî êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèå 
êà÷åíèþ ïðè äâèæåíèè çâåíà ÀÏ âïåðåä (ïî 
íàïðàâëåíèþ îñè ÎÕ íà ðèñ. 1) ðàâåí êîýôôè-
öèåíòó ñîïðîòèâëåíèÿ áóêñèðîâàíèþ f

á
, à ïðè 

äâèæåíèè íàçàä – êîýôôèöèåíòó ñîïðîòèâëå-
íèÿ ãðóíòà ñäâèãó f. Êîýôôèöèåíò f

 
‘
ÀÏ

 âû÷èñ-
ëèì êàê ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå îò óêàçàííûõ 
ïàðàìåòðîâ ïî çàâèñèìîñòè:

ÀÏ 4
áÒ Ò áÏÐ ÏÐf f f f

f      .

Çíà÷åíèå f âû÷èñëèì êàê îòíîøåíèå ñèëû 
ñîïðîòèâëåíèÿ ñäâèãó çâåíà ÀÏ P (Í) ê åãî 
âåñó ïî ôîðìóëå:

P
f

G


 
 .

Çíà÷åíèå V’
ÒÏ

 îïðåäåëèì ïî çàâèñèìîñòè 
[13]:

2 2
0

ÒÏ 0
Ò

PK K
V V

ñ p m ñ




             
,

ãäå p – ÷àñòîòà êîëåáàíèé òÿãà÷à, Ãö; V
0 – ñêî-

ðîñòü òÿãà÷à â ïåðèîä âûáîðà çàçîðà â ñöåïêå, 
ì/ñ.

Çíà÷åíèå V
0 ðàññ÷èòàåì ïî çàâèñèìîñòè 

[14]:
2

30 4,5
Ò

K
V

m     .

Àíàëîãè÷íî (8) íàéäåì ÷àñòîòó êîëåáàíèé 
òÿãà÷à ïî çàâèñèìîñòè:

 
 

 

Ò

Ò

Ò Ò Ò

1 2

1

1 1 2

f

fñ
p

m f

   
  

 
      

,

ãäå f ‘
Ò 

–
 
ïðèâåäåííûé êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ êà÷åíèþ òÿãà÷à.
Çíà÷åíèå f ‘

Ò 
âû÷èñëèì ïî çàâèñèìîñòè:

2
áÒ Ò

Ò

f f
f   .

Òàêèì îáðàçîì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèâå-
äåííûõ çàâèñèìîñòåé ðàññ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå 
óñèëèé â ñöåïêå ïðèöåïíîãî ÀÏ. 

Îïèñàííûå îðèãèíàëüíûìè ìàòåìàòè÷å-
ñêèìè çàâèñèìîñòÿìè äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû 
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ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ ðåàêöèé íà 
êîëåñàõ ÀÏ è êîëåáàíèé ñèëû òÿãè íà êðþêå 
òÿãà÷à áóäóò îêàçûâàòü âëèÿíèå íà ôîðìèðîâà-
íèå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ îïîðíîé ïðîõîäèìî-
ñòè ÀÏ: ãëóáèíû êîëåè; áóêñîâàíèÿ; ñèëû ñî-
ïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ, 
è òåì ñàìûì íà óðîâåíü åãî îïîðíîé ïðîõîäè-
ìîñòè â öåëîì.

Âûâîäû
1. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îïèñàíû äèíàìè÷å-

ñêèå ïðîöåññû ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíûõ 
ðåàêöèé ïî êîëåñàì ÀÏ è êîëåáàíèÿ ñèëû âçà-
èìîäåéñòâèÿ çâåíüåâ ïðèöåïíîãî ÀÏ, îêàçûâà-
þùèå âëèÿíèå íà ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ äàííî-
ãî òèïà ÒÑ ïî ÄÎÏ.

2. Çàâèñèìîñòè, îïèñûâàþùèå ïåðåðàñïðå-
äåëåíèå íîðìàëüíûõ ðåàêöèé íà êîëåñàõ ÀÏ, 
ó÷èòûâàþò äåéñòâóþùèå ñèëû è ìîìåíòû, ãåî-
ìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû òÿãà÷à è ïðèöåïíîãî 
çâåíà è èõ èçìåíåíèå âñëåäñòâèå ïîãðóæåíèÿ 
äâèæóùåãîñÿ ÒÑ â ÄÎÏ. 

Ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàòåëüíûé õà-
ðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ çâåíüåâ ïðèöåïíîãî ÀÏ, 
ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ñèëó òÿãè íà êðþêå â 
ôóíêöèè êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ÒÑÓ, ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñî÷ëåíåíèÿ «òÿãà÷–
ïðèöåï», à òàêæå ïðèâåäåííîãî êîýôôèöèåíòà 
ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ ÀÏ ïî ÄÎÏ. 

3. Ïðèâåäåííûå çàâèñèìîñòè íàïðàâëåíû íà 
äàëüíåéøåå óãëóáëåíèå òåîðèè ñïåöèàëüíîé 
äèíàìèêè ÀÏ, â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðèìåíèòåëü-
íî ê åãî äâèæåíèþ ïî ÄÎÏ, è ìîãóò ïðèìå-
íÿòüñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåæèìîâ òðîãàíèÿ 
è ïðÿìîëèíåéíîãî ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ 
äàííîãî òèïà ÒÑ. 
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MATHEMATICAL MODELING OF MOTION OF LORRY CONVOY 
ON THE DEFORMABLE SUPPORT SURFACE IN VIEW 

OF EMERGING DYNAMIC PROCESSES

Ph.D. D.V. Selyuk, S.A. Karpukhin
Ryazan Higher Airborne Command School

faoiltiarna14@mail.ru

An approach to mathematical modeling of motion of lorry convoy on the deformable supporting surface, 
taking into account dynamic processes, including re-distribution of normal reactions on the wheels and 
the oscillatory nature of the interaction forces units trailed the train are discussed.
The mathematical dependence allowing to describe dynamic processes, characteristic for movement 
of trains: fluctuations in the thrust on the tow hook of lorry convoy in the function of the structural 
parameters of the towing device of the tractor; the geometric parameters of the joint "tractor - trailer" 
and is given the coefficient of resistance to movement of the train and the redistribution of normal 
reactions on the wheels of the train taking into account the applicable forces and moments, dimensional 
parameters of the tractor and trailer link and their changes due to the immersion of the moving vehicle 
into a deformable supporting surface.
Article describes the dynamic processes of redistribution of normal reactions in the wheels of the train 
and fluctuations in the strength of interaction links of trailer road train, influencing the parameters of its 
motion for deformable bearing surface.
The dependences, describing the redistribution of normal reactions on the wheels of the trailer, take into 
account the forces and moments, geometric parameters of the tractor and trailer link and their change 
due to the immersion of the moving vehicle into a deformable supporting surface.
Dependences are aimed at further deepening of the theory of special dynamics of the trains, especially 
with regard to his motion on a deformable support surface, and can be used in the modelling of soft 
start and rectilinear uniform motion of this type of vehicle. They are common on vehicles used in various 
sectors of economic activity and in the army.

Keywords: lorry convoy, flotation, mathematical modeling, dynamic process, traction on hook, 
redistribution of normal reactions.


