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Аннотация. Рассматривается задача бифуркации тонкостенной круговой ци-

линдрической оболочки при пропорциональном докритическом нагружении осе-

вой сжимающей силой, крутящим моментом и внутренним давлением в девиатор-

ном пространстве деформаций А.А. Ильюшина Э
(3)

. Связь напряжений и дефор-

маций принята в соответствии с определяющими соотношениями гипотезы ком-

планарности. Для определяющих функций пластичности использованы аппрок-

симации В.Г. Зубчанинова [1]. 
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Решается задача бифуркации круговой цилиндрической оболочки при пропорциональ-

ном (простом) докритическом нагружении осевой сжимающей силой, крутящим моментом и 

внутренним давлением в девиаторном пространстве деформаций А.А.Ильюшина Э
(3)

 (рису-

нок 1). Ориентация траектории деформаций определяется полярными углами α1 и α2. 

 

Рисунок 1. Траектории деформирования 

Решение задачи строится на основе теории устойчивости неупругих систем при слож-

ном нагружении В.Г. Зубчанинова [1]. Используются уравнения теории пологих оболочек, 

условие несжимаемости материала и условие однородности напряженного состояния в обо-

лочке до момента потери устойчивости. Задача решается в геометрически линейной поста-

новке. 

При нагружении тонкостенной оболочки осевой сжимающей силой, крутящим момен-

том, внутренним или внешним давлением в ней реализуется плоское напряженное состояние. 

Уравнения связи напряжений и деформаций в момент потери устойчивости оболочки при-

нимаются в соответствии с определяющими соотношениями гипотезы компланарности, ко-

торые в скоростях имеют вид: 
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где: tss PdSd ==¢ / ; 1cosJt = ; ijij eЭ = .  

Здесь ijS  – компоненты тензора-девиатора напряжений; ijЭ  – компоненты тензора-
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девиатора деформаций, dSd /s , N – определяющие функции пластичности, 1J  – угол сбли-

жения ( 11
ˆˆcos p×=sJ ), S – длина дуги траектории деформации. Символ с точкой наверху 

означает дифференцирование по обобщенному параметру времени dtdSdSddtd /// ×= . 

Оболочку принимаем «длинной», шарнирно подкрепленной по торцам. В результате 

дифференциальные уравнения равновесия элемента цилиндрической оболочки, потерявшей 

устойчивость, и уравнения совместности деформаций приводим к системе алгебраических 

уравнений задачи о собственных числах: 
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hRi /3=  – гибкость оболочки, R – радиус срединной поверхности, h – толщина стенки 

оболочки. 

В предлагаемом варианте решения задачи для функции пластичности N и dSd /s  ис-

пользуем аппроксимации В.Г. Зубчанинова [2]: 
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где: pk GGG ,,  – модуль сдвига, касательный и секущий модули сдвига материала соответ-

ственно, p и q – материальные параметры аппроксимаций, определяемые из экспе-

риментов по плоскому вееру двузвенных траекторий. 

Согласно принятым аппроксимациям, функции пластичности изменяются непрерывно, 

в зависимости от τ и z. Координату границы раздела зон определять нет необходимости, ин-

тегралы 
**

mW  и 
*

mN  в (3) определяются численно по методу Симпсона. При этом оболочка по 

толщине разбивается на 20 слоев. В качестве нулевого приближения на каждом этапе нагру-

жения оболочки используется решение при чистопластической бифуркации, когда излом 

траектории при потере устойчивости не учитывается. Методика реализации итерационного 

процесса приведена в [3]. 

В расчетах по теории устойчивости А.А. Ильюшина, в которой используются опреде-

ляющие соотношения теории квазипростых процессов, система разрешающих алгебраиче-

ских уравнений приводится к виду [2]: 
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Интегралы 
*

mN  и 
*

mP принимают вид: 
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где: ω – параметр пластичности А.А. Ильющина, λ – параметр разупрочнения. 

При этом полагаем, что в зоне пластической догрузки ( )101 == tJ o , в зоне упругой 

разгрузки )1(1801 -== tJ o  и необходимо определять координату 
*

pz , границы раздела дан-

ных зон, для чего имеем уравнение [1]: 
* * * 1

1 2 * *2pP z P cS iK -- = . (7) 

Выражения для безразмерных напряжений, входящие в уравнения (3) и (5), в соответ-

ствии с обозначениями на рисунке 1, принимают вид: 
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Решение бифуркационной задачи позволяет для заданной комбинации полуволн m, n 

вычислить критическую гибкость оболочки i в зависимости от значения модуля вектора 

напряжений σ в момент потери устойчивости. 

В расчетах значения n варьировались в диапазоне от 0 до 30 и значения m в диапазоне 

от 1 до 30. В качестве материала оболочек принимаем сталь 40Х [3]. 

 

Рисунок 2. Диаграммы деформирования стали 40Х  

На рисунке 2 приведены зкспериментальные диаграммы деформирования материала 

при простых процессах (сжатие – кривая 1 и кручение – кривая 2) и линейная в зоне упроч-

нения аппроксимация диаграмм (график 3). Как видно из рисунка, материал является 
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начально изотропным. 

  

а) б) 

Рисунок 3. Огибающие кривых устойчивости при α1=0°, α2 =0° 

  

а) б) 

Рисунок 4. Огибающие кривых устойчивости при α1=30°, α2 =0° 

  

а) б) 

Рисунок 5. Огибающие кривых устойчивости при α1=60°, α2 =0° 

На рисунках 3 – 6 для четырех пропорциональных докритических процессов, 

реализованных в плоскости 31 ЭЭ - , показаны графики устойчивых состояний оболочек, 

построенные как огибающие кривых устойчивости, полученных для различных комбинаций 

параметров волнообразования m и n. Пунктирыми линиями отображены результаты, 

полученные на основе теории устойчивости А.А. Ильюшина с учетом разгрузки материала. 
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Сплошными линиями показаны результаты решения задачи, полученные при 

использованиии аппроксимаций (4) при различных значениях материальных параметров p и 

q. Условными символами показаны экспериментальные точки. Экспериментальные данные 

взяты из опытов выполненных В.Г. Зубчаниновым и Н.Л. Охлопковым [3]. Представлены как 

критические параметры напряжений, так и деформаций.  

  

а) б) 

Рисунок 6. Огибающие кривых устойчивости при α1=90°, α2 =0° 

Как видно из рисунков, варьирование параметров p и q приводит к существенному 

изменению результатов расчетов. Причем для представленных процессов 

пропорционального нагружения наилучшее приближение расчетов к экспериментальным 

данным реализуется при различных значениях p и q. 

Таблица 1. 

 

 

Рисунок 7. Область устойчивых состояний оболочки в плоскости S1 – S3 
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На рисунке 7 в плоскости 31 SS -  показана область устойчивых состояний оболочек с 

гибкостью 3i = 46,5 (соответствует гибкости оболочек, на которых выполнены эксперимен-

ты). 

Графики построены на основе данных, представленных на рисунках 3 – 6 и приведен-

ных в таблице 1. Условные обозначения на всех рисунках одинаковы. 

Как следует из представленных результатов, наибольшее различие расчетных парамет-

ров, полученных по двум теориям, наблюдается при реализации чистого кручения оболочки. 

При этом отклонение от экспериментальных данных, в целом, сопоставимо. Таким образом, 

для рассматриваемых траекторий, при решении задачи бифуркации оболочки, можно огра-

ничиться теорией устойчивости А.А.Ильюшина, как наиболее простой математически и при 

реализации процесса счета и, одновременно, физически достоверной. 
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