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Аннотация. На основе анализа петли гистерезиса (циклической диаграммы) 

выделены три участка, характеризующие различное поведение напряжений, т.е. 

выделены три типа напряжений. Для каждого типа напряжений сформулированы 

соответствующие эволюционные уравнения, характеризующие анизотропное 

упрочнение. Для описания изотропного упрочнения вводится эволюционное 

уравнение для напряжений четвертого типа. Девиатор напряжений определяется 

как сумма напряжений четырех типов. Для описания нелинейного процесса 

накопления вводится кинетическое уравнение накопления повреждений, базиру-

ющееся на энергетическом принципе, где в качестве энергии расходуемой на со-

здание повреждений в материале, принимается энергия равная работе напряжений 

второго типа на поле полных деформаций. Выделяются материальные функции, 

замыкающие теорию, формулируется базовый эксперимент и метод идентифика-

ции материальных функций. 

Ключевые слова: пластичность, циклическая диаграмма, накопление по-
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Введение 

Математическое моделирование процессов деформирования при произвольных слож-

ных циклических нагружениях, строится, в основном, на вариантах теории пластического 

течения при комбинированном упрочнении, обзор и анализ которых содержится в работах 

[1-13]. Основной проблемой построения этих вариантов является формулировка достаточно 

адекватных эволюционных уравнений для смещения центра поверхности нагружения, а так-

же неоднозначность в экспериментальном определении границ поверхности нагружения. В 

теории течения деформация разделяется на упругую и пластическую. Для определения пла-

стической деформации используется ассоциированный с поверхностью нагружения закон 

течения (градиентальный закон течения). 

В настоящей работе на основе анализа экспериментальных результатов при цикличе-

ском нагружении, а именно, петли циклического гистерезиса (циклической диаграммы), вы-

делены три типа напряжений, для каждого из которых сформулированы соответствующие 

эволюционные уравнения. Выделенные три типа напряжений отвечают анизотропному 

упрочнению. Для описания изотропного упрочнения вводится эволюционное уравнение для 

напряжений четвертого типа. Девиатор полных напряжений определяется как сумма напря-

жений четырех типов. 

Для описания нелинейных процессов накопления повреждений вводится по аналогии с 

работами [1 – 4, 14, 15] кинетическое уравнение накопления повреждений, в котором в каче-

стве энергии расходуемой на создание повреждений в материале, принимается энергия рав-

ная работе напряжений второго типа на поле полных деформаций. 

Основной особенностью предлагаемого варианта теории пластичности является то, что 

деформация едина и не разделяется на упругую и пластическую, а также не используется по-

нятие поверхности нагружения и, соответственно, ассоциированный закон течения. 

Выделены материальные функции, замыкающие вариант теории и подлежащие экспе-

риментальному определению. Сформулирован базовый эксперимент и метод идентификации 
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материальных функций. 

Основные положения и уравнения 

Для построения соотношений теории пластичности рассматривается стабилизирован-

ная петля гистерезиса (рисунок 1) в девиаторных компонентах 11

3

2
s  и 11e  при одноосном рас-

тяжении-сжатии. Затем на полуцикле от точки смены направления деформирования вводится 

система координат: напряжение s , деформация e . Кривая в координатах ,s e  включает в 

себя упругое и пластическое деформирование без разделения этих деформаций. Далее вы-

числяется производная d
d

s
e  и строится кривая в координатах d

d
s

e  и s  (рисунок 2). 

 

Рисунок 1. Стабилизированная петля гистерезиса 

 

Рисунок 2. Кривая в координатах d
d

s
e  и s  

На полученной кривой можно выделить три участка, характеризующие различное по-

ведение напряжений. На первом участке производная имеет практически постоянное значе-

ние, и здесь для напряжения первого типа предлагается эволюционное уравнение аналогич-

ное уравнению Ишлинского-Прагера [ ]16,17  для микронапряжений первого типа [ ]15 : 

( ) ( )1 12

3
ij ijs g e=( ) ( )1 1) (21 11 1

3
ij ij

3
s g e
( ) ( )
ij iij i

3
. (1) 

На втором участке производная меняется по линейному закону, и здесь для напряжений 

второго типа предлагается эволюционное уравнение аналогичное уравнению Амстронга-

Фредерика-Кадашевича [ ]18,19  для микронапряжений второго типа [ ]15 : 
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Далее на третьем участке производная меняется по нелинейному закону, который мо-

жет быть описан серией эволюционных уравнений типа Оно-Ванга [ ]20  для микронапряже-

ний третьего типа [ ]15 : 
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Для описания изотропного упрочнения и разупрочнения вводится следующее эволюци-

онное уравнение для напряжений четвертого типа: 
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Определяющие функции 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 2

, , , ,
m

s Rg g g g q , входящие в уравнения (1)-(4), выража-

ются через материальные следующим образом [ ]1 3,14,15- : 
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Здесь 
( ) ( ) ( ), , , , ,
m m

s s s uE R *s b s b e  – материальные параметры. 

Девиатор напряжений аналогично модели Новожилова-Шабоши [ ]21, 22  для микрона-

пряжений [ ]15  определяется как сумма напряжений четырех типов, для каждого из которых 

имеет место свое эволюционное уравнение: 

( )
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1
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m
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Окончательно уравнение для девиатора напряжений с учетом (1) – (4) и (8) будет иметь 

следующий вид: 
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К уравнению (7) следует добавить уравнение, связывающее шаровые составляющие 

тензоров напряжений 0 / 3iis = s  и деформаций 0 / 3iie = e : 

0 03Ks = e . (11) 

Для описания нелинейных процессов накопления повреждений вводится кинетическое 

уравнение накопления повреждений, базирующееся на энергетическом принципе, где в каче-

стве энергии расходуемой на создание повреждений в материале, принимается энергия рав-

ная работе напряжений второго типа на поле деформаций. Это кинетическое уравнение вво-

дится по аналогии с кинетическим уравнением [ ]15 , базирующемся на работе микронапря-
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жений второго типа на поле пластических деформаций. Тогда кинетическое уравнение 

накопления повреждений будет иметь следующий вид: 
( )21
ij ij

s

s e

W

a-
aw= aw ij ijeij ijij ij

1a-
aw= aw , (12) 

( )( )2
/

n

s u

a

a = s s . (13) 

Здесь w  – мера повреждений; sW  – энергия разрушения; a  и na  – функция и параметр 

нелинейности процесса накопления повреждений; 
( )2

us  – интенсивность напряжений второго 

типа.  

Полученный вариант теории пластичности, в отличие от вариантов теории пластиче-

ского течения, имеет следующие особенности: 

· деформация не разделяется на упругую и пластическую; 

· нет необходимости введения поверхности нагружения (текучести); 

· не используется ассоциированный закон течения; 

· нет необходимости введения условий нагрузки или разгрузки (условий упругого или 

упругопластического состояний); 

· вычисляются напряжения второго типа, совпадающие с микронапряжениями второго ти-

па, которые отвечают за процесс накопления повреждений. 

Для описания явления вышагивания (ratcheting) при несимметричных мягких цикличе-

ских нагружениях параметр sE , входящий в первое эволюционное уравнение для напряже-

ний первого типа, принимается зависящим от накопленной деформации u*e  следующим об-

разом: 

( ) 1/ 1 En

s so E uE E K +

*
é ù= + eë û . (14) 

Здесь EE n,K  – материальные параметры. 

Следует заметить, что в случае вышагивания петли гистерезиса, может быть введено 

кинетическое уравнение для повреждения, обусловленное работой напряжений первого типа, 

как и для микронапряжений первого типа [ ]15 : 

( )1

ij ij

b

s e

W
w=

( )
ij is e
( )
ij iij i

W
w= ij ijeij ijij ij

, (15) 

где: bW  – энергия разрушения за счет вышагивания.  

Тогда полное повреждение будет равно сумме повреждений первого и второго типов. 

Таким образом, данный вариант теории пластичности замыкают следующие матери-

альные функции, подлежащие экспериментальному определению: 

K  – модуль объемного сжатия; 
( ) ( ) ( ), , , , 3,...
m m

so s sE m Ms b s b =  – модули анизотропного упрочнения; 

EE n,K  – модули вышагивания; 

( )uR *e  – функция изотропного упрочнения; 

sW  – энергия разрушения; 

na  – параметр нелинейности процесса накопления повреждений; 

bW  – энергия разрушения при вышагивании. 

Расчетно-экспериментальный метод определения материальных функций 

Материальные функции определяются по результатам испытаний в условиях одноосно-

го напряженного состояния (растяжения-сжатия или кручения). Базовый эксперимент вклю-
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чает в себя следующий набор данных: 

· модуль объемного сжатия, который определяется традиционным методом; 

· диаграмма растяжения (кручения) до деформации 0.05 0.1¸ ; 

· циклические диаграммы при симметричном растяжении-сжатии или знакопеременном 

кручении при постоянном размахе деформации 0.02 0.03¸ ; 

· циклические диаграммы при несимметричном растяжении-сжатии или знакопеременном 

кручении при постоянном размахе деформации 0.01 0.02¸  и средний деформацией цикла 

0.05 0.1¸ ; 

· данные по малоцикловой усталости при одноблочном и двухблочном жестком симмет-

ричном циклическом нагружении; 

· данные по малоцикловой усталости при одноблочном мягком несимметричном цикличе-

ском нагружении. 

Для определения модулей анизотропного упрочнения стабилизированная петля гисте-

резиса (циклическая диаграмма) перестраивается в координатах: напряжение s , деформация 

e  (рисунок 1). Начало этой системы координат расположено в точке смены направления де-

формировании. 

Далее вычисляется производная d
d

s
e  и строится кривая в координатах: d

d
s

e  и s  

(рисунок 2). На кривой, показанной на рисунке 2, выделяются три участка, характеризующие 

различное поведение производной d
d

s
e . На первом участке производная имеет практиче-

ски постоянное значение, которое равно значению параметра soE . Затем кривая на рисунке 2 

перестраивается в координатах ( )ˆ / / sod d d d Es e = s e-  и ( )ˆ
soEs = s- e , т.е. исключается 

влияние напряжений первого типа. Полученная линейная зависимость на втором участке 

(рисунок 3) позволяет найти параметры ss и b  по формулам: 

( )
ˆ

ˆ ˆ/ A M

M

d

d

s
b = s -s

e
 , (15) 

( )
ˆ ˆ

2exp

A M
s

M

s -s
s =

-be
 . (16) 

Здесь Me  – деформация окончания третьего участка (окончание изменения напряжений 

третьего типа). 

 

Рисунок 3. Кривая в координатах ˆ /d ds e  и ŝ  

Далее кривая на рисунке 1 перестраивается в координатах 

( )2 1 expso sEs = s- e- s - -beé ùë ûso ss = s- so sE  и [ ]( )0, Me eÎ e . 
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Полученная кривая (рисунок 4) отвечает напряжениям только третьего типа. Длитель-

ность третьего участка достаточно мала 0.002 0.004Me » ¸ , т.е. напряжение третьего типа 

возникают практически в пределах технического допуска на остаточную деформацию при 

определении условного предела текучести. Далее интервал [ ]M0;s ]Ms  разбивается на ( )2M -  

частей и параметры анизотропного упрочнения вычисляются по следующим формулам: 
( ) ( )2 / 3,...
m

m m Mb = e =  , (17) 

( )
( )

1

1

1M M M
s M

M M

-

-

s -s
s = ×

e -e b( )
1 1M M -s -sM MM M ×1M M  , (18) 

( )
( )

1 1

1 1

1m m m m m
s m

m m m m

- +

- +

é ùs -s s -s
s = -ê úe -e e -eb ë û

ù
1 11 1- +1 11 11 1

ú
m m m m1 1m m mm m m1 11 11 1

ùù
m m m m1 1m m m1 11 11 11 1m m m mm m m m1 1- +1 11 11 1m m m1 11 11 11 1-m m mm m m1 1 , ( )2 21,...3; 0; 0 .m M= - s = e =2 20;2 22 20;0;2 22 22 2  (19) 

 

Рисунок 4. Кривая в координатах ss  и e  

Модули вышагивания определятся по результатам одноосных испытаний при жестком 

несимметричном циклическом нагружении на основе явления «посадки» петли гистерезиса. 

Полученная экспериментальная зависимость между средним напряжением цикла cs  и чис-

лом циклов N  строится в логарифмических координатах: 

( )lg / 1so c cy E= e s -  , (20) 

( )N2lgx c eDe +=  , (21) 

где: ce  – средняя деформация цикла; De  - размах деформации на цикле.  

Эта экспериментальная зависимость является линейной, что позволяет по углу g  

наклона прямой и точки пересечения прямой с осью ординат определить модули вышагива-

ния по формулам 

0lg , 1E EK y n tg= + = g  . (22) 

Получив параметры анизотропного упрочнения и модули вышагивания, можно теперь 

вычислить величину изотропного упрочнения. Для этого используется экспериментальная 

диаграмма растяжения и экспериментальные значения напряжения в конце полуциклов рас-

тяжения. Вычитая из этих значений вычисленные значения напряжения при соответствую-

щих значениях накопленной деформации, можно получить функцию изотропного упрочне-

ния ( )иR *e . 

Энергия разрушения sW  определяется при вычислении работы напряжений второго ти-

па при циклических нагружениях до экспериментальных значений числа циклов до разруше-

ния. 

Параметр нелинейности процесса накопления повреждений определяется подбором до 
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совпадения расчетных и экспериментальных результатов при двухблочном циклическом 

нагружении (обычно 1.5na » ). 

Энергия разрушения при вышагивании bW  определяется также подбором при сопо-

ставлении расчетных и экспериментальных результатов при несимметричном мягком цикли-

ческом нагружении. 

Заключение 

Сформулированы основные положения и уравнения варианта теории пластичности без 

разделения деформации на упругую и пластическую, без введения поверхности нагружения 

и ассоциированного закона течения. 

На основе того, что работа напряжений второго типа на поле полных деформаций, как 

и работа микронапряжений второго типа на поле пластических деформаций, является уни-

версальной характеристикой разрушения материала при циклических нагружениях, сформу-

лировано кинетическое уравнение для нелинейных процессов накопления повреждений. 

Выделены материальные функции замыкающие теорию, сформулирован достаточно 

простой базовый эксперимент и метод идентификации материальных функций. 
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