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Аннотация. Рассматривается задача продольного изгиба составного двухветве-

вого стержня с двумя симметричными затяжками, нагруженного продольной 

сжимающей и поперечной нагрузками, ветви которого подвергаются предвари-

тельному пластическому деформированию как растяжением, так и сжатием. Рас-

чёты были проведены на основе квазистатических уравнений процесса продоль-

ного изгиба с учётом влияния усилий предварительного обжатия стержня и пла-

стической тренировки элементов ветвей стержня. 

Ключевые слова: продольный изгиб, составной стержень, предварительное 

пластическое деформирование, упругопластическая тренировка, повышение 

предельных нагрузок. 

Применение составных предварительно напряжённых стержней позволяет существенно 

повысить предельные полезные нагрузки в сравнении с аналогичными сплошными стержня-

ми при одновременном снижении их материалоёмкости. Основы их расчёта разработаны 

А.Р. Ржаницыным [1, 2]. Однако вопросы исследования процесса потери устойчивости, осо-

бенно с учётом предварительного пластического деформирования отдельных элементов и 

зон распределения упругопластических деформаций, изучены недостаточно. 

В развитие [7] рассматривается составной двухветвевой стержень с двумя симметрич-

ными затяжками, нагруженный продольной сжимающей и поперечной нагрузками (рисунки 

1 и 2), ветви которого подвергаются предварительному пластическому деформированию как 

растяжением, так и сжатием [4] (EJ 1 =¥ ). 

 

Рисунок 1. Схема неизогнутого составного стержня с симметричными затяжками 

 
Рисунок 2. Схема изогнутого составного стержня с симметричными затяжками 
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Будем считать, что каждая ветвь в отдельности подвергается предварительному дефор-

мированию противоположного знака до одного уровня напряжений (остаточных деформа-

ций).

Таких уровней было 3: b 1 = 08,1/01 =shss ; 19,12 =b , 23,12 =b . 

Здесь shs  – предел текучести; i0s  – уровни (i =1, 2, 3) напряжений до которого прово-

дилось предварительное пластическое деформирование ветвей (материал считался цикличе-

ски идеальным). 

Расчёты были проведены на основе квазистатических уравнений, в процессе выпучива-

ния сжато-изогнутого стержня [5] с учётом влияния усилий предварительного обжатия 

стержня (до одного постоянного значения 4,0=b ) и пластической тренировки элементов 

ветвей стержня. 

Основные уравнения процесса в скоростях имеют вид: 

0e0e = [A I  ( 0M 0M 0 + qM qM + 0Q0Q0 +N WW ) + NN  (А 2 + А 1 W)/(A 0 A 2 -A 2

1 ). (l) 

WW //

zz  = [A 0 ( 0M 0M 0  + qM qM + 0Q0Q0 z +NWW ) + NN  (А 1 +А 0 W)]/(A 0 A 2 - A
2

1 ), (2) 

где: ( )0 ,t ze  – деформация оси, W(t,z) – прoги6; M 0 (t), Q0(t) – реакции связей на конце стерж-

ня при z=0, qM qM  – изгибающий момент от поперечной нагрузки, t – обобщенное вре-

мя; 

nA  – жесткостные характеристики, вычисляемые для каждого сечения с учетом развития 

упругопластических зон; 
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d
 – касательный модуль диаграммы сжатия или растяжения материала. 

В (1) и (2) основными неизвестными являются 0e , W, N, 0M , 0Q , которые связаны че-

рез дополнительные соотношения, получаемые из уравнений статики. За меру выпучивания 

принималось сближение концов стержня: 
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Краевая задача решается методом конечных разностей. Конечноразностное представ-

ление производных по z уравнения (2) для внутренних точек принимают вид: 

С j = (W j , Q 0 ,M 0 ,F,t )=0, W i =W (t,z,), I = 0, l, 2,..n, J = l, 2,..., п-1.  (5) 

Здесь С j  – квазилинейные формы, содержащие неявно нелинейности в коэффициентах 

через параметры жесткостей А.  

Для получения полной системы (4) добавляются четыре соотношения из геометриче-

ских граничных условий, а также соотношения, устанавливающие связь параметров процесса 

с t. 

Граничные условия для произвольного случая закрепления стержня могут быть записа-

ны в виде: 

D k  [W(t,0),W /

z ,W(t,L),M 0 ,Q 0 ,F]= kW (t). (6) 

Функция kW (t) представляет собой линейные или угловые перемещения. Если геомет-

рических граничных условий меньше четырёх, то дополнительно используются уравнения 

статики. Сводя, пять дополнительных соотношений к дифференциальной форме, получаем 

полную систему уравнений, которые имеют следующий вид в матричной форме: 

 B·Y=K 
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где: В=(В m ) – матрицы коэффициентов квазилинейных форм С
j
,D 1+-ni , I, m =1,2,..., n+4.  

Задавая начальные условия, определяемые конфигурацией и состоянием стержня в 

начальный момент времени, приходим к задаче Коши.  

Решение этой задачи проводим по шагам. На первой стадии вычислительного процесса, 

считаем t = N , где: N  – параметр нагрузки, на второй – в закритической стадии производим 

смену ведущего параметра – t = f , где: f  = W{L/ 2) – параметр перемещения. Переход ко 

второй стадии производится при выполнении условия dD /d
__

F ≥ h , где: D  – сближение кон-

цов стержня, h  – заданный параметр алгоритма. 

В расчетах использовано безразмерное представление основных величин: 

F
*
=F/F s , W

*
=W/h, `/* LD=D , Lcc =* , 

M ),/(* LFM s=  A
1* )0(/( += n

nn hEbA . 

Параметр h  определялся по результатам численных экспериментов механические 

свойства материала стержня определялись диаграммой сжатия cc es - .  

На рисунке 3 
e

s

e

s se ,  – деформация и напряжение, соответствующее пределу упругости 

материала; 
0

ss  – сжимающие напряжения упругопластической тренировки; 
*

0e  – остаточные 

деформации в материале стержня после предварительного пластического деформирования. 

Предполагалось, что для материала стержня при циклических нагрузках справедлив принцип 

Мазинга – пределы упругости при растяжении и сжатии – одинаковы: P

S

C

S ss =  
упру пр ра S

 

Рисунок 3. Диаграммы сжатия и растяжения материала стержня до и после 

упругопластического деформирования 

Дифференциальное уравнение продольно поперечного предварительно напряжённого 

шарнирно-опёртого составного стержня, состоящего из двух одинаковых ветвей, имеет вид: 
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Здесь c· (P )21 P-  – величина момента усилий взаимного самонапряжения по торцам 

стержня с симметричными затяжками.  
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Расчеты были проведены для стержней из стали Ст. 3 (предел текучести s  = 240 МПа, 

гибкости l  = 36,8, 
0

ss  = 280 МПа). 

Варьировались уровень предварительного пластического деформирования и величина 

усилий в затяжках. 

Установлена зависимость предельных сжимающих нагрузок на стержень в зависимости 

от степени предварительного пластического деформирования ветвей стержня и уровня уси-

лий в затяжках при фиксированных сдвиговых деформациях в связях. 

Вычисления показывают, что при заданном уровне предварительного натяжения в за-

тяжках при отсутствии поперечной нагрузки, тренировка ветвей (растяжением, сжатием) 

приводит к повышению (24 – 30%) предельных нагрузок в сравнении с нетренированными 

ветвями. Предварительное пластическое деформирование ветвей растяжением и сжатием с 

учётом поперечной нагрузки приводило для указанной гибкости стержней (при одинаковом 

значении 
0

ss ) к повышению предельных нагрузок от 20% до 25 % . 
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