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Аннотация. На основе уравнений теории упругопластического деформирова-

ния материалов, обладающих эффектом дополнительного изотропного упрочне-

ния при непропорциональном (сложном) циклическом нагружении получен при-

кладной вариант теории упругопластических процессов и кинетическое уравне-

ние накопления повреждений. Формулируется базовый эксперимент и метод 

идентификации материальных функций, замыкающих вариант теории. 
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Введение 

Экспериментальные исследования [1-8] упругопластического деформирования матери-

алов, в основном нержавеющих сталей, при непропорциональном (сложном) циклическом 

нагружении показали, что изотропное упрочнение материала значительно превышает (для 

некоторых траекторий деформаций практически в два раза) упрочнение при пропорциональ-

ном циклическом нагружении. Это явление было названо эффектом дополнительного изо-

тропного упрочнения. Эффект дополнительного упрочнения зависит от вида траектории 

циклического непропорционального нагружения. Наибольший эффект достигается при 

нагружении по круговой траектории деформаций. При переходе с одного вида траектории 

непропорционального циклического нагружения на другой может иметь место, как увеличе-

ние дополнительного изотропного упрочнения, так и разупрочнение. 

Впервые описание эффекта дополнительного упрочнения предпринято Беналлалом и 

Марки [4]. Основой для построения этой теории послужили определяющие уравнения тео-

рии пластического течения при комбинированном упрочнении, предложенные Шабоши. 

Учет эффекта дополнительного упрочнения осуществляется и в эндохронной теории пла-

стичности [9, 10]. Несколько иное построение теории, учитывающей эффект дополнительно-

го упрочнения, содержится в работах Ю.Г. Коротких и его учеников [11-15], а также П.В. 

Трусова и его ученика И.Э. Келлера [16, 17]. Наиболее экспериментально обоснованной тео-

рией пластичности, учитывающей эффект дополнительного упрочнения, является теория 

упругопластического деформирования (пластического течения при комбинированном 

упрочнении), развитая в работах В.С. Бондаря и его учеников [18-20]. 

Вариант теории упругопластических процессов 

В векторном представлении А.А. Ильюшина [21, 22] уравнения теории упругопласти-

ческого деформирования [18-20] будут иметь вид: 

, / 2e p eЭ Э Э Э S G= + + ,  (1) 

( )1
-p pdЭ S A ds

C
= ,  (2) 

( )p P p

B Э AdA g dЭ g Э g A ds= + + ,  (3) 

где: , ,B B B B Э B B A Bg E g E g= +b ×s =b × = -b ,  

( )Э ЭDdC q q= + ,  (4) 
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здесь: ,  ,e PЭ Э Э  – вектора деформаций, упругих деформаций, пластических деформаций;  

, ,S A S S A* = -  – вектора напряжений, микронапряжений и активных напряжений;  

, ps s  – длины дуг траекторий деформаций и пластических деформаций;  

С  – радиус (размер) поверхности нагружения;  

( )Dq  – характеризует интенсивность (скорость) дополнительного упрочнения или 

разупрочнения;  

( ), p

DC D s  – величина дополнительного упрочнения или разупрочнения;  

D  – параметр (мера) непропорциональности нагружения.  

Итак, для описания изотропного упрочнения или разупрочнения на основе уравнений 

(1) – (5) необходимо экспериментально определить ( ) 0 1 0 1, , , , , , , ,p

B B B BG C s E d db s q q . 

Для описания процесса накопления повреждений используется энергетический подход 

и тогда кинетическое уравнение накопления повреждений будет иметь следующий вид [23, 

24]: 

( )
1

1 pd AdЭ
W

a-
aw=aw   (6) 

( ) ( ) 0 1/ , 1 .
n

p

B BA E Э W D W DW
a

a = s - = - +    

Здесь w  – повреждение [ ]( )0,1wÎ , a  – параметр нелинейности процесса накопления 

повреждений, W  – энергия разрушения. Кинетическое уравнение (6) накопления поврежде-

ний замыкает экспериментально определяемые параметры 
0 1, ,n W Wa . 

При развитых пластических деформациях в условиях пластического деформирования 

можно принять, что:  

,p pЭ Э s s= = .  (7) 

Тогда уравнения (1)-(6) примут вид:  

( )1
-dЭ S A ds

C
= ,  (8) 

( )B Э AdA g d Э g Э g A ds= + + ,  (9) 

( )Э ЭDdC q q ds= + ,  (10) 
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( )
1

1
d AdЭ

W

a-
aw=aw .  (11) 

Разрешая (8) относительно A и дифференцируя по s , совместно с (9) и (10) можно по-

лучить следующее уравнение: 

( )
2

2Э ЭD A A Э

dS dЭ d Э
q q g C g S g Э С

ds ds ds
= + - + + + .  (12) 

На основе проведенных исследований [23-27] упругопластического деформирования 

при сложном нагружении последним слагаемым в уравнении (12) можно пренебречь. Тогда 

уравнение (12) примет вид: 

Э

dS dЭ
N NS N Э

ds ds
= + + ,  (13) 

, ,Э ЭD A S A Э ЭN q q g C N g N g= + - = = .  (14) 

Уравнение (13) принадлежит А.А. Ильюшину[21, 22] . Здесь же на основе теории упру-

гопластического деформирования [18-20] получены аппроксимации функционалов пластич-

ности для процессов непропорционального деформирования с учетом дополнительного 

упрочнения. 

Окончательно уравнение прикладного варианта теории упругопластических процессов 

и кинетическое уравнение накопления повреждений с учетом дополнительного упрочнения 

примут следующий вид: 

( ) 0S A C S A Э- < È - × £ 0Э£Э  – упругое состояние,  (15) 

2 ЭS G= ЭS G2 ,  (16) 

0, 0, 0A C= = w=0, 0,A C000, 0,0, 0,0,0, 00 ,  (17) 

( ) 0S A C S A Э- = Ç - > 0Э>Э  – пластическое состояние,  (18) 

( )s ЭS NЭ N S N Э s= + +( sS NЭ N S( sNNNЭ N SЭ N S(NN s ,  (19) 

( )B Э AA g Э q Э g A s= + +(BA g Э q Э g( Э AЭ ABg Э q ЭЭ Э( Э AЭ AЭ A s ,  (20) 

( )Э ЭDC q g s= +( Э ЭC q g( Э ЭЭ Эqq( Э ЭЭ Э s ,  (21) 

( )
1

1
AЭ

W

a-
aw= aw Э

1a-
aw= aw .  (22) 

К уравнениям (15)-(22) следует добавить уравнение, связывающее шаровые составля-

ющие тензоров напряжений / 3iis =s  и деформаций / 3iie = e : 

3Ks = e .  (23) 

 Материальные функции 

Прикладной вариант теории упругопластических процессов и кинетическое уравнение 

накопления повреждений замыкают следующие материальные функции, подлежащие экспе-

риментальному определению: 

· ,G K  – упругие параметры; 

· , ,B B BE s b  – параметры анизотропного упрочнения; 

· ( )BC s  – функция изотропного упрочнения; 
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· 
0W  – энергия разрушения при пропорциональном нагружении ( )0D = ; 

· na  – параметр нелинейности процесса накопления повреждений; 

· 
0 1 0 1, , ,d dq q  – модули дополнительного изотропного упрочнения и разупрочнения; 

· 
1W  – энергия разрушения при непропорциональном нагружении ( )1D = . 

 Базовый эксперимент 

Для определения материальных функций необходим следующий набор данных базово-

го эксперимента. Упругие параметры определяются традиционными методами. 

Для пластических процессов необходимы: 

· диаграмма одноосного пластического растяжения; 

· диаграмма одноосного пластического растяжения после предварительного сжатия; 

· циклические пластические диаграммы при одноосном растяжении-сжатии с постоянным 

размахом деформации. 

Для описания процессов накопления повреждений и разрушения дополнительно необ-

ходимы: 

· данные по малоцикловой усталости при одноблочном циклическом нагружении с посто-

янным размахом деформации; 

· данные по малоцикловой усталости при двухблочном циклическом нагружении. 

Для описания дополнительного изотропного упрочнения и соответствующих процессов 

накопления повреждений необходимы: 

· данные по дополнительному изотропному упрочнению при двухосном непропорциональ-

ном циклическом нагружении по круговой траектории деформаций и последующему 

разупрочнению при пропорциональном циклическом нагружении; 

· данные по малоцикловой прочности при непропорциональном циклическом нагружении 

по круговой траектории деформаций. 

Расчетно-экспериментальный метод определения материальных функций по данным 

базового эксперимента изложен в работах [18-27]. 

Заключение 

Представленный здесь прикладной вариант теории упругопластических процессов и 

кинетическое уравнение накопления повреждений предназначен для адекватного описания 

процессов упругопластического деформирования и накопления повреждений при непропор-

циональном (сложном) нагружении с учетом эффектов дополнительного изотропного упроч-

нения. 
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