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Аннотация. В статье приводится математическая модель динамики движения 

поршня в цилиндре в слое смазки. Рассмотрены основные уравнения динамики 
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Одним из направлений достижения высоких технико-экономических показателей дви-

гателей внутреннего сгорания является совершенствование конструкции поршневой группы 

двигателей. На современном этапе развития двигателестроения оптимизация конструкции 

поршня в процессе проектирования осуществляется чаще всего на основе всестороннего ис-

следования его напряженно-деформированного состояния с помощью современных методов 

расчета. В результате многовариантных расчетов может быть разработана конструкция 

поршня, обладающего достаточными прочностными характеристиками, обеспечивающими 

необходимую надежность в условиях воздействия высоких динамических, механических и 

тепловых нагрузок при минимальной массе, высокой износостойкости контактных поверх-

ностей, низких потерях на трение [1]. 

Однако на втором этапе проектирования перед конструктором встают вопросы более 

детальной проработки конструкции поршня, а именно: выбор профиля его направляющей 

части в продольной и поперечной плоскости, выбор величины эксцентриситета расположе-

ния поршневого пальца, уменьшение шумности работы двигателя. Решение этих вопросов 

находится в прямой зависимости от возможности исследования влияния конструкции поршня 

на характер и условия его движения в цилиндре. 

Наиболее полно и с наименьшими материальными затратами исследования могут быть 

проведены на математической модели движения поршня в цилиндре. 

Однако математическая модель должна в наибольшей степени отражать реальные 

условия и основные особенности работы поршня в цилиндре. К этим особенностям, в 

первую очередь, следует отнести малые монтажные зазоры между поршнем и цилиндром и 

малую жесткость юбки. Это приводит к возникновению деформаций юбки в рабочих усло-

виях, величина которых обусловлена превышением теплового расширения поршня, теплово-

го расширения цилиндра и первоначального зазора между ними. Для компенсаций возника-

ющего «натяга» поршень выполняется овальной формы, и за счет деформирования юбки ему 

дается возможность расширяться в направлении малой оси овала, то есть в направлении оси 

поршневого пальца. 

На деформации юбки от теплового расширения накладываются деформации, вызван-

ные поперечным перемещением поршня под действием боковой силы. Причем, как показали 

экспериментальные исследования, взаимодействие поршня с цилиндром осуществляется че-

рез масляный слой определенной толщины. Гидродинамические реакции с нагруженной и 

ненагруженной сторон поршня, смещение центров их приложения относительно оси порш-

невого пальца оказывают существенное влияние на поперечное перемещение поршня, его 

перекладку в цилиндре. Эти обстоятельства требуют при разработке математической модели, 

наряду с уравнениями, описывающими динамику движения поршня, решать совместно с 

ними и упруго-гидродинамическую (эластогидродинамическую) задачу применительно к 

направляющей части поршня. Это позволяет исследовать на математической модели влияние 

на динамику движения поршня не только особенностей всего кривошипно-шатунного меха-

низма двигателя (радиуса кривошипа, длины шатуна, эксцентриситета расположения порш-

невого пальца и т.д.), но и особенности конструкции направляющей части поршня (овально-

бочкообразный профиль, наличие термовставок и т.д.). То есть появляется возможность на 



Серия «Транспортные средства и энергетические установки» 

Известия МГТУ «МАМИ» № 2(20), 2014, т. 1   25 

стадии проектирования определять параметры конструкции цилиндропоршневой группы, 

которые обеспечат во время работы двигателя наиболее благоприятные условия работы 

поршня, например, наименьшие углы его наклона в цилиндре или жидкостной характер тре-

ния во время всего рабочего цикла. 

Разработанная математическая модель движения поршня в цилиндре заключается в 

следующем. 

Поршень совершает возвратно-поступательное движение и одновременно поперечное 

плоскопараллельное движение под действием сил и моментов в плоскости качания шатуна 

(рисунок 1). Характеристики возвратно-поступательного движения (перемещение, скорость, 

ускорение) однозначно определяются конструктивными параметрами двигателя (радиусом 

кривошипа, отношением радиуса кривошипа к длине шатуна) и частотой вращения коленча-

того вала. Основная сложность заключается в определении характеристик поперечного дви-

жения поршня. 

Данная задача решалась в квазистационарной постановке.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1 Рисунок 2 

Принимали, что на поршень действуют (рисунок 1) сила давления газов ГАЗF , гидроди-

намические силы масляного слоя в сопряжении «юбка поршня – цилиндр» с нагруженной 
)(

ГF 1 и ненагруженной )(

ГF 2 сторон поршня. 

При возникновении непосредственного контакта между поверхностями трения цилин-

дра и поршня в математической модели учитывались силы ЦПR , возникающие при данном 

взаимодействии. 

На движение поршня также будут оказывать влияние силы трения в сопряжениях «юб-

ка поршня – цилиндр», «поршневое кольцо – поршень» и «поршневое кольцо – цилиндр». 

Вследствие несовпадения линий действия перечисленных сил, возникают моменты от-

носительно оси поршневого пальца, которые определяют вращательное движение поршня. 

С учетом принятой расчетной схемы (рисунок 1), используя принцип Даламбера, была 

составлена система уравнений равновесия сил и моментов, действующих на поршень: 
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Здесь )(

ГF 1
r

; )(

ГF 2
r

 – вектор гидродинамической силы масляного слоя в сопряжении «юб-

ка поршня – цилиндр» со стороны 1 и 2 юбки поршня; 

XШПR
r

; 
ZШПR

r

 – проекции вектора силы реакции связи, действующей со стороны шатуна 

на поршень по оси X и Z соответственно; 

iXКПR
r

; 
iZКПR

r

 – проекции вектора силы реакции связи, действующей со стороны i-ого 

поршневого кольца на поршень по оси X и Z соответственно; 

ЦПR
r

 – вектор силы, действующей на поршень при контакте поршня с цилиндром; 

)(

ТРЮ
F 1
r

; )(

ТРЮ
F 2
r

 – вектор гидродинамической силы трения в сопряжении «юбка поршня – ци-

линдр» со стороны 1 и 2 юбки поршня; 

ЦПТРF
r

 – вектор силы трения, возникающей при контакте юбки поршня с цилиндром; 

XjПF
r

; 
ZjПF

r

 – проекции главного вектора сил инерции поршня и поршневого пальца на 

оси X и Z соответственно; 

)jПO F(M
rr

 – главный момент сил инерции поршня и поршневого пальца; 

)F(M ГАЗO

rr

 – момент силы давления газа (при наличии эксцентриситета расположения 

поршневого пальца). 

При составлении системы уравнений было принято во внимание, что углы наклона 

поршня невелики и поэтому допустимо не учитывать проекцию силы давления газа на ось Z. 

Для нахождения реакции шатуна 
XШПR

r

 и 
ZШПR

r

 составим систему уравнений равнове-

сия сил и моментов, действующих на шатун: 
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XПШR
r

; 
ZПШR

r

 – проекции вектора силы реакции связи, действующей со стороны поршня 

на шатун по оси X и Z соответственно; 

XКШR
r

; 
ZКШR

r

 – проекции вектора силы реакции связи, действующей со стороны коленча-

того вала на шатун по оси X и Z соответственно; 

XjШF
r

; 
ZjШF

r

 – проекции главного вектора силы инерции шатуна на оси X и Z соответ-

ственно; 

)F(M jШO

rr

 – момент силы инерции шатуна. 

Для определения реакции (рисунок 2) со стороны поршневых колец 
iXКПR

r

и 
iZКПR

r

необ-

ходимо составить систему уравнений равновесия сил для каждого кольца: 
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iКГАЗF
r

 – вектор силы давления газа на i-ое кольцо; 

iXПКR
r

; 
iZПКR

r

 – проекции вектора силы реакции, действующей со стороны поршня; 

iКЦТРF
r

 – вектор суммарной силы трения в сопряжении «i-ое поршневое кольцо – ци-

линдр»; 

iПКТРF
r

 – вектор суммарной силы трения в сопряжении «i-ое поршневое кольцо – пор-

шень»; 

iXjКF
r

; 
iZjКF

r

 – проекции главного вектора силы инерции поршневого кольца на оси X и Z 

соответственно. 

Как и при рассмотрении поршня, учтем, что угол наклона поршня достаточно мал, и 

поэтому не будем учитывать проекции 
iКГАЗF

r

 и 
iКЦТРF

r

 на ось Z и 
iПКТРF

r

 на ось X. 

Из системы уравнений (2) и (3) получим расчетные выражения для реакций 
XПШR

r

, 

ZПШR
r

, 
iXПКR

r

, 
iZПКR

r

, которые можно будет использовать в системе уравнений (1). 

Рассмотрим методику расчета основных сил и моментов, действующих на поршень. 

Сила давления газов ГАЗF  может быть определена из индикаторной диаграммы. Силы и 

моменты инерции определяются по общепринятым формулам. 

Для нахождения реакций масляного слоя )(

ГF 1  и )(

ГF 2  необходимо знать распределение 

гидродинамического давления масляного слоя в сопряжении «юбка поршня – цилиндр» [2]: 

ò=
1

)()1(1

S

Г

)(

Г dsspF

 
(4) 

ò=
1

)()2(2

S

Г

)(

Г dsspF

 
(5) 

Здесь )1(

Гp  и )2(

Гp  – распределение гидродинамического давления на нагруженной и не-

нагруженной сторонах поршня; 1s  и 2s  – области действия гидродинамического давления на 

нагруженной и ненагруженной сторонах поршня. 

Давление, действующее на юбку поршня, можно определить из решения уравнения 

Рейнольдса: 

3 3 6 12 ,
p p h h

h h
x x y y x t

æ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶æ ö + = mw + mç ÷ ç ÷¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø
 (6) 

где: h  и p  – толщина и давление масляного слоя; m  – вязкость смазочного материала; w  – 

продольная скорость поршня; t  – время; x , y  – координаты. 

Граничное условие при решении уравнения (6) ,0=Wp  где: W  – контур, ограничива-

ющий поверхность трения. 

Учитывалась переменность вязкости смазочного материала по высоте цилиндра в зави-

симости от теплового состояния деталей сопряжения на рассматриваемом режиме работы 

двигателя. 

Толщина масляного слоя находится из следующего выражения: 

),,(),,(cos])([),(),,( tyxtyxxxzmyxhtyxh Г

П

Т

ПП

Н ddqg ++--+=
 

(7) 

Распределение толщины масляного слоя ),( yxhН  определяется профилем поршня в хо-

лодном состоянии ),( yxu  и монтажным зазором мзD , т.е.: 

мз

Н yxuyxh D+= ),(),(
 

(8) 

Второе слагаемое представляет изменение толщины масляного слоя, обусловленное 

поперечным движением поршня, где: m  – коэффициент (для нагруженной стороны 1+=m , 

для ненагруженной – 1-=m ); z  – перемещение поршня; y  – угловая координата в плоско-
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сти XY ; x  – координата по оси X; Пx  – расстояние от оси пальца до верхней кромки юбки 

поршня; q  – наклон поршня относительно оси пальца. 

Составляющая Г

Пd  определяет влияние на толщину масляного слоя деформации, вы-

званной тепловым расширением поршня и цилиндра (радиальное расширение поршня счита-

ется положительным). 

Последнее слагаемое представляет деформации, обусловленные гидродинамическим 

давлением масляного слоя. 

Рассмотрим методы решения уравнений, которые используются для получения расчет-

ных формул определения гидродинамических характеристик сопряжения «юбка поршня – 

цилиндр». 

Для решения задачи гидродинамики применялся метод конечных разностей. 

После конечно-разностной аппроксимации для всех узлов была получена линейная си-

стема уравнений 

},{}]{[ RpA =
 

(9) 

где: }{p  – вектор-столбец давлений в узлах конечно-разностной сетки; ][A  – двумерная мат-

рица коэффициентов; }{R  – вектор-столбец правой части уравнения Рейнольдса. 

Для нахождения гидродинамических давлений в узлах конечно-разностной сетки необ-

ходимо знать узловые значения толщины масляного слоя, которые находятся из выражения 

(7). 

При определении деформаций поршня от тепловой нагрузки Т

Пd  и гидродинамического 

давления Г

Пd  применялся метод конечных элементов (МКЭ) с использованием моделей, со-

ставленных из объемных элементов. Принималось, что на установившемся режиме работы 

двигателя тепловые деформации поршня и цилиндра постоянны в течение рабочего цикла. 

Для нахождения деформации Т

Пd  при тепловом расширении поршня, согласно основ-

ным положениям МКЭ, необходимо решить следующую систему уравнений: 

},{}]{[ Т

Т

ПТ RK =d
 

(10) 

где: ][ ТK  – матрица жесткости системы элементов пространственной модели поршня; }{ ТR  – 

вектор узловых усилий системы элементов, вызванных температурным полем; }{ Т

Пd  

– вектор-столбец деформаций от тепловой нагрузки. 

Аналогично деформации поршня, вызванные действием гидродинамического давления 

масляного слоя ),,( tyxГd , находились при решении системы линейных уравнений: 

}{}]{[ PK Г

П =d  (11) 

или 

}.]{[}{ PCГ

П =d  (12) 

Здесь: ][C  – матрица податливости; }{ Г

Пd  – вектор-столбец деформаций от гидродина-

мического давления; }{P  – вектор-столбец сил гидродинамических давлений в узлах. 

Для определения матрицы податливости ][C  в каждом узле конечно-элементной моде-

ли поршня на поверхности, трения юбки поршня прикладывалась единичная сила и опреде-

лялись вызванные ею упругие перемещения всех узлов на поверхности трения юбки. 

Взаимосвязь толщины масляного слоя и деформаций от действия гидродинамического 

давления потребовала разработки методики и теории совместного решения задачи гидроди-

намики и теории упругости для сопряжения «юбка поршня – цилиндр». Системы уравнений 

(9) и (12) были преобразованы в нелинейную систему уравнений, описывающую упруго- 

гидродинамическую задачу: 

)}({})]{([ pRppA =  (13) 

или 

0)}({})]{([ =-= pRppAF  (14) 
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Для нахождения гидродинамических давлений при решении системы уравнений (14) 

использовался итерационный метод Ньютона. 

В процессе расчета гидродинамических давлений разработаны мероприятия с целью 

обеспечения выполнения условия положительности действующих гидродинамических дав-

лений на всей рассматриваемой области трения. 

Последовательно решая упруго-гидродинамическую задачу для нагруженной и нена-

груженной сторон поршня, найдем распределение гидродинамических давлений в сопряже-

нии «юбка поршня – цилиндр» и определим реакции масляного слоя. 

В случае возникновения контакта поршня с цилиндром при определении гидродинами-

ческого давления из рассмотрения исключается область контактирования. Вместо уравнений, 

описывающих упруго-гидродинамическую задачу в данной области, вводились в систему 

(14) уравнения, описывающие упругие деформации поршня. 

Определив давление в зоне контакта, находим величину силы ПЦR . 

Выбор зависимостей для расчета силы трения в сопряжениях «юбка поршня – ци-

линдр», «поршневое кольцо – цилиндр» и «поршневое кольцо – поршень» зависит от приня-

тия той или иной гипотезы о превалирующем режиме смазки и трения в этих парах деталей 

[3]. 

Известные современные подходы к описанию трибологии поршневого кольца, основы-

вающиеся на принятии гипотезы о превалировании граничного режима трения, чаще всего 

используют выражения силы граничного трения, в условиях которого вполне оправдано 

принятие общеизвестной зависимости Г. Амонтона в виде:  

,PfF =  (15) 

где P  – нормальная нагрузка на поршневое кольцо; f  – коэффициент граничного трения 

кольца о цилиндр. 

Если при гидродинамическом характере трения брать за основу вторую гипотезу, то 

силу трения необходимо определять на основе выражения, являющегося следствием закона 

Ньютона для тангенциального напряжения в слое жидкости и решения уравнения Рейнольд-

са: 
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(16) 

где: A  – площадь смоченной поверхности; m  – динамическая вязкость смазочного материа-

ла; V  – скорость скольжения тела; h  – толщина слоя смазки; p  – гидродинамиче-

ское давление; x  – координата в направлении скольжения тела. 

Таким образом, определены все силы, входящие в систему уравнений (1). Условием 

окончания расчета для данного положения поршня по углу поворота коленчатого вала явля-

ется выполнение условия равновесия поршня. 

Аналогично находим решение системы уравнений (1): последовательно для различных 

положений коленчатого вала с шагом по углу поворота Dj  (на такте расширения, как наибо-

лее опасном участке хода поршня, расчет проводится с более мелким шагом по углу поворо-

та). 

В результате получим характеристики поперечного движения поршня, распределение 

толщины и гидродинамических давлений в сопряжении для различных положений поршня 

по углу j , и установим изменение минимальной толщины слоя в течение рабочего цикла. 

Расчет прекращается при совпадении с допустимой погрешностью толщины масляного слоя 

и скоростей изменения данной толщины через период времени, соответствующий продолжи-

тельности рабочего цикла двигателя. 

В качестве примера на рисунке 3 представлено положение деформированного под дей-

ствием гидродинамических давлений поршня на такте впуска при 50 .j = 0 . Видно, что со сто-

роны 1 поршня юбка приобретает форму, благоприятную для создания масляного клина. Со 

стороны 2 проявляется действие терморегулирующей вставки, расположенной в среднем по-
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ясе юбки. 

  
Рисунок 3 Рисунок 4 

На рисунке 4 показано изменение боковой силы, силы от качательного движения шату-

на и угла наклона головки поршня на такте впуска при различных длинах шатуна. 

Заключение 

Разработанная математическая модель позволяет исследовать влияние на гидродина-

мические характеристики трения и динамику движения поршня большинства следующих па-

раметров, определяющих работу поршня. 

1. Параметры, характеризующие конструкцию деталей КШМ: 

· конструкция поршня: расположение поршневого пальца (смещение относительно 

продольной оси поршня и положение по высоте поршня); положение центра тяже-

сти поршня; конструктивные особенности, размеры направляющей части поршня 

(распределение толщины юбки по высоте и окружности, наличие разрезов, термо-

регулирующих вставок, особенности профиля); 

· конструкция шатуна (масса, размеры, момент инерции и расположение центра тя-

жести шатуна); 

· радиус кривошипа; 

· монтажный зазор в сопряжении «юбка поршня – цилиндр». 

2. Параметры, характеризующие режим работы двигателя. 

3. Параметры, характеризующие свойства моторного масла (вязкостно-температурная ха-

рактеристика масла). 
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