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зов при функционировании по причине потери устойчивости и разрушения. 
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Аннотация. Предложен параметр напряженного состояния в виде суммы отно-

сительных главных напряжений с коэффициентами их влияния. Коэффициенты 
влияния являются механическими свойствами материала. Диаграмму пластично-
сти при помощи данного показателя предлагается аппроксимировать экспоненци-
альной функцией. Проверка для различных материалов показала достаточную 
близость опытных точек к диаграмме пластичности. Даны рекомендации по опре-
делению коэффициентов при произвольных видах испытаний. Минимальное ко-
личество испытаний – 4.  
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Введение 
Пластичность металлов зависит от ряда факторов, среди которых, кроме природы само-

го материала, основными являются термомеханические параметры процесса: вид напряжен-
ного состояния, температура, история деформирования и пр. Наибольшее распространение 
получил показатель вида напряженного состояния, характеризующий пластичность, опреде-
ляется показателем жесткости напряженного состояния (относительным гидростатическим 

давлением)  по В.А. Бабичкову в виде 
i

321c
�

���
�

��
� , где i� - интенсивность нормаль-

ных напряжений (напряжение Мизеса), c - нормировочный коэффициент; 3,2,1 ���  - глав-
ные нормальные напряжения [1-3].  

Считается, что пластичность металла достаточно хорошо описывается показателем �  
при его отрицательных значениях. Однако в положительной области для пластичных мате-
риалов наблюдается немонотонность зависимости пластичности от � , что вносит неопреде-
ленность при аппроксимации и экстраполяции экспериментальных данных. Поиск удобного 
показателя и функции диаграммы пластичности, отвечающие условиям монотонности, нуле-
вой пластичности при равномерном трехосном растяжении и удовлетворительной корреля-
ции с экспериментальными данными до сих пор является дискуссионным вопросом. Не ис-
ключено, что универсальный показатель напряженного состояния, инвариантный по отно-
шению к механическим свойствам материала, может вообще не существовать, и для каждого 
материала, вообще говоря, может быть свой параметр, от которого монотонно зависит его 
пластичность [3, 4]. 

Целью работы является обоснование показателя вида напряженного состояния с учетом 
свойств материала при аппроксимации диаграммы пластичности монотонной функцией, по-
иск его констант и проверка для различных материалов и критериев деформируемости.  
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Исследование. Результаты 
Основываясь на феноменологическом подходе, предположим, что пластичность зави-

сит от величины 
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���  - относительные главные напряжения, 3k,2k,1k  - ко-

эффициенты влияния относительных главных напряжений на пластичность металла – явля-
ются механическими характеристиками материала, могут быть как положительными так и 
отрицательными, а также равными нулю. В дальнейшем показатель (1) нормирован к едини-

це по величине 11k � , тогда 
1k
3k

3k,
1k
2k

2k �� , т. е. при одноосном растяжении 11k1 ���

. 
Если 13k2k1k ���  – влияние всех относительных главных напряжений равносиль-

но, то получим � � � . Отметим также, что практически все известные показатели можно вы-
разить через величины 3а,2а,1а  с учетом 3k,2k,1k  что дает возможность ставить в соот-
ветствие различные показатели через соответствующие формулы перерасчета [1-5, 8]. Одна-
ко однозначное соответствие корректно лишь при плоском напряженном состоянии или 
частных случаях осесимметричного или плоского деформированного состояний.  

Удачно подобранная аппроксимирующая функция дает возможность строить послед-
нюю по результатам испытаний с минимальным числом опытов и возможностью экстрапо-
ляции.  

Отметим удобную для практических расчетов аппроксимацию диаграммы пластично-
сти по В.А. Огородникову [1, 2]  

)exp(0pepe ���� , (2) 
где p0e  - пластичность металла при сдвиге,  
�  - чувствительность пластичности металла к изменению схемы напряженного состоя-

ния.  
В областях положительных и отрицательных гидростатических давлений предполага-

ется различная чувствительность пластичности металла � . Функция (2) дает необходимую 
точность при 0�	  и сильно зависящую от вида металла при 0
�  [8].  

В результате анализа ряда литературных данных [5-7] (алюминий, сталь), а также про-
веденных экспериментов для сталей У8, У12, титанового сплава ВТ6 установлено, что диа-
грамма пластичности и для показателя �  достаточно точно описывается  экспоненциальной 
функцией 

� ���� qexpdpe ; 

� �� �3a3k2a2k1aqexpdpe ���� , 
(3) 

где d,q  - константы диаграммы пластичности, определяемой показателем � . 
Выбор такой функции связан также с тем, что при трехосном растяжении пластичность 

равна нулю, при трехосном сжатии – бесконечности. Очевидно, что должно выполняться 
условие:  при 0q 
 , 03k2k1 
�� ; при 0q 	 , 03k2k1 	�� ,  иначе при трехосном растя-
жении пластичность металла будет равна бесконечности.  

Если 1�� , то выражение � �qexpd �  определяет пластичность при растяжении p1e ; 

если положить 13k2k ��  и обозначить ��q , 0ped �  то получим зависимость (2). Тогда,  
по аналогии с � , q  есть чувствительность пластичности металла к изменению схемы напря-
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женного состояния, определяемой показателем � . Когда  13k2k �� , коэффициенты q , d  
теряют ясный физический смысл. В частности, параметр d  есть условная пластичность ме-
талла, когда комплекс 33k22k1 ��� ��  равен нулю (или 0�� ).   

Аппроксимация (3) содержит 4 неизвестных величины, следовательно, необходимо по 
крайней мере 4 экспериментальные точки для определения диаграммы пластичности. 
Наибольший интерес представляет область положительного гидростатического давления (

0
� ), поскольку именно здесь наблюдается немонотонность зависимости пластичности от 
� .  Таким образом, ограничиваясь областью 0
�  для калибровки модели выделим 4 харак-
терные точки – испытанием образцов на растяжение, сдвиг, плоское деформированное со-
стояние и равномерное двухосное растяжение. Если количество экспериментальных точек 
для построения диаграммы пластичности превышает 4, то следует искать параметры модели 
(3) методом наименьших квадратов. 

Проверку предложенной модели выполним на основе ряда литературных данных [5-8]. 
Так, на рисунке 1 показаны диаграммы пластичности алюминиевого сплава 6061-T6 (лист 2 
мм) [6], построенные в зависимости от показателей напряженного состояния �  и � . Диа-
грамма пластичности в координатах � - pe  имеет сильную нелинейность и характерные экс-

тремальные зоны, а диаграмма пластичности в координатах � - pe  имеет свойство гладкости 
и тесную корреляционную связь с экспериментом. Ее функция имеет вид: 

� � � ��� ���� 124,885,7exp124,8exp2578pe , (4) 

где 
i

3761,02063,01
�

���
�

��
� . 

 
Рисунок 1 – Диаграммы пластичности алюминиевого сплава 6061-T6 (лист 2 мм)  
Аналогичные результаты дала обработка экспериментов, изложенных в [5-8]. Для 

дальнейшей проверки исследовалась пластичность высокоуглеродистых сталей У8 и У12 
(состояние поставки) и титанового сплава  ВТ6 (отжиг). Для получения расчетных точек ис-
пытывались плоские образцы в условиях сдвига, с выкружками, в условиях плоского изгиба 
и на двухосное растяжение по пробе Эриксена. Параметры напряженного состояния и вели-
чины предельных деформаций рассчитывались по методу сеток. В таблице 1 приведены ко-
эффициенты аппроксимации (3). 

Неудобство использования параметра напряженного состояния �  состоит в его уни-
кальности для каждого материала. Можно предположить, что для определенной группы ме-
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таллов некоторые константы, входящие в показатель, будут иметь определенные корреляци-
онные связи. Однако данное предположение требует глубокой экспериментальной проверки.  

Следует отметить высокую степень корреляции рассчитанных диаграмм с эксперимен-
том, а также слабую зависимость коэффициента 3k  от свойств исследуемых материалов (-
0,75...-0,82). 

Таблица 1 
Коэффициенты аппроксимации, согласно (3) 

 
Использование предложенного показателя напряженного состояния �  и соответству-

ющих аппроксимаций (3)  в моделях разрушения состоит в том, что вместо традиционной 
функции диаграммы пластичности � ��pe  следует применять функцию диаграммы разруше-

ния � ��pe , поскольку физический смысл накопления повреждений введенный показатель �  
не изменяет. Область применения того или иного критерия остается в соответствие с реко-
мендациями его использования в зависимости от вида процесса и истории нагружения.  

Таким образом, аналитические зависимости расчета степени использования запаси пла-
стичности и деформационные критерии разрушения запишем с учетом � ��pe . Например, 
критерий В. Л. Колмогорова [9] 

� � 1
e

0 pe
ide

*
i

�� �
�

� . (5) 

Тензорный критерий Г. Д. Деля [4] 

� � � ��
�

��
pe

p
ijd
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ijd ��� , 
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ijija42a11a
�
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Направляющий тензор скоростей деформаций ij�  также следует поставить в зависи-
мость от параметра �  

� ��
�

� ijf
ide
ijd

3
2

ij �� , (7) 

где � ��ijf  – функция, связывающая историю нагружения в виде направления с пара-

метром � .  � ��ijf , может быть рассчитана с использованием ЭВМ по напряженно-
деформированному состоянию. 

Рассмотрим процесс, характеризующийся линейностью пути деформирования в коор-
динатах � - pe . В координатах � - pe  для алюминиевого сплава 6061-T6 (лист 2 мм) тот же 
путь деформирования будет иметь достаточно сложную форму (см. рисунок 1). Для примера 
расчета степени использования запаса пластичности (СИЗП) применим (5): 

� � 87,0
e

0 pe
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Материал d  q  
2k  3k  

алюминиевый сплав 2025-T351 [5] 58130 11,81 -0,108 -0,786 
алюминиевый сплав 6061-T6 (лист 2 мм) [6] 2578 8,124 -0,063 -0,761 

сталь WBP [7] 202 -0,134 0,028 -0,822 
титановый сплав ВТ6 38,4 5,09 0,2 -0,75 

сталь У12 23,33 3,63 0,02 -0,79 
сталь У8 11,24 3,153 0,08 -0,78 
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Погрешность расчета СИЗП составила 26%� � , что существенно при оценке дефор-
мируемости, поскольку с использованием менее точной модели разрушение должно насту-
пить, а по предложенной – имеется достаточный запас.  

Предложенную аппроксимацию можно расширить до области одноосного сжатия, т.е. 
для области 21 		� � , в которой реализуются большинство процессов штамповки. В этом 
случае диаграмму разрушения описывает одна аналитическая функция, что удобно при мо-
делировании процессов разрушения. Следует отметить, что для проверки и калибровки мо-
дели использовались преимущественно данные для плоского и частично для осесимметрич-
ного напряженного состояния. При объемном напряженном состоянии проверка требует по-
становки экспериментов в камере высокого давления [1, 3].   

Выводы 
Использование параметров напряженного состояния, с учетом свойств материала, поз-

воляет аппроксимировать диаграммы пластичности монотонными функциями с существенно 
меньшим отклонением от опытных данных, чем с использованием параметра � . Одним из 
таких параметров может быть �  - сумма относительных главных напряжений с весовыми 
коэффициентами их влияния на пластичность в виде (3).  Больше всего влияет на пластич-
ность i11а ��� , второе по силе влияния – i33а ���  ( 2k3k1k �� ). Установлено, что 

коэффициент 3k  для исследованных алюминиевых сплавов равен -0,76...-0,79, углеродистых 
сталей, титанового сплава ВТ6 -0,82...-0,85. Для получения диаграммы разрушения необхо-
димо провести 4 испытания для разных схем напряженного состояния. С учетом постоянства 
коэффициента 3k  - три. Точность диаграммы разрушения в области положительных растя-
гивающих напряжений существенно выше, чем диаграммы пластичности � ��pe  при прове-

дении такого же количества опытов. Использование диаграммы разрушения � ��pe  в извест-
ных деформационных критериях для процессов, протекающих в области положительных 
гидростатических давлений, может существенно уточнить значение СИЗП до 2-х раз.  
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