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Решения (2) дифференциальных уравнений (1) должны удовлетворять граничным усло-

виям, соответствующим способам закрепления концов вала. В рассматриваемой системе (ри-
сунок 1) на свободных концах вала граничные условия будут: 

.0  ;0  ;0  ;0 =′′′=′′=′′′=′′ vvuu  (16) 

Изложим теперь кратко последовательность расчета критических скоростей 0ω  рас-
сматриваемой роторной системы (рисунок 1). Подставляя (2) в граничные условия на левом 
конце вала (16) и соответствующие условия сопряжения для каждого участка, которые могут 
выражаться соотношениями (5), (6), (7), (8) или (9) совместно с (15), находим зависимости 
между произвольными постоянными последующего и предыдущего участков вала. Затем на 
основе граничных условий (16) на правом конце вала получим систему из четырех линейных 
однородных уравнений относительно четырех произвольных постоянных. В этой системе 
уравнений коэффициенты при произвольных постоянных зависят от критической скорости 

0ω  и параметров ротора. Далее, используя метод остатка, добиваемся за счет изменения 0ω  
того, чтобы определитель  системы четырех однородных уравнений равнялся нулю. Вели-

чина угловой скорости 

Δ

0ω , при которой определитель Δ  обращается в нуль, является крити-
ческой. 

Выводы 
Дана последовательность расчета критических скоростей ротора с учетом его связи с 

корпусом электронасоса. Критические скорости ротора определяются методом начальных 
параметров в аналитической форме. 
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пружин, трансмиссия, упругая характеристика. 
Для снижения уровня крутильных колебаний в трансмиссиях автомобилей широкое 

распространение получили демпферы с кусочно-линейной упругой характеристикой, к при-
меру, трехступенчатой (рисунок 1). 
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Рисунок 1 - Упругая характеристика демпфера крутильных колебаний сцепления 
Первая ступень предназначена для снижения шума шестерен в коробке передач на хо-

лостом ходу, вторая и третья – для снижения крутильных колебаний в трансмиссии при дви-
жении в тяговом режиме или режиме торможения двигателем [1]. Многоступенчатость дос-
тигается установкой пружин в окнах разной ширины, иногда пружины устанавливаются с 
предварительным натягом. 

При работе демпфера в зонах I, II (рисунок 1) возможно возникновение повышенных 
динамических нагрузок в трансмиссии автомобиля вследствие резкого изменения жесткости 
демпфера с конечной до бесконечной (преднатяг пружин). 

Для проверки этой гипотезы проведено моделирование работы трансмиссии на данном 
режиме. Расчетная схема представлена на рисунок 2. 

 
Рисунок 2 - Расчетная схема трансмиссии 

На рисунке 2: 
двJ  – приведенный момент инерции вращающихся и поступательно движущихся частей 
двигателя, сцепления и половины пружин демпфера; 

свдJ  – суммарный момент инерции ступицы ведомого диска и половины пружин демп-
фера сцепления; 

 – суммарный момент инерции первичного вала коробки передач с закрепленными на 
нем шестернями и синхронизаторами; 

пвJ

вгJ – суммарный момент инерции вторичного вала коробки передач и ведущей части 
главной передачи; 

кпJ  – суммарный момент инерции колес в сборе и полуосей; 
амJ  – момент инерции условного маховика, кинетическая энергия которого равна кине-
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тической энергии поступательно движущегося автомобиля; 

дС  – жесткость демпфера сцепления; 
пвС  – жесткость первичного вала; 
вгС  – суммарная жесткость вторичного вала и главной передачи; 
пС  – суммарная жесткость полуосей; 
шС  – суммарная тангенциальная жесткость шин; 
двT  – полигармонический крутящий момент двигателя; 
тT  – момент трения демпфера сцепления; 
саT  – момент сопротивления движению автомобиля; 
замϕ  – угол работы демпфера; 

шпвгпвд ,,,, KKKKK  – коэффициенты демпфирования на участках; 
,кпi  – передаточное число коробки передач; 

гпi  – передаточное число главной передачи. 
Применяя уравнение Лагранжа второго рода, запишем систему нелинейных дифферен-

циальных уравнений для данной расчетной схемы: 
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где: Ti  – моменты на участках: 
( ) ( ) ( ) тсвдвдсвдвддсвдвдд1 TsignKCT ⋅ϕ−ϕ+ϕ−ϕ+ϕ−ϕ=  (2) 

( ) ( )пвсвдпвпвсвдпв2 ϕ−ϕ+ϕ−ϕ= KCT  (3) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ−

ϕ
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ−

ϕ
= вг

кп

пв
вгвг

кп

пв
вг3

i
K

i
CT

 
(4) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ−

ϕ
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ−

ϕ
= кп

гп

вг
пкп

гп

вг
п4

i
K

i
CT

 
(5) 

( ) ( )акпшакпш5 ϕ−ϕ+ϕ−ϕ= KCT  (6) 
Система уравнений (1) справедлива для случая, когда демпфер сцепления не заблоки-

рован. Демпфер не заблокирован, если угловые скорости ведомого диска и его ступицы не 
равны, а угол закрутки пружин демпфера меньше угла работы демпфера. 

Для случая, когда демпфер заблокирован, система уравнений запишется в следующем 
виде: 
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(7) 

Если замсвдвд ϕ≥ϕ−ϕ  или 0свдвд ≤ϕ−ϕ , то система переходит из состояния (1) в со-
стояние (7). Обратный переход происходит, если 

замдсвдсвд2 ϕ⋅<ϕ⋅− CJT 2 JT и тсвдсвд 1 TT >−ϕ⋅+ . 

Полигармонический крутящий момент двигателя  в зависимости от угловой скоро-

сти коленчатого вала  и угла открытия дроссельной заслонки 

двT

двϕ β  определяется по методи-
ке, изложенной в [4] с учетом [5]. 

В расчетах варьируются – эффективный крутящий момент двигателя, жесткость ступе-
ней демпфера:  

,1;1
32 исх3исх2 C

k
CC

k
C ⋅=⋅=

 
(8) 

где:  – исходная жесткость второй ступени; 2исхC

3исхC  – исходная жесткость третьей ступени; 
k  – коэффициент (изменяется в пределах от 0,2 до 2). 
Два варианта установки пружин демпфера: 

• вариант «а», пружины третьей ступени демпфера установлены с преднатягом; 
• вариант «б», пружины третьей ступени демпфера установлены без преднатяга. 

Некоторые упругие характеристики демпфера для сравнения представлены на рисунке 
3. 

 
Рисунок 3 - Упругие характеристики демпфера 
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Результаты расчетов для демпферов с преднатягом пружин и без преднатяга представ-

лены соответственно на рисунках 4 и 5. 

 
Рисунок 4 - Поверхность зависимости амплитуд крутильных колебаний от 

эффективного крутящего момента двигателя и жесткости ступеней демпфера с 
преднатягом пружин 

 
Рисунок 5 - Поверхность зависимости амплитуд крутильных колебаний от 

эффективного крутящего момента двигателя и жесткости ступеней демпфера без 
преднатяга пружин 

Как видно из рисунков, наличие «ступенек» в характеристике крутильной жесткости 
демпфера, обусловленное преднатягом пружин, негативно влияет на работу трансмиссии. 
Амплитуды пиковых нагрузок на первичном валу коробки передач в случае использования 
демпферов с преднатягом пружин примерно в 3 раза превышают таковые в случае использо-
вания демпферов без преднатяга пружин. 
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Графики зависимостей амплитуд крутильных колебаний от эффективного момента дви-

гателя для демпферов с разной жесткостью представлены на рисунках 6 и 7. 

 
Рисунок 6 - Зависимость амплитуд крутильных колебаний от эффективного крутящего 

момента двигателя (демпферы с номинальной жесткостью ступеней, k = 1) 

 
Рисунок 7 - Зависимость амплитуд крутильных колебаний от эффективного крутящего 

момента двигателя (демпферы с вдвое уменьшенной жесткостью ступеней, k = 2) 
Из графиков видно, что значительные нагрузки в трансмиссиях с демпферами с пред-

натягом пружин возникают на режимах, соответствующих, во-первых, выключению второй 
ступени и, во-вторых, включению третьей ступени демпфера. При работе трансмиссии на 
моменте внутри этого интервала нагрузки снижаются. Причем чем выше жесткости второй и 
тетьей ступеней, тем это снижение более заметно.  
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Для демпфера, не имеющего преднатяга пружин, нагрузки на участке, соответствую-
щем переключению ступеней, плавно повышаются до соответствующих работе на третьей 
ступени. Это обусловлено тем, что вследствие неравномерности крутящего момента двига-
теля часть времени демпфер работает на второй ступени жесткости, часть – на третьей. 

Таким образом, исследования подтверждают гипотезу о негативном влиянии преднатя-
га пружин демпфера сцепления на динамические нагрузки в трансмиссии автомобиля. 
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Усиливающаяся конкуренция в современном автомобилестроении способствует воз-
растанию различных требований, предъявляемых к автомобилям, и особенно – связанных с 
показателями виброкомфорта. Среди наиболее важных проблем по-прежнему остается высо-
кий уровень шума и вибраций, вызванных различными факторами, зависящими как от кон-
структивных особенностей автомобиля, его узлов и агрегатов, так и от внешних условий. 

При исследовании вибронагруженности легковых автомобилей в последнее время за-
метна тенденция к усложнению и использованию пространственных расчетных моделей [3]. 
Задача по определению вибропараметров все чаще переходит из линейной постановки в не-
линейную, позволяя учесть тонкости и нюансы, присущие реальному объекту. 

Среди множества различных методов расчета при анализе виброакустического состоя-
ния автомобиля следует отметить метод конечных элементов (МКЭ) [2]. Универсальность 
математического аппарата, используемого различными конечно-элементными расчетными 
пакетами, такими как MSC/NASTRAN, позволяет решать практически любые задачи. Кроме 
этого, средства инженерного анализа (CAE), на основе МКЭ, введенные в процесс проекти-
рования автомобиля на заводах, позволяют на стадии проектирования получить оптимизиро-
ванный вариант конструкции и значительно снизить издержки на доводку готового изделия.  

Таким образом, сформирована цель исследования – разработать уточненную простран-
ственную конечно-элементную модель (КЭМ) переднеприводного легкового автомобиля в 
нелинейной постановке с учетом системы выпуска отработавших газов для оптимизации па-
раметров опор силового агрегата. 

Для достижения поставленной цели поставлены следующие задачи: 
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