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Выводы 

й
и  мы уравнений, что повышает точность математического моделирования. 

Использование кинематических характеристик подвески дает возможность избежать слож-
ного математического описания работы ее направляющих элементов. 

Приложение 1. 
Обозначения и индексация переменных, входящих в уравнения: 

 – моменты инерции в первоначальной системе координат; 
 – моменты инерции в новой системе координат; 
– соответствующие смещения осей новой системы координат относительно 

первоначальной; 
 – произведения инерции в первоначальной системе координат; 

Предложенная методика вычисления моментов инерции составляющих систему масс в 
едино  системе координат позволяет представить математическое описание движения объ-
екта в в де систе

xI , yI , zI

'xI , 'yI , 'zI
'x , 'y  , 'z  

xyP , yzP , xzP

''yx , ''zyP , ''zxP  – произведения инерции в новой системе координат; P
T  – кинетическая энергия системы; 
U  – потенциальная энергия системы; 
R  – диссипативная функция Релея; 

iQ  – обобщенная сила; 

i  – обобщенная координата; 

iq�  – обобщенная скорость; 

0xI , 0yI , 0zI  и 0xyP , 0xzP , 0yzP  – моменты инерции и произведения инерции подрессорен-
ной массы относительно осей 

q

x , y , z ; 

0x , 0y , 0z  – координаты центра подрессоренной массы; 

xV , yV , zV , p� , r� , ψ�  – линейные и угловые скорости по соответствующим осям коорди-
нат; 

iq  – возможное перемещение подрессоренной массы; 

iq'  – возможное перемещение неподрессоренной массы; 
j  – номер неподрессоренной массы; 
P  – сила аэродинамического сопротивления; w

tjR , njR , zjR  – продольная (боковая, вертикальная) реакция j -го колеса; 
 – эквивалентный силовой фактор, вводимый при разрыве подвески, действующий в 
направлении соответствующей оси; 

 – вес автомобиля; 
 – обозначение центра масс автомобиля; 
 – крутящий момент

xjF

aG

aM

kjM  j -го колеса; 
 – момент сопротивления поворотуjM δ j -го колеса; 
 – момент сопротивления развалусрjM j -го колеса. 

Математическая модель качения эластичного колеса по деформируемому 
грунту 

к.т.н., с.н.с. Чистов М.П., Наумов А.Н. 
МГТУ «МАМИ», 21 НИИИ АТ МО РФ 

Статья посвящена описанию взаимодействия эластичного колеса с деформируе
мым ений, позво-

-
 грунтом. В приведенной математической модели сделан ряд допущ
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ляющий значительно упростить соответствующие инженерные расчеты. 

 получению основных 
формул, характеризующих этот процесс. 

 образуется соответст-
вующа зона ность. С целью уп-
рощения задачи  с поверхностью движения 
предпо га тс а постоянны. Таким образом, 
задача е о
ной пов изуемой тремя координатами, переходят к рассмотрению контакт-
ной дву

Учитывая, в значитель-
ных диапазонах в рных расчетов целе-
сообра орму контактной линии взаимодействия колеса с 
грунто

В одиночного эластичного колеса по деформируемому 
грунту Чистовым совместно со специалистами 21 НИИИ АТ МО РФ 
[1], бы щения: 
рассматрив  по ровному горизонтальному участку грунта со ско-
рост

нормальное пр ние ли 
механ е  беговой дорожки колеса и распре-
деляется жки; 

положение  в и н  п
ности  с высотой сегмента, равной ее радиальному прогибу, а нормальное давление 
по в

кривол в контакт с грунтом до плоской 
зоны рмы со свободным радиусом колеса r; 

измене  с грунтом при ее прогибе вследствие не-
значительного нт для совре-
менных шин р проходимости не учитывает-
ся; 

увеличе оявлении горизонтальных сил (в зависимости от 
режи яется в функции поправки на буксование колеса; 

расстоян унта до плоской зоны постоянна (глубина 
погру ствует глубине образуемой колеи. 

Сх  д ому грунту представлена на рис. 1, 
где: Н – г  беговой дорожки колеса.  

Криволинейная зона контактной линии располагается от входа беговой дорожки в кон-
та
сом колеса r. 

Расстояние от поверхности недеформируемого г
глубине образуемой колеи Н. 

По теореме Пифагора длина плоской части контактной

В общем случае взаимодействие колеса с полотном пути можно разделить на 3 части: 
механика поверхности движения, механика колеса и шины, механика взаимодействия колеса 
с дорожно-грунтовым основанием. Данная статья посвящена краткому описанию взаимодей-
ствия эластичного колеса с деформируемой поверхностью движения и

В результате взаимодействия колеса с поверхностью движения
я  контакта, представляющая собой пространственную поверх

 рассмотрения процессов взаимодействия колеса
ла е я, что контактные напряжения по ширине контакт

 п рех дит из трехмерного пространства в двухмерное, т.е. от рассмотрения контакт-
ерхности, характер
хмерной линии. 

что   параметры грунта крайне нестабильны и могут изменяться
течение дня, с целью снижения трудоемкости инжене

зно использовать упрощенную ф
м.  
 математической модели качения 
, разработанной М.П. 
ли приняты следующие допу

аемое равномерное качение
ью около 1 м/сек.; 

на яже  и давление в контакте колеса с грунтом определяется законами 
ики грунтов через глубину погруж ния элементов

 равномерно по всей ширине контакта беговой доро

 и ел чи а лоской зоны контакта определяется хордой экваториальной окруж-
 шины

сей площади этой зоны принимается равномерным; 

инейная зона располагается от входа беговой дорожки 
 и принимается цилиндрической фо

ние (увеличение) ширины шины в контакте
 влияния этого изменения на глубину погружения колеса в гру
егулируемого давления с протектором высокой 

ние глубины образуемой колеи при п
ма качения) определ

ие от поверхности недеформируемого гр
жения колеса при качении) соответ

ема качения эластичного колеса по еформируем
лубина колеи, шz  − прогиб шины, кВ  − ширина

кт с поверхностью движения и принимается цилиндрической формы со свободным радиу-

рунта до плоской зоны контакта равно 

 линии: 
222 шшh zrzl −= . (1) 
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Рис. 1. Расчетная схема движения эластичного колеса по деформируемой поверхности 

движения при 0кк rr ≤  
Исходная зависимость, уточняющая общеизвестное уравнение М.Н.Летошнева по оп-

ределению вертикального давления в контакте колеса с грунтом через коэффициент сни- qk  
жения нормального удельного сопротивления грунта вдавливания на глубину Нр от сколь-
жения, выглядит следующим образом: 

μ

μ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
=

p

ш
гq H

hzH
pkq 210 , (2) 

где: 
ине вдав-

фициента предлагается 
эмпи

гр  − удельное сопротивление грунта смятию колесом на глубину Нр; 
μ  − степенной коэффициент изменения указанного сопротивления по глуб

ливания; 
Нр = 0,01 м – глубина погружения штампа, определяющая удельное сопротивление 

грунта смятию гр . 
Из анализа результатов экспериментальных исследований качения колесных движите-

лей по деформируемым грунтам для указанного поправочного коэф
рическое выражение: 

( )'8,01 бq sthk −= . (3) 
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При  ( )     0' >бs 0кк rr <
0

0'

к

кк
бб r

rrss −
==      (4) 

При  ( )   0' <бs 0кк rr >
к

кк
б r

rrs 0' −
=       (5) 

В формулах (4) и (5)  - радиус качения без буксования, - радиус качения в теку-
щем режиме. 

Радиус качения эластичного колеса без буксования: 

0кr кr

r
zzr

zzr
r

шш

шш
к 2

2

0
2

arcsin

2

−⋅

−⋅
= . 

(6) 

С учетом принятой расчетной схемы (рис. 1) и допущениями вертикальная реакция в 
криволинейной части контактной линии 

 (7) 

В плоской зоне

∫∫
++

==
ш

ш

ш

ш

zH

z
к

zH

z
zкzк dxqBdRR .

 constqn =  и nnzn FqR ⋅= , где  - площадь плоской зоны контакта. 
Условие равновесия вертикальных сил, действующих на колесо: 

 nF

zRG =к , znzкz RRR +=  (8) 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
= ∫

+ μ

μ
ш

ш

zH

z p

ш
кгqzк dh

hrh
hr

H
hzH

BpkR
2

2

2
10 , (9) 

μ

μ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

p
nгqzn H

HFpkR 210 . (10) 

С учетом выражений (9) и (10) уравнение (8) можно записать в виде: 

0
2

10
2

2 =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

−

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
− ∫

+ μμ

μ
ш

ш

zH

z
n

pp

ш
кгqк F

H
Hdh

hrh
hr

H
hzH

BpkG . (11) 

Площадь плоской зоны контакта: 
( ) 2215 шкF rzBk −2,02 zF −= , (12) шn

где Fk  − поправочный коэффициент площади отпечатка шин, который может быть выражен 
зависимостью: 

np
F

drk 5,0
r2

−
= , (13) 

где:  d − посадочный диаметр шины, 
− радиус кривизны профиля беговой дорожки шины. 

В  два неиз-
вестных

Для их ния необходимо составить второе уравнение, которое можно получить 
из выр

npr  
 полученном уравнении (11), если задаваться пробуксовкой бs ,  остаются
: Н и шz . 

 определе
ажения вертикальной реакции в плоской зоне и радиального прогиба шz : 

ш

zn
ш c

z = , (14) 
R

0102 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

μ

с μ
n

p
гqшш H

Hpkz . F (15) 
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Значе ради н в функции давления воздуха вр  [5]: ния текущей альной жесткости ши
( )[ ]вш pKKthKс +⋅= 321 , (16) 

где: коэффициенты уравнения р
− давление воздуха в шине. 

я (
ину образуемой колеи Н и прогиб шины с учетом влияния на них продоль-

ных с шинах. На базе указанных уравне-
ний можно вывести формулы для определения продольных сил, а также крутящего момента 
и сопротивления качению колеса при его взаимодействии с грунтом. 

Для нахождения продольных сил целесообразно воспользоваться известным и ха-
ники грунтов законом Кулона, который с уточнениями Я.С. Агейкина [2, 4] по коэффициен-
там н

щим образом: 

1 , K  − егрессии, K 2 , 3K

вр  
Полученные уравнени 11) и (15) позволяют по вертикальной нагрузке на колесо оп-

ределить глуб  шz  
ил (через пробуксовку колес) и давления воздуха в 

з ме

асыщенности и очищаемости протектора, а также с учетом среза грунта торцевыми 
ребрами грунтозацепов выглядит следую

( )[ ] ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+−+σϕ−+=τ

Д

T
HTHHшH F

Fkkkctgkkk 1211 000max , 

здесь ициенты 

(17) 

: Hk , 0k  − коэфф насыщенности и очищаемости протектора, 

шk  − коэффициент трения материала шины о грунт, 

0ϕ  и − угол внутреннего трения и удельного сцепления грунта, 
− коэффициент насыщенности протектора по торцу шины, 
и − площади торца (бокового кольца шины) по вы оте боковых ребер то-
зацепов и беговой дорожки шины в контакте с грунтом. 

Для упрощения формул примем: 

 0с  

HTk  

TF   ДF  с грун

( ) ψ=ϕ−+ tgtgkkk HшH 01 , (18) 

( ) ( ) c
Д

T k
F

kkkc =⎥
⎤

⎢
⎡

−+− 121 . HTH F ⎥⎦⎢⎣
00 (19) 

В уравнениях (17) и (19) 

Г

ТГ
HTk ≈

l
l , (20) 

TГT rhF π≈ 2 , кД rBF π≈ 2 , 

С учето ого формула (19) примет вид: 

(21) 
где: Г , Гl  и ТГl  - высота грунтозацепов в торце, его шаг и ширина посередине высоты. 

м вышеизложенн
Th

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−=

к

ТГ

Г

ТГ
Hc B

h
l
lrkkck 1100 . 

 по сцеплению тан-

генци

(22) 

Таким образом, получена возможность определения максимального

ального напряжения maxτ , с помощью которого через накопленный сдвиг и относи-
ый сдвиг можно определить развиваемую колесом максималь ю силу тяги. Однако 

как максималь ое
тельн ну

н , так и  значениетекущее  τ  зависит от относительного сдвига элемен- сдХ  
тов беговой дорожки, а при 0=сдХ  0=τ . 

Для выражения текущих значений τ  через закон Кулона и соответ вуст ющий сдвиг 
можно воспользоваться методом интерполяции сплайнами кривой ( )сдХτ . При этом ль-
зование кубических сплайнов позволяет получить максимальное приближение рассматри-
ваемой функции к экспериментальной с обеспечением упомянутых выше условий. В общем 
виде эта функция выражена как 

 испо
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( ) ( )сдcсд ХBkХAtg +ψσ=τ , (23) 

( )
⎪⎩ ≤≤ 11 сдбт Хsпри

( )

⎪
⎝⎠⎝ бтсд

⎪⎪
⎨

+⎟
⎟
⎠

⎜
⎜ −−⎟

⎟
⎜
⎜ − 114,114,0 сдсд при

ssА

⎧
<

⎞⎛⎞⎛

=

23

бсд
бт

sХ
ХХ

Х , (24) 

( )
( )
( )

( )
( )

⎪⎩ > 10 сдХпри

К криволинейной зоне контакта rdR

⎪

⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤
−

−
−

−

−

≤

= 1
1

12

1

13
3

3

2

2

сдбт
сд

сд

сд

сд

бтсдсд

сд Хsпри
Х

Х

Х

Х
sХприХА

ХВ . (25) 

≡σ  и TdR≡τ . Соотношение (23) примет вид: 
( ) ( ) α+⋅ψ= drBХBkХAtgdRdR ксдcсдrT . (26) 

Учитывая, что α+α= sincos Trzк dRdRdR , получим выражение для определения эле-
ментарной радиальной составляющей: 

( )
( )сд

ксдczк
r ХAtg

dR
⋅α⋅ψ+α

drBХBkdR αα− sin
(27) 

Тогд

=
sincos

. 

а 
( )( ) ( )

( ) ( ) α+
⋅α⋅ψ+α

⋅ψαα−
= drBХBk

ХAtg
dR ксдc

сд
T sincos

ХAtgdrBХBkdR сдксдczк sin
       (28) 

Принимая во внимание, что α−α= sincos rTхк dRdRdR , получим: 
( ) )( ( )( )

( ) ( )+
⋅ψ+α

α
α−⋅ψαα

rBХBk
ХAtg

ХAtgdrBХBR
сдc

сд

сдксдczк

cos
sincossin−

= d
kd

dR кхк cos . (29) 

оответствии с принятыми допущениями и расчетной -
мой нормальное давление в контакте: 

В плоской зоне контакта в с  схе

const
F
zс

Н
Нрkq

п

шш

р
гqzn ==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==σ

μ

μ210 . (30) 

Из уравнения (26)  
( ) ( )[ ] α+⋅ψ= drBХBkXAtgqdR кcдпсдпznxn c . 

Из полученных уравнений можно получить суммарную продольную силу (реакцию) в 
контакте колеса с поверхностью движения: 

(31) 

xnхкxк RRRР +== . (32) 
ьной реакции соответствуют 

развиваемой колесом при соответствующем буксовании иле тяги и отрицательные -
кающей силе. 

ных вертик  

При этом положительные значения суммарной продол  xR  
 с  кP   - тол

Значения крутящего момента на колесе будут складываться из моментов от элементар-
альных сил zdR  с соответствующим им плечом по оси Х в криволинейной RzкM  и

плоской RzпM  зонах, от горизонтальных (продольных) элементарных сил xdR  с плечом по 
оси Z, а также момента сопротивлению шин. 

к MM fшRxnRxкRznRzк MMМM ++++= . (33) 
следу

, (35) 

Составляющие крутящего момента можно выразить ющим образом: 

∫=
F

z

zкRzк dRrM
α

α

αsin , (34) 

αF

RxM ∫
α

α=
z

xкк dRr cos



Раздел 1. Наземные транспортные средства энергетические установки и двигатели. 

Известия МГТУ «МАМИ» № 2(4), 2007.   89

( )шxnRxn zrRM −= , (36) 

Fп
п

шш
Rzn хF

F
zс

M ΔΔ⋅= , (37) 

( )шшшНшНfш zrzсfМ −= . (38) 
В уравнении (38) и  - коэффициенты сопротивления качению и радиальные 

жесткость с номинальным значением давления воздуха в шине, 
шНf  шНс

22
2
785.1

шшF zrzх −=Δ , кшшп В2zrzF 2215.0 −=Δ . 

Полученное математическое описание процесса прямолинейного качения эластичного 
колеса по деформируемому грунту при известных нагрузочных и размерных параметрах ко-
леса, теристи  харак чной 
шины, а также механических параметрах грунта, позволяе расчетным путем опреде е 
показатели , например, в функции 

нт сопротивления качен

показателях жесткостных харак к и теристик протектора его эласти
т лять вс

 этого качения буксования колеса.  
Так, коэффицие ию колеса можно получить по следующим 

формулам [3]:  

к
к

к

к

ккк
fк Р

r
М

r
rРМP −=

⋅α
⋅α−

= α , (39) 

шгк
z

fшfг

z

fк

z

к
к

к

к R
f ==  ff

R
РP

R
PР

r
М

+=
+

=
−

. (40) 

Из выражений, описывающих качение одиночного колеса, можно вывести математиче-
скую модель движения автомобиля.  

ых выражений и свидетельствуют о возможности их 
использования при построении математической модели прямолинейного движения о-
биля. 
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