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Решение задач с плоскими треугольными элементами в граневых моделях 
поверхностей  

к.т.н. Суслин В.П. 
МГТУ «МАМИ» 

Для граневых моделей поверхностей часто используются плоские треугольники в каче-
стве аппроксимирующих элементов. К примеру, геометрические модели в формате STL ис-
пользуют именно такие аппроксимации. При этом с плоскими треугольными элементами 
решаются различные геометрические задачи, например такие, как определение принадлеж-
ности точки треугольнику, определение точки пересечения прямой и плоскости треугольни-
ка и др. 

Рассмотрим первую задачу. Она является частным случаем задачи о принадлежности 
точки многоугольнику. Это известная задача в экранной графике. Для ее решения использу-
ется два метода, описанные в различных монографиях по машинной графике [1, 2]. Один ос-
нован на вычислении суммы углов, а второй - на подсчете числа пересечений луча, прохо-
дящего через тестируемую точку, со сторонами многоугольника. В обоих случаях требуется 
преобразовать систему координат так, чтобы координатная плоскость совпала с плоскостью 
треугольника, т.е. привести пространственную задачу к плоской. 

В программном обеспечении, разработанном в лаборатории САПР МГТУ «МАМИ», 
используется другой метод решения задачи о принадлежности точки треугольнику, а также 
ряда других задач, связанных с треугольными элементами. Он не требует преобразования 
пространственной системы координат в плоскую, экономичен по объему вычислений и прост 
по логике. 

Пусть имеется невырожденный треугольный элемент , определенный вершина-

ми 
1 2 3VV V

( )1 1 1 1
TV x y z= , ( )2 2 2 2

TV x y z=  и ( )3 3 3 3
TV x y z=

1 3 u

. Введем двумерную параметризацию с 
параметрами u и ν так, чтобы в вершине V1 было u, ν = 0, на стороне 

 и на стороне VV1 2 0, 0− ν = 1u≤ ≤VV 0, 0 1− = ≤ ν ≤  (рис. 1). Такая параметри-
зация связана с косоугольной системой координат [3]. 
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Рис. 1. 

Утверждение 1.  
Векторная функция  

( ) ( ) ( )2 1 3 1, 1R u V V u V Vν = − + − ν +V  (1) 
определяет точки плоскости треугольного элемента. 

Доказательство 

Пусть ( )T

x y zN n n n=  - вектор нормали плоскости треугольного элемента. Тогда урав-

нение плоскости будет 
0xx yy zzn n n p+ + − =  (2) 

Запишем компоненты функции (1) 
( ) ( ) ( )2 1 3 1, 1x u x x u x xν = − + − ν + x , 

( ) ( ) ( )2 1 3 1,y u y y u y y yν = − + − ν + 1 , 

( ) ( ) ( )2 1 3 1,z u z z u z z zν = − + − ν + 1  
и подставим их в уравнение (2).  

После приведения подобных членов получим 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 1 2 1 2 1 3 1 3 1 3 1

1 1 1 0

x y z x y z

xx yy zz

n x x n y y n z z u n x x n y y n z z

n n n p

⎡ ⎤ ⎡− + − + − + − + − + − ν⎣ ⎦ ⎣

+ + + − =

⎤ +⎦
 

В этом уравнении коэффициенты при u и ν равны нулю, т.к. являются скалярными про-
изведениями ортогональных векторов. Свободный член также равен нулю, т.к. в нем коор-
динаты вершины V1 треугольника подставлены в уравнение его плоскости. 

Таким образом, функция (1) обращает уравнение (2) в тождество, что и доказывает ут-
верждение 1. 

Утверждение 2.  
Для точки плоскости треугольного элемента, лежащей внутри треугольника или на его 

границах, имеют места неравенства: 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ ν ≤ 1, u + ν ≤ 1. 
Доказательство 

Два первых неравенства выполняются по определению параметрических координат. 
Докажем третье неравенство. 

Подставим в формулу (1) . Получим параметрическое уравнение прямой 1 uν = −
( ) ( )2 3, 3R u V V uν = − +V , проходящей через вершины . Таким образом, на третьей 

стороне треугольника имеет место равенство 
2 3V V

1=+ vu . Через произвольную точку T с пара-
метрическими координатами , лежащую внутри треугольника, проведем координатную TT vu
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прямую, параллельную оси u (рис. 2).  

 
Рис. 2. 

На этой прямой Tvv = , а u изменяется равномерно от −∞  до +∞ . Внутри треуголь-

ника, включая границы, будет ( )0, 1 Tu = −⎡⎣ v ⎤⎦

3

. Так как точка выбрана произвольно, то для 
любой точки внутри треугольника, включая границы, будет выполняться неравенство 

, или u , что и требовалось доказать. 0 1u≤ ≤ − ν 1+ ν ≤
Проведем несколько задач, которые можно решать методом параметризации треуголь-

ника. 
Задача 1. Проецирование точки на треугольник. 

Имеется треугольник, заданный вершинами , и точка T с координатами x, y, 
z, в общем случае не лежащая в плоскости треугольника. Требуется найти проекцию этой 
точки на плоскость треугольника и определить принадлежность проекции точки треугольни-
ку. 

1 2, ,V V V

Решение. 
Задачу будем решать методом наименьших квадратов путем минимизации расстояния 

от точки до плоскости треугольника. Функцию, описывающую треугольник, представим в 

виде ( ), u vr u v = α +β +γ , где ( )T

x y zα = α α α , ( )Tx y zβ = β β β , ( )Tx y zγ = γ γ γ  - векторные 

коэффициенты, определенные в формуле (1). Тогда задача минимизации запишется так: 

( )2min , u vu v tα +β + γ −  
Приравняв нулю частные производные этой функции по u и ν, получим систему из двух 

линейных уравнений с двумя неизвестными 
11 12 1a u a b+ ν =  

21 22 2a u a b+ ν =  
где: 11 2 2 2x y za = α + α + α , 12 21 x x y y za a= = α β + α β + α βz 22 2 2 2, x y za = β +β +β ,  

( ) ( ) ( )1 x x y y zb x y z= α − γ + α − γ + α − γ z , ( ) ( ) ( )2 x x y y zb x y z z= β − γ + β − γ +β − γ  

Определитель этой системы равен нулю только в том случае, если треугольник вырож-
денный. Во всех других случаях система уравнений положительно определена и имеет един-
ственное решение. Оно дает значения параметров u и ν проекции точки на плоскость тре-
угольника.  

Для решения задачи нужно выполнить около 60 арифметических операций, включая 
проверки 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ ν ≤ 1, u + ν ≤ 1 для определения принадлежности точки треугольнику 
и вычисление координат точки по формуле (1). 
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Задача 2. Определение положения точки (вне/внутри треугольника). 

Пусть известно, что точка  лежит в плоскости треугольника с вершинами 
. Требуется определить положение точки - вне или внутри треугольника. 

( Tz,y,xt = )
321 V,V,V

Решение. 
Подставим координаты точки в формулу (1), используя те же обозначения, что и в за-

даче 1. Получим три линейных уравнения с двумя неизвестными: 
x x xu v xα +β = − γ , 

y yu v x yα +β = − γ , 

z z zu v xα +β = − γ . 
Эту переопределенную систему будем решать методом Гаусса с выбором главного 

элемента по столбцам. Так как треугольник невырожденный, то вектор α имеет хотя бы одну 
ненулевую компоненту. Поэтому возможен выбор главного элемента в 1-ом столбце и по-
следующее деление на этот элемент. После перестановки уравнений и исключения неизвест-
ного наибольший элемент следует искать во втором столбце в 2-х последних уравнениях. Из 
выбранного уравнения найдем v и затем подстановкой в 1-ое уравнение вычислим u. Далее 
нужно выполнить операции сравнения 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ ν ≤ 1, u + ν ≤ 1 для определения положе-
ния точки. Всего эта процедура включает 31 арифметическую операцию, в том числе 9 опе-
раций вычисления коэффициентов, 3 операции выбора главных элементов, 9 операций ис-
ключения неизвестных , 4 операции обратного хода, 6 операций сравнения u и ν с предель-
ными значениями. 

Задача 3. Определение точки пересечения прямой и плоскости треугольника. 
Требуется найти точку пересечения прямой и плоскости треугольника и определить 

положение этой точки относительно треугольника. 
Решение. 

Пусть прямая задана уравнениями двух пересекающихся плоскостей 
1 1 1 1 0a x b y c z p+ + − = , 

2 2 2 2 0a x b y c z p+ + − = , 

а треугольник - параметрической векторной функцией ( ),r u v u v= α +β + γ .  
Подставим компоненты векторной функции в уравнения плоскостей и после приведе-

ния подобных членов получим систему из двух линейных уравнений с двумя неизвестными u 
и ν: 

11 12 1a u a v b+ =  

21 22 2a u a v b+ = . 
Если система имеет решение, то можно найти значения параметров u и ν и определить 

положение точки пересечения. При необходимости можно вычислить пространственные ко-
ординаты точки пересечения по векторной функции треугольника. Решение задачи требует 
выполнения 67 арифметических операций, из которых 12 затрачиваются на вычисление ко-
ординат точки пересечения. 

Многолетнее применение рассмотренных методов решения задач в прикладном про-
граммном обеспечении показало их работоспособность и высокую надежность. 
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