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Задача о форме контура тонкого пластического слоя, сжимаемого параллельными 
сближающимися плоскостями, впервые поставлена в диссертации В.Н. Безухова; математи-
чески это задача Коши для нелинейного эволюционного уравнения. В [1] получены некото-
рые решения этой задачи и доказана предельная теорема: если начальный контур – замкну-
тая кусочно-гладкая кривая, то при больших степенях сжатия он как угодно мало отличается 
от окружности. Результаты [1] обобщены на случай сжимаемого материала [2], упруго-
деформируемых плоскостей [3], анизотропии материала слоя и контактного трения [4]. Ис-
следованы некоторые задачи о возможной неустойчивости течения. 

В представленной работе приводится общая постановка задачи течения в тонком слое 
[5, 6]; выделяется, как основная, кинематическая часть задачи – определение линий тока и 
контура области, поскольку давление со стороны слоя на поверхности контакта находится 
простой квадратурой. 

Уравнение растекания изучается в классе автомодельных решений; под ними подразу-
меваются такие решения нелинейных уравнений в частных производных, конкретный вид 
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которых определяется интегрированием некоторых обыкновенных дифференциальных урав-
нений. 

1. Постановка задачи. Представим себе тонкий слой идеально-пластического материа-

ла, который в начальный момент времени занимает в плоскости  область , ограничен-

ную кусочно-гладким контуром : 

Oxy 0S

0Г ( )000 xy ϕ= . Слой сжимается жесткими поверхностями, 
движение которых задано, поэтому толщина слоя ( )tyxh ,,  - известная функция координат и 
времени. Состояние в слое определяют три функции: давление со стороны слоя на поверхно-

сти  и вектор скорости ( tyxp ,, ) ( ) ( ){ }t,y= xvtyxu ,,,,V . При условиях 
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эти функции подчиняются системе уравнений [5, 6] 
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Обозначим Г : ( txy ,00 )ϕ=  - контур в момент времени ; функция 0>t ( tx ,0 )ϕ  опреде-
ляется в процессе решения задачи, индексом «ноль» помечаются точки, принадлежащие кон-

туру. Внутри области существует линия разветвления течения ( )t,xxy , 0γ= , на которой 
0=V  и которая также находится в процессе решения задачи. Система (1.1) дополняется гра-

ничным условием: 
( ) Гtxyx ∈= ,, 000 ϕ , Sp λσ= , (1.2) 

здесь: SS τσ 3=  - предел текучести материала слоя, λ  - множитель порядка единицы.  
Отметим важное для дальнейшего следствие уравнений (1.1): линии тока и уровня ор-

тогональны контуру. 
Задача об определении давления p  (при известном контуре Г ) выделяется; действи-

тельно, из (1.1) и (1.2) имеем 
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после чего V  находится из последнего уравнения (1.1) и соотношения 
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Обозначим ( ) ( )SSp τλσς 2−= ; тогда нетрудно показать [7,8], что решение задачи (1.3) 
записывается в форме функционала 
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в котором ω  - линия тока: ( )βα ,,xfy = ; её явный вид находится из уравнения Эйлера-
Лагранжа как экстремаль функционала (1.4) 
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параметры βα ,  находятся из граничных условий 
( ) ( txxf 00 ,, )ϕβα = , ( ) ( ) 1,,'' 00 −=βαϕ xftx . (1.6) 

Линия разветвления течения γ  определяется как проекция на плоскость xy  ребра эпю-
ры давления. 
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Для завершения постановки задачи необходимо определить контур Г  в произвольный 

момент времени  (будем называть это задачей о растекании). Выделим элементарную 

полоску, ограниченную соседними линиями тока, отрезком  дуги контура и соответст-
вующим отрезком проекции ребра; условие сохранения массы имеет вид: 

0>t

0dS

( ) 0=∫∫ σρ
σ

dV n

, 
здесь σ  - боковая поверхность выделенной полоски,  - внешняя нормаль к ней. n

После элементарных преобразований получим [9] 

( ) ( )tyxh
tdx

dStyxhVdx
t
h

x
f

n

x

x

,,,, 00
0

00
0

0

1
∂
∂

==
∂
∂
⋅

∂
∂
∫

ϕ

, 
(1.7) 

при этом учтено, что вследствие условий (1.6) уравнение линии тока может быть записано в 

виде: . Нижний предел интегрирования  в общем случае не определяется, по-
скольку построить общее решение уравнения (1.5) не представляется возможным. 

( txxfy ,, 0= ) 1x

Итак, представлена полная система уравнений (1.4), (1.5), (1.7), граничных и начальных 
условий, на основе которых задача о течении в слое может быть исследована, во всяком слу-
чае, современными численными методами. Видно, что основную трудность составляет «ки-
нематическая» часть задачи, поскольку давление определяется простой квадратурой (1.4). 
Именно кинематика течения – задача о растекании – будет предметом последующего изло-
жения. Рассмотрим только частный случай ( )thh = , в котором оказывается возможным за-
метно продвинуть аналитическое исследование задачи и получить новые точные или при-
ближенные решения. Из (1.5) следует, что линии тока – это двухпараметрическое семейство 
нормалей к контуру; на основании (1.6) получаем 
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здесь и далее штрих обозначает производную 0x∂
∂ϕ

. Для производной 0x
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След ребра определяется контуром, поэтому его уравнение будет иметь вид 
( )txxy ,, 0γ= ; приравняв это к (1.8), получим неявное уравнение для определения : 1x
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Подставим (1.9) в (1.10) и проинтегрируем 
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Введем степень деформации соотношением: 
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= h

h0lnτ
,  - начальная толщина слоя; 

из (1.11) окончательно получим 
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(1.12)

вместе с начальным условием: ( ) ( )000 0, xx ϕϕ =  это составляет задачу Коши. 
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Предположим, что область  симметрична относительно оси S x  и такова, что след реб-

ра - конечный или бесконечный ее отрезок; тогда ( ),, 0 0=txxγ , и из (1.10) следует 
'01 ϕϕ ⋅+= xx , уравнение (1.12) приобретает вид 

"
2
1' 22 ϕϕϕϕϕ

τ
ϕ

⋅+⋅+=
∂
∂

. 
(1.13)

2. Решение в форме «бегущей волны». 
Будем искать автомодельное решение уравнение (1.13) в следующем виде 

( ) ( )tf 2ϕξϕ ⋅= , ( )tax 1ϕξ ⋅−= , (2.1) 
после подстановки в (1.13) получим 
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Для того, чтобы это уравнение стало обыкновенным дифференциальным уравнением 
относительно функции ( )ξf , следует положить 

2
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=

−
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, 2
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ϕ
ϕ

, 
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из (2.2) после этого будем иметь 

fcfcffff 12
22 ''2" +=⋅+⋅ . (2.4) 

Как видно, уравнение (2.4) не зависит явно от переменной ξ , поэтому допускает пони-

жение порядка заменой ( )'f p f= ; для второй производной имеем , поэтому (2.4) 
обращается в уравнение Абеля второго рода 

'" ppf ⋅=

fcpcfpppf 12
22 2' ++−= . (2.5) 

Стандартной заменой  это уравнение приводится к виду ( )fupf =2

3
12' fcucuu += . (2.6) 

К сожалению, общее решение этого уравнения построить не удается, поэтому рассмот-
рим частные случаи. 

а) ; уравнение (2.4) приобретает вид 01 =c

( ) '2
2 fcff =

′′  
и интегрируется 

12
2 afcff +=′ . 

Это уравнение с разделяющимися переменными имеет общее решение 
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Отметим, что при  из (2.2) получаем , 01 =c te=2ϕ
tea

ca 222
1 4 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−=ϕ

. Уравнение (2.7) 
может быть исследовано численно. 

б) ; из уравнения (2.6), которое приобретает вид , получаем после ин-
тегрирования 

02 =c 3
1' fcuu =
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Функция  введена заменой ( )fu ( ) ( )fuffp =2
, поэтому имеем далее 
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Функцию ( )ξf  отсюда находим в форме эллиптического интеграла 
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. 
Исследование этого решения следует проводить в зависимости от области изменения 

переменной ξ  и параметров , , . 1c 1a 2a
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Введение 
При непрерывном параметрическом нагружении оболочки [1-6] наблюдается прежде 
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