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исследований. 
В поведении амплитуд проявлялся гистерезисный характер. В зависимости от увеличе-

ния или уменьшения амплитуды напряжения на излучающем преобразователе (сначала ам-
плитуда уменьшалась, затем увеличивалась) пороговое напряжение появления первого пика 
менялось. Амплитуда колебаний на приёмном преобразователе также менялась. 
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Рис. 6. Пороговая зависимость амплитуды колебаний на приёмном преобразователе от 
амплитуды колебаний на излучающем преобразователе. Пустые метки – ход вниз, 

цельные квадратики – ход вверх. 
Выводы 

Проведённые ультразвуковые исследования показывают, что в области контактов ша-
риковых элементов подшипниковых узлов могут возникать значительные механические на-
пряжения. В результате возникают колебания шариков на одной из мод их собственных ко-
лебаний. Возникновение этих колебаний носит пороговый характер. С учётом малого радиу-
са контактной площадки (10 – 100 мкм) возникающие при контакте напряжения имеют зна-
чительную величину. Приведённые результаты могут представлять интерес при расчёте ша-
риковых элементов подшипниковых узлов. 
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Влияние осесимметричных начальных неправильностей сферической 
оболочки на ее критическую нагрузку 

д.т.н., проф. Григолюк Э.И. , д.ф.-м.н., проф. Лопаницын Е.А. 
МГТУ «МАМИ» 

В работе приведены результаты исследования влияния осесимметричных начальных 
неправильностей формы жёстко защемлённого пологого сферического купола, нагруженного 
равномерным поперечным давлением, на его верхнюю критическую нагрузку. В качестве 
начальных неправильностей используются формы изогнутой поверхности сферического ку-
пола, присущие ему на этапах до- и закритического осесимметричного деформирования. Для 
описания процесса деформирования купола применяются уравнения Маргерра в осесиммет-
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ричной постановке. Их решение строится методом Релея-Ритца с аппроксимацией радиаль-
ных перемещений и прогиба купола суммами по функциям Бесселя. Решение получающейся 
методом Релея-Ритца системы нелинейных алгебраических уравнений ищется методом про-
должения с выбором параметра продолжения, близкого к оптимальному параметру. Рас-
смотрены отклонения формы купола с наибольшими значениями, не превышающими одной 
трети от толщины стенки, что соответствует изменяемости формы купола в пределах до 0.3% 
от его радиуса. Показана различная степень влияния форм начальной неправильности на 
критическую нагрузку. Найдено, что получающиеся значения верхней критической нагрузки 
в выбранном диапазоне изменения величины начальной неправильности полностью охваты-
вают диапазон её экспериментальных значений. 

Введение 
Теория оболочек является одним из подробно изученных разделов механики. История 

ее развития насчитывает почти 200 лет. Однако, невзирая на её проработанность, в настоя-
щее время в теории оболочек еще остаются нерешённые проблемы. Одной из них является 
проблема, которая заключается в отсутствии окончательного обоснования причин несовпа-
дения теоретически и экспериментально найденных критических нагрузок для тонкостенных 
конструкций. Впервые этот факт был обнаружен в работе Б.А. Болея и Э.Э. Секлера (1939) 
(см. работу Кармана и Цзяна [30](1939)), которые экспериментально показали, что критиче-
ская нагрузка потери устойчивости сферических оболочек почти в 4 раза меньше той, кото-
рая получается из расчёта по формуле Цолли [56](1915). В дальнейшем реальность такого 
рассогласования была подтверждена многими экспериментаторами. 

Наибольшее количество исследований по сферическим оболочкам выполнено для жё-
стко заделанного по контуру упругого пологого сферического купола, нагруженного равно-
мерным поперечным давлением (см. рис. 1). Практически все авторы теоретических иссле-
дований для описания потери устойчивости купола с учётом его геометрически нелинейного 
предварительного напряжённо-деформированного состояния использовали уравнения Мар-
герра. К числу таких работ, где рассматривалась потеря устойчивости сферического купола в 
осесимметричной постановке, следует отнести работы В.И. Феодосьева [19](1946), Е. Рейса 
[36](1956), Р. Симонса [38](1956), Е. Рейса с Г. Гринбергом и Г. Келлером [37](1957), Г. Вей-
ничке [51](1958), Р. Арчера [22](1958), Б. Будянского [25](1959), М.С. Корнишина [12](1964) 
и др. В некоторых работах авторы рассматривали не только потерю устойчивости купола, но 
и его закритическое поведение. Это работы Г. Вейничке [52](1960), Дж. Тёрстона [42](1961), 
Дж. Мескола [34](1966), Д.И. Шилькрута с Н.В. Шевандроновым, В.П. Мораром и Ю.А. 
Максимовым [17](1969), Л. Бауэра с Е. Рейсом и Г. Келлером [24](1973), Н.В. Валишвили 
[1](1976) и т.д. 

Перечень работ с экспериментальными исследованиями потери устойчивости пологих 
сферических куполов менее обширен, чем с теоретическими исследованиями. Среди них, в 
первую очередь, должны быть упомянуты работы Г. Цзяня [45](1942), К. Клёппеля с О. Юн-
гблатом [31](1953), А. Каплана с Й. Фунгом [28](1954), Р. Хоумвуда с А. Брайном и А. 
Джонсоном [27](1963), М. Кренцке с Т. Кирнаном [32](1963), Г. Адама с П. Кингом 
[21](1965), С. Тильмана [44](1970), М. Сунагавы с К. Ичидой [39,40](1973) и [41](1974) и Дж. 
Галлетли [26](1976). 

Более подробно история развития теории и практики расчётов на устойчивость сфери-
ческих куполов вместе с экспериментальными исследованиями описана в книгах С.П. Ти-
мошенко с С. Войновским-Кригером [16], А.С. Вольмира [2], Э.И. Григолюка с В.В. Кабано-
вым [5], в монографии Э.И. Григолюка с В.И. Мамаем [9], а также в обзорах Т. Кармана с А. 
Керром [29], М. Сунагавы с Н. Кумаи [14] и И.И. Воровича и Н.И. Минаковой [3]. 

Сопоставление экспериментально и теоретически полученных значений критических 
нагрузок для жёстко заделанных по контуру пологих сферических куполов, находящихся под 
действием равномерного поперечного давления, показывает их значительное расхождение. 
Это видно на рис. 2, взятом из [9].  
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Рис. 1. 

 
Рис. 2. 

Здесь под )2()]1(3[ 22212* EhqRq ν−=  понимается безразмерное поперечное давление, 

а под 
212412 ])([)]1(12[ Rhaν−=μ  – параметр тонкостенности оболочки. Линиями 1 и 2 на 

рис. 2 показаны теоретически найденные зависимости верхней  и нижней  критических 
нагрузок осесимметрично деформирующегося идеально сферического купола от его пара-
метра тонкостенности. Волнистая линия с обозначениями n = 2, 3,..., 10 показывает значения 
наименьшей критической нагрузки его несимметричной потери устойчивости. Точками на 
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рис. 2 отмечены значения верхней критической нагрузки, которые взяты из эксперименталь-
ных работ различных исследователей. 

Причин такого несовпадения результатов несколько. Это как условия экспериментов, 
так и особенности математической модели оболочки. В первую очередь сюда относятся на-
личие у оболочки начальных неправильностей и начальных напряжений в ней, отличие усло-
вий нагружения оболочки и закрепления её на контуре от тех, которые учитываются в мате-
матической модели, неоднородность свойств материала оболочки, несимметричность её де-
формирования и т.п. Попытки учесть в расчётах эти особенности реального сферического 
купола и способов его нагружения и закрепления, как отмечено в [9], успехом не увенчались. 
Это можно видеть по работам М. Уемуры [49](1953) и [18](1969), Б. Будянского [25](1959), 
М.С. Корнишина [12](1964), Р.Г. Суркина [15](1965) и Дж. Тёрстона с Ф. Пеннингом 
[43](1966), где рассматривались несовершенства формы купола, и по работам М. Мишонова 
[35](1966), Ф. Бауэра с Г. Келлером и Е. Рейсом [23](1967), Л. Ванга [50](1968) и А.В. Пого-
релова [13](1968), где рассматривались несовершенства способа закрепления купола. 

В конце 1970-х годах интерес к этой проблеме угас. Не последнюю роль в этом сыграло 
отсутствие устойчивого метода решения систем нелинейных алгебраических уравнений 
большого порядка, к которым сводятся различными методами дискретизации дифференци-
альные уравнения равновесия оболочек. Поэтому по сей день не существует набора парамет-
ров математической модели оболочки, записанной на основе уравнений Маргерра или Рейс-
снера, с помощью незначительного варьирования которых можно было бы получить весь 
спектр экспериментально найденных значений верхней критической нагрузки. В такой си-
туации для инженерных расчётов применяется коррекция теоретически полученных значе-
ний критической нагрузки посредством трех экспериментально найденных коэффициентов, 
учитывающих начальные прогибы оболочки, вид граничных условий и возможность работы 
материала оболочки в упруго-пластической области. 

Интерес к этой проблеме возродился только после внедрения в расчётную практику ме-
тодов продолжения, позволяющих без каких-либо серьёзных трудностей с вычислительной 
устойчивостью решения проходить любые предельные точки на траектории нагружения обо-
лочек. Примером этого могут служить работы С.С. Гаврюшина [9](1994), Э.И. Григолюка с 
Е.А. Лопаницыным [8](2002), Я. Марциновского [33](2004) и монография В.Л. Якушева 
[20](2004). Приемлемый компромисс между расчётными и экспериментальными данными 
был найден К. Учиямой и М. Ямадой, которые, как и многие, сначала пытались получить их 
согласование посредством учёта осесимметричных и несимметричных начальных непра-
вильностей формы оболочки (см. [46](1974) и [47](1975)). Суть их подхода заключается в 
следующем. В экспериментальных работах С. Ямада, К. Учияма и М. Ямада [53](1980) и 
[54](1983) помимо других параметров процесса деформирования оболочки замерили её на-
чальный прогиб, который появлялся после её закрепления на испытательном стенде. Эти 
данные о начальном прогибе оболочки М. Ямада с С. Ямадой [55](1983) и К. Учияма с С. 
Ямадой [48] (2000) использовали в своих расчётах методом конечных элементов процесса 
деформирования оболочки с её прощёлкиванием и последующим полным выворачиванием. 
В результате они получили высокую степень согласованности теоретических и эксперимен-
тальных значений верхней критической нагрузки. 

В связи с вышеизложенным целью данного исследования является выяснение степени 
влияния осесимметричных начальных неправильностей формы оболочки на её критическую 
нагрузку. В отличие от подобных исследований других авторов, где форма начальной непра-
вильности оболочки задавалась по усмотрению исследователя достаточно произвольным об-
разом, в данной работе в качестве начальных неправильностей использованы формы изогну-
той поверхности идеально сферической оболочки, присущие ей на этапах до- и закритиче-
ского деформирования. 

Постановка задачи 
Для описания процесса деформирования оболочки конечных прогибов как в докрити-

ческом состоянии, так и во время потери устойчивости и при закритическом деформирова-
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нии в работе используются уравнения Маргерра, записанные в полярной системе координат r 
и θ (см. рис. 1). Основанием этих уравнений является квадратичный закон описания дефор-
маций. Для осесимметрично деформирующегося пологого сферического купола с малыми 
осесимметричными начальными неправильностями )(~~ rww =  он имеет вид 
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r
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w
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где:  и – деформации и кривизны срединной поверхности купола, u – ради-

альные перемещения её точек, w – прогиб, 
rrrr ee κθθ ,, θθκ

drdwr =ϑ  и drwdr
~~

=ϑ – углы поворота норма-
ли к срединной поверхности купола в радиальном направлении. 

Эти деформационные соотношения с использованием закона Гука 
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дают следующие выражения для потенциальной деформации купола и работы приложенного 
к нему поперечного давления 
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где )]1(12[ 23 vEhD −=  – цилиндрическая жёсткость стенки купола, а )1( 2vEhB −=  – её 
жёсткость на растяжение-сжатие. 

Потенциальная энергия деформации купола и работа приложенного к нему поперечно-
го давления посредством подстановки их в вариационное уравнение Лагранжа 

0)( =−δ AП , (3) 
позволяют получить уравнения равновесия, называемые уравнениями Маргерра 
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и соответствующие им граничные условия для случая жёсткой заделки купола по контуру 
o
rr Qwu ,...,,, ϑ – ограничены при r = 0, 0=ϑ== rwu  при r = a, (5) 

где: – оператор Лапласа, – нелинейный дифференциальный оператор второго порядка 2∇ 2N
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F – силовая функция Эри, определяемая удельными нормальными и сдвиговыми уси-
лиями 
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o
rQ – обобщённая радиальная удельная поперечная сила 

)~(2
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o
r Nw

dr
dDQ ϑ+ϑ+∇−= . 

Уравнения (4) и граничные условия(5) образуют корректно поставленную краевую за-
дачу, описывающую все этапы процесса деформирования купола. 

Алгоритм решение задачи 
Для решения задачи о конечных прогибах пологого сферического купола применяется 

метод Релея-Ритца. В соответствии с его алгоритмом перемещения точек срединной поверх-
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ности купола представляются функциональными суммами 
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где:  и – искомые обобщённые перемещения, – известные коэффициенты разло-
жения малых начальных прогибов купола, а базисные функции 

oiU оiW оiW~

)(ρoiu  и ) , которые, ис-
ходя из структуры уравнений равновесия купола (4) и граничных условий (5), представляют-
ся следующим образом 

(ρоiw

)()( 1 ρν=ρ oioioi JAu , )]()([)( 00 ρω−ρω=ρ oioioioioi IbJCw . 
Здесь Jn – функция Бесселя первого рода n-го порядка, In – модифицированная функция 

Бесселя первого рода n-го порядка, а постоянные Aoi, Coi и boi и коэффициенты voi и ωoi также 
находятся из граничных условий. 

Потенциальная энергия деформации купола (1) и работа внешней нагрузки (2) с пере-
мещениями в виде (6) после выполнения операций интегрирования записываются в виде ко-
нечных сумм, аргументами которых являются обобщённые перемещения  и . Даль-
нейшая реализация метода Релея-Ритца позволяет получить уравнения равновесия оболочки 
относительно обобщённых перемещений. Для этого потенциальная энергия деформации П и 
работа внешней нагрузки A подставляются в уравнение Лагранжа (3), откуда получается сис-
тема нелинейных алгебраических уравнений, имеющая в матричной форме вид 

oiU оiW

0)( =xf . (7) 

Здесь под  имеется в виду вектор, составленный из частных произ-
водных полной потенциальной энергии деформации оболочки Э = П – A по перемещениям 

, 

Τ= ),...,(
max21 Nffff

oiU )o oKN 2max,1(oi Ki =W , = , а вектор x в соответствии с идеей о равноправии переменных 
решения [10,11] составлен из обобщённых перемещений, к числу которых добавлена безраз-
мерная поперечная нагрузка 

Т*
1111 )........( qWUWUWU

ooKooKoooo=x . 
Решение системы нелинейных алгебраических уравнений (7), порядок которой с этого 

места для упрощения письма считается равным n, строится методом непрерывного продол-
жения, основу которого составляет численное решение соответствующей ей задачи Коши с 
нулевыми начальными условиями, описывающими ненагруженное состояние оболочки. Для 
этого, аналогично [7], на каждом шаге по параметру λ, близкому к длине траектории нагру-
жения, решается система линейных алгебраических уравнений 

,bJф =  (8) 
где: J – расширенный и дополненный якобиан системы нелинейных алгебраических уравне-
ний (7), ф – вектор продолжения решения x, а b – вектор правых частей: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ε

=

++

+

+

1,1,1

1,,1,

1,1,11,1

....

....
................

....

nnn

nnnnn

nn

ff
fff

fff

J , , . 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ϕ
ϕ

ϕ

=

+1

1

....

n

n

ф

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

b
0
....
0

b

Элементы якобиана J подсчитываются как частные производные левых частей системы 
нелинейных алгебраических уравнений (7) по аргументам решения, в число которых вклю-
чена безразмерная нагрузка q*. Параметр ε в системе (8) выбирается из условия наилучшей 
обусловленности якобиана этой системы, а параметр b – из условия близости вектора про-
должения решения ф к нормированному. В результате вектор ф, являющийся с геометриче-
ской точки зрения касательным вектором к траектории нагружения, становится вектором 
правых частей нормальной системы обыкновенных дифференциальных уравнений 

)(xфx
=

λd
d , (9) 
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численное решение которой даёт координаты точек траектории нагружения купола. 
Для компенсации погрешности в определении вектора x, накапливающейся в процессе 

численного решения системы уравнений продолжения (9), используется метод дискретного 
продолжения [6]. Его основой является метод Ньютона-Рафсона, реализованный для расши-
ренного пространства переменных системы уравнений. Каждая итерация метода Ньютона-
Рафсона в соответствии с [6] организуется посредством решения системы линейных алгеб-
раических уравнений вида 

0fxJ =Δ , 
где Δx – вектор невязок решения, а f0 – расширенный вектор левых частей системы нелиней-
ных алгебраических уравнений (7): 

Τ
+ΔΔΔ=Δ )....( 11 nn xxxx , . Τ= )0....( 10 nfff

Такой подход даёт возможность существенно повысить точность численного решения 
системы нелинейных уравнений (7) методом непрерывного продолжения и уменьшить его 
трудоёмкость за счёт увеличения шага интегрирования по траектории. 

Результаты расчета 
В качестве объекта данного исследования был выбран жёстко защемлённый по контуру 

купол с параметром тонкостенности μ = 6, находящийся под действием равномерного попе-
речного давления q. При коэффициенте Пуассона ν = 0.3 такое значение параметра тонко-
стенности соответствует идеально сферическому куполу с углом раскрытия φо= 19о и с от-
ношением радиуса кривизны к толщине стенки R/h = 100. Его траектория нагружения в слу-
чае осесимметричного деформирования [8] показана на рис.3. 

 
Рис. 3. 

На этой траектории присутствуют предельные точки В и Н и точки бифуркации Н1,..., 
Н4 и К1,..., К4. В предельных точках купол должен терять устойчивость прощёлкиванием. 
Однако наличие на траектории нагружения точек бифуркации указывает на то, что при дос-
тижении значения нагрузки, соответствующей первой точки бифуркации Н2, должна проис-
ходить эйлерова потеря устойчивости с образованием двух волн по окружности купола. По-
этому устойчивыми участками траектории рассматриваемого купола являются участок от 
точки 0 до точки Н2 и участок справа от точки Н. 

Значение безразмерной критической нагрузки при рассмотрении только осесимметрич-
ных деформаций купола составляет = 0.972. Это верхняя критическая нагрузка (см. рис. 3, 
точка В). Если учесть возможность несимметричной потери устойчивости такого купола, то 
его критическая нагрузка составит = 0.769, что соответствует эйлеровой потере устойчи-
вости с двумя волнами по окружности (см. рис. 3, точка Н2). В то же время эксперименталь-

*
крq

*
крq
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ные данные (см. рис. 2) указывают на диапазон критических нагрузок от 0.28 до 0.9. 
Наиболее существенной причиной такого рассогласования является наличие у купола 

малых начальных отклонений формы от сферической, допустимая величина которых, судя 
по исследованиям [48, 53–55], не превышает 30% от толщины стенки купола. Такие отклоне-
ния формы купола образуются случайным образом, и измерить их можно только на уже из-
готовленном и установленном на испытательном стенде куполе. При этом в [8] было выска-
зано предположение о том, что на величину критической нагрузки купола наибольшее влия-
ние должны оказывать те начальные неправильности, которые являются суперпозицией 
форм его закритических неустойчивых состояний равновесия. 

Для проверки этого предположения при расчёте деформирования купола под действием 
равномерного поперечного давления были учтены осесимметричные начальные отклонения 
в виде пронормированных по максимальной величине форм изогнутой поверхности идеаль-
но сферического купола в предельных и промежуточных точках осесимметричной части тра-
ектории его нагружения. Эти формы для предельных точек В и Н и некоторой промежуточ-
ной точки А показаны на рис.3. Числами на изображениях этих форм отмечены значения 
безразмерной аппликаты купола z*= z/h, причём внешняя окружность каждого изображения 
соответствует нулевому значению аппликаты. 

При расчёте купола в суммах (6), аппроксимирующих перемещения и прогиб, учитыва-
лось по 6 слагаемых. Как показано в [8], относительная погрешность определения координат 
точек траектории нагружения в этом случае не превышает 5%. При выполнении расчётов ве-
личина *

max
~w  наибольшего относительного отклонения срединной поверхности купола от 

сферической, являющаяся отношением величины наибольшего отклонения к толщине стенки 
купола, использовалась в качестве множителя для его нормированных начальных прогибов. 
Положительные значения  соответствуют отклонениям поверхности купола в сторону 
его центра, как показано на рис. 1, а отрицательные – в противоположную. В расчётах был 
принят диапазон значений наибольшего относительного отклонения от –1.0 до 1.0. Это соот-
ветствует формоизменению сферы, частью которой является рассматриваемый купол, в пре-
делах 1% от её радиуса. 

*
max

~w

Для каждого найденного вида начальной осесимметричной неправильности купола в 
рассматриваемом диапазоне значений его наибольшего относительного отклонения были по-
строены траектории нагружения. Некоторые из них показаны на рис. 4. 

 
Рис. 4. 

Анализ этих траекторий нагружения показывает, что изменение величины наибольшего 
отклонения формы купола от сферической приводит к таким же изменениям траекторий на-
гружения, которые наблюдаются при варьировании параметра тонкостенности μ у идеально 
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сферического купола [8]. Это – эволюционные и скачкообразные видоизменения траектории 
нагружения купола с присоединением изолированных петель к основной ветви траектории и 
их отрывом от неё. 

При таком видоизменении траекторий нагружения купола его верхняя критическая на-
грузка оказывается кусочно-гладкой функцией от величины наибольшего отклонения формы 
купола от сферической. Графики зависимости критической нагрузки от величины 
наибольшего отклонения формы купола для каждого рассмотренного вида начальной непра-
вильности показаны на рис. 5. 

 
Рис. 5. 

Каждая кривая на этом рисунке соответствует своему виду начальной неправильности. 
Кривые, отмеченные буквами В, Н и К3, построены для куполов с начальными неправильно-
стями, в качестве которых взяты нормированные прогибы идеально сферического купола из 
точек В, Н и К3 его траектории нагружения (см. рис. 3). Кривая, обозначенная буквой Аmin 
является огибающей снизу семейства кривых критической нагрузки для нормированных на-
чальных неправильностей, которые соответствуют прогибам сферического купола при раз-
личных положениях точки А (см. рис. 3) на участке траектории его нагружения между точ-
ками К3 и Н. 

Наличие у этих кривых (см. рис. 5) точек разрыва 1-го рода показывает, что в этих точ-
ках происходит отрыв или присоединение изолированной петли к основной ветви траекто-
рии нагружения купола с рассматриваемой начальной неправильностью, а также появление 
или исчезновение одного из локальных максимумов траектории нагружения, как это можно 
видеть на рис. 4 (см. кривые при *

max
~w =–0.107 и –0.12, –0.6 и –0.7). 

Взаимное расположение кривых на рис. 5 описывает различную степень влияния форм 
начальной неправильности на критическую нагрузку купола. При положительных начальных 
неправильностях – при задании отклонений внутрь купола, все их виды приводят к умень-
шению значения критической нагрузки. Наибольшее влияние на критическую нагрузку здесь 
оказывает форма, соответствующая точкам Аmin. При максимальном начальном отклонении 

*
max

~w  = 0.3 она дает уменьшение безразмерной критической нагрузки  с 0.972 до 0.424. *
крq
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При отрицательных начальных неправильностях, т.е. при задании отклонений во внешнюю 
сторону от центра оболочки, наблюдается как уменьшение верхней критической нагрузки, 
так и её увеличение. Наибольшее влияние в сторону уменьшения нагрузки здесь оказывает 
форма, соответствующая предельной точке В. При максимальном начальном отклонении 

*
max

~w =–0.3 она даёт уменьшение критической нагрузки  с 0.972 до 0.531. *
крq

ρ≤

Найденные значения верхней критической нагрузки пологого сферического купола 
меньше, чем те, которые были найдены ранее другими исследователями. Подтверждением 
этого может служить сравнение с классическими результатами расчётов из [12]. В этой рабо-
те для описания формы начальной неправильности жёстко заделанного по контуру пологого 
сферического купола c μ = 5.14, находящегося под действием равномерного поперечного 
давления, было взято традиционно используемое в подобных расчётах точное решение для 
аналогичной задачи о круговой пластине 

)10(,)1(~~ 22*
max

* ≤ρ−= ww . 

С таким представлением начальной неправильности в [12] были получены, в частности, 
следующие значения верхней критической нагрузки 

510.0* =крq  при 25.0~*
max =w  и  при 432.0* =крq 5.0~*

max =w . 
Если эту задачу пересчитать с использованием в качестве форм начальной неправиль-

ности прогибов из предельных точек траектории нагружения идеально сферического купола, 
то наименьшие значения для верхней критической нагрузки получатся следующие: 

449.0* =крq  при  и  при , 25.0~*
max =w 320.0* =крq 5.0~*

max =w
что соответственно на 12% и на 26% меньше, чем в [12]. 

Используемый в данной работе подход к выбору начальных неправильностей купола в 
виде его форм закритического деформирования позволяет найти существенно меньшие зна-
чения минимально возможной критической нагрузки, чем это было сделано ранее. Однако в 
диапазоне наибольшего относительного отклонения срединной поверхности купола  от 
сферической от –0.3 до 0.3 экспериментальное значение минимально возможной верхней 
критической нагрузки 0.28 ÷ 0.3 осталось недостигнутым. Поэтому поиск новых форм на-
чальной неправильности, которые позволили бы получить ещё меньшие критические нагруз-
ки, был продолжен. 

*
max

~w

Один из способов их отыскания был сформирован на основе анализа форм начальных 
неправильностей, приведённых в [48,55]. Было высказано предположение о том, что ещё 
большее влияние на значения критической нагрузки должны оказывать высшие гармоники 
представления закритических форм прогиба купола. Для проверки этого предположения в 
расчёт процесса деформирования купола были введены начальные неправильности в виде 
форм, соответствующих точкам В, Н и Аmin, без их главной составляющей. Под главной со-
ставляющей здесь имеется в виду прогиб купола, пропорциональный его прогибу в малой 
окрестности начального ненагруженного состояния, – прогиб около точки 0 траектории на-
гружения купола. Все формы, сформированные таким способом из форм купола в различных 
точках его траектории нагружения, обозначены буквами этих точек с добавлением к ним 
нижнего индекса в виде звезды: В*, Н*, Аmin* и т.д. С точки зрения практического получения 
таких форм начальной неправильности оказалось, что к искомым прогибам близки началь-
ные прогибы, у которых обнуляется первое слагаемое в сумме (6). 

Как показали расчёты, графики зависимости критической нагрузки от величины наи-
большего отклонения формы купола для некоторых из них лежат ниже ранее найденных. Это 
можно видеть на рис. 5 на примере кривых В* и Н* для отрицательных значений наибольше-
го относительного отклонения срединной поверхности купола от сферической и Аmin* – для 
положительных. При положительных начальных неправильностях наибольшее влияние на 
критическую нагрузку оказывает форма, обозначенная Аmin*. При максимальном начальном 
отклонении  = 0.3 она дает уменьшение безразмерной критической нагрузки  с 0.972 *

max
~w *

крq
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до 0.275. При отрицательных начальных неправильностях наибольшее влияние в сторону 
уменьшения нагрузки оказывает форма В*, полученная из формы, соответствующей пре-
дельной точке В. При максимальном начальном отклонении *

max
~w  = –0.3 она дает уменьше-

ние критической нагрузки  с 0.972 до 0.357. *
крq

Заключение 
Выполненное исследование подтвердило ранее высказанное предположение о том, что 

основной вклад в понижение верхней критической нагрузки пологого сферического купола 
вносят начальные неправильности его формы. Расчёты показали возможность такого пони-
жения до экспериментальных значений для жёстко заделанного по контуру купола, находя-
щегося под действием равномерного поперечного давления, при рассмотрении его осесим-
метричных деформаций. Обнаружение в экспериментах значений верхней критической на-
грузки, которые оказываются существенно меньше теоретических, обусловлено, по всей ви-
димости, совпадением спектров разложений малых случайных начальных прогибов пологого 
купола и прогибов подобного ему идеально сферического купола, которые описывают его 
устойчивые и неустойчивые напряжённо-деформированные состояния. Если эти прогибы 
осесимметрично деформирующегося сферического купола учесть в расчёте верхней крити-
ческой нагрузки аналогичного купола с начальными неправильностями, то при рассмотрении 
величин наибольшего отклонения в пределах 30% толщины стенки купола диапазон рассчи-
тываемых возможных значений верхней критической нагрузки полностью перекрывает диа-
пазон её экспериментальных значений. Остаётся область нечувствительности купола к осе-
симметричным начальным неправильностям при их малых значениях максимального на-
чального отклонения: до 5% толщины стенки. Выяснить вопрос о поведении купола при та-
ких значениях неправильности представляется возможным только с помощью учёта его не-
симметричных форм начальной неправильности. Кроме этого, следует отметить, что некото-
рые формы малых осесимметричных начальных прогибов купола вызывают увеличение его 
верхней критической нагрузки по сравнению с классической. Этот факт может оказаться по-
лезным при проектировании тонкостенных конструкций. 
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Обрезка криволинейных поверхностей в системах автоматизированного 
проектирования 

к.т.н., доц. Макаров А.И. 
МГТУ «МАМИ» 

Математический аппарат, используемый для моделирования криволинейных поверхно-
стей в системах CAD/CAM, не позволяет описывать поверхности со сложной геометрией 
границ. Трудности возникают уже при построении поверхностей с пятью граничными ли-
ниями, не говоря уже о вырезании отверстий внутри поверхности. 

Для решения проблемы нерегулярного края и отверстий принят следующий подход: 
математическое описание поверхностей создаются на топологически правильных фигурах 
(прямоугольниках, квадратах), а созданные на поверхностях ориентированные кривые про-
изводят ограничение поверхностей и вырезание в них отверстий. 

Плодотворность такого подхода подтверждена тем, что он реализован в известных 
CAD/CAM системах; связанные с таким подходом структуры предусмотрены в стандарте 
межсистемного обмена информации VDA FS и IGES. 

Остановившись на идее ограничения поверхностей с помощью лежащих на них кривых 
можно рассмотреть несколько способов построения таких ограничений. Однако безотноси-
тельно к способу построения ограничений следует принять два решения. Первое решение 
состоит в том, что ограничения осуществляются ориентированными кривыми. То есть каж-
дая ограничивающая кривая имеет направление; если двигаться вдоль кривой по этому на-
правлению, то выделяемая часть поверхности, допустим, будет находиться слева, а отсекае-
мая - справа. Отметим, что направление ограничивающей кривой должно быть связано с на-
правлением нормали поверхности. 

Второе решение касается организации ограничений: ограничивающие кривые должны 
образовать замкнутую фигуру (контур) так, чтобы конечная точка предыдущей кривой сов-
падала с начальной точкой следующей кривой. Если не принять такое решение, возможна 
нестыковка ограничивающих кривых, в результате которой в ограничениях могут возникать 
щели или пересечения. Естественно, что нельзя требовать от пользователя задание кривых, 
точно состыкованных в концевых точках. Программные средства должны отсекать концевые 
части пересекающихся кривых или достраивать кривые, имеющие небольшие расхождения. 

Под автоматическим построением ограничений понимается процесс, в котором проек-
тировщик создает на поверхности ограничивающие кривые, а программные средства систе-
мы проводят анализ на возможность построения из них ограничивающих контуров. 

Пусть на поверхности имеются ограничивающие кривые, часть из которых уже вошла в 
контуры, а другая часть еще не связана в контуры. Кривые, не включенные в контуры, не 
выполняют функций ограничения, то есть являются пассивными ограничениями. 

Пусть на поверхности создана еще одна ограничивающая кривая, такая, что ее взаимо-
действие с имеющимися кривыми приводит к перестройке топологии ограничений: измене-
нию уже созданных контуров, появлению новых контуров. 

Ограничивающие кривые создаются на поверхности в пространстве и преобразуются 
программными средствами в свои образы на UV-плоскости. Операции по построению огра-
ничивающих контуров осуществляются на UV-плоскости. 

На рис. 1а показаны кривые А, В, С, D, из которых связан контур, кривые Е и F, не 
включенные в контур (пассивные ограничения), и вновь созданная кривая G, появление ко-
торой приводит к перестройке ограничений. Стрелками показана ориентация кривых. При 
движении вдоль кривой выделяемая ею поверхность будет находиться слева. 

В результате взаимодействия вновь введенной кривой G с другими ограничивающими 
элементами происходит модификация имеющегося контура: в него включаются новые кри-
вые E, F, G, а кривая С теперь входит в контур двумя кусками (рис. 1б). На рис. 1в линии ко-
ординатной сетки показывают влияние ограничений. 
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