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Пунктиром на рисунке 5 выделена зависимость, относящаяся к рассмотренному выше слу-
чаю однородной плоскости. Кривые 1, 2, 3, 5, 6, 7 на рис. 5 получены при задании значений 
параметров )2()1()1()2( ,, ννEE  в виде (10; 0,1; 0,45), (2; 0,1; 0,45), (10; 0,45; 0,1), (2, 0,45; 0,1), 
(0,1; 0,1; 0,45), (0,1; 0,45; 0,1), соответственно. Как видно, в случае 

;1,0)1()2( =EE ;45,0)1( =ν 1,0)2( =ν  наблюдается снижение уровня напряжений на кромке 
отверстия в 1,6 раза по сравнению со случаем однородной плоскости. При 1,0)1()2( =EE  на-
блюдается, кроме того, ситуация, когда изменения параметров  и  в широком диапа-
зоне значений (см. кривые 6 и 7) не приводят к выходу уровня напряжений на кромке отвер-
стия за пределы того, что имеет место в случае однородной плоскости (кривая 4). Наконец, 
даже в ситуации, когда 

)1(ν )2(ν

2)1()2(E =E , выбрав  и 1 (кривая 5), можно также 
снизить уровень напряжений на кромке отверстия по сравнению со случаем однородной 
плоскости. 

45,0)1( =ν ,0=)2(ν

В качестве общего вывода по выполненному исследованию отметим, что проведенный 
анализ позволил дать оценку влияния слоистой структуры продольно растягиваемой плоско-
сти на характер распределения напряжений вокруг имеющихся в ней двух одинаковых кру-
говых отверстий. Более того, установлена возможность существенного снижения уровня ука-
занных напряжений при надлежащем выборе характеристик слоев. 
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Математическое моделирование циклического деформирования и оценка ресурса ма-
лоцикловой усталости актуально для высоконагруженных машин и установок энергетиче-
ского машиностроения, авиационных двигателей и других конструкций, работающих при 
циклическом нагружении. Явление малоцикловой усталости непосредственно связано с про-
цессами пластического деформирования в зонах концентрации напряжений в деталях конст-
рукции: отверстиях, галтелях, выточках, сварных швах, шпоночных и шлицевых соединени-
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ях, технологических дефектах и дефектах материала, включениях и неоднородностях на гра-
ницах между матрицей и волокном в композиционном материале. Основными факторами, 
вызывающими разрушение, являются высокие циклические напряжения и деформации мате-
риала детали, который работает в этих зонах в условиях знакопеременного нагружения по 
циклу, близкому к жесткому. Отметим, что в ряде случаев процесс нагружения в этих зонах 
близок к простому при условии, что действующие силы и температуры изменяются син-
хронно, а эффектами ползучести можно пренебречь. Для таких условий в инженерных при-
ложениях возможно применение теории малых упругопластических деформаций [1], обоб-
щенной на случай циклического нагружения [2]. 

Анализ большинства аналитических зависимостей, описывающих поведение конструк-
ционного материала при циклическом упругопластическом деформировании, показывает, 
что они не всегда учитывают экспериментально установленные факты изменения модуля уп-
ругости, эффекта Баушингера и масштаба преобразования нелинейного участка кривой де-
формирования. При этом авторы в качестве параметра, ответственного за кинетику упруго-
пластических свойств конструкционного материала, выбирают номер полуцикла нагружения 
и либо амплитуду напряжений в мягком цикле, либо амплитуду деформаций в жестком цик-
ле. К сожалению, перенести модели, основанные на таких параметрах, в практику расчета 
реальных конструкций весьма затруднительно. 

В настоящей работе, в отличие от работы [2], рассматривается вариант модели поведе-
ния конструкционного материала, в которой модуль упругой разгрузки Eχ, размер упругой 
зоны при разгрузке и масштаб преобразования нелинейного участка кривой деформирования 
в каждой ветви кривой циклического деформирования зависят от накопленной пластической 

деформации ∑
=

Δ=
fn

n

n
p

0

εχ , а сама ветвь определяется направлением нагружения (рисунок 1) в 

виде [3-6] 
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Испытания, проведенные для различных конструкционных материалов, показали [5, 7], 
что при программах нагружения с постоянным размахом напряжений, постоянным размахом 
деформаций или случайными размахами напряжений число полуциклов nf до разрушения 
при знакопеременном пластическом деформировании связано с предельной величиной нако-
пленной пластической деформации χmax степенной зависимостью 

( )γδχmax=fn , (2) 
где: δ - постоянная, зависящая от величины остаточной пластической деформации,  

γ - параметр, характеризующий свойство материала «залечивать» повреждения при цик-
лическом нагружении.  

Накопленная пластическая деформация при этом может быть представлена на плоско-
сти (χ, nf) графиком изменения ln(χ) от ln(nf) (рисунок 2).  

Если в качестве меры повреждения рассматривать величину ( ) ( )nnD maxχχ= , то мо-
мент равенства ее единице определит величину полуциклов нагружения, при котором имеет 
место начало разрушения малоцикловой усталости. 

Под программным нагружением будем понимать процесс приложения нагрузок и тем-
ператур, который можно разбить на ряд этапов, считая, что нагрузки и температуры изменя-
ются на k+1 этапе на величины {ΔFk+1} и {ΔTk+1} соответственно. Обозначим в качестве 
продолжительности этапа изменения {F} и {T} от {Fk} и {Tk} до {Fk+1} и {Tk+1} время Δtk+1. 
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Рисунок 1 – Формирование кривой деформирования для 1+k  полуцикла: а) ветви 

кривой в зависимости от направления нагружения 

 
Рисунок 2 – Процесс исчерпания ресурса МЦУ: 1 - предельная кривая χmax(nf); 

2 - характер изменения χ(n); a, b – направления изменения χ(n) в зависимости от 
программы нагружения 

Пусть векторы деформаций и напряжений в точке тела {ε}k и {σ}k соответствуют концу 
k-го временного этапа, а {ε}k+1 и {σ}k+1 – концу k+1 этапа. Для каждого этапа выполняется 
вариационное соотношение [6]: 

{ } { } { } { } { } { } 0=−Ω−Ω ∫∫∫
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T
q dSuFduFd δδδεσ , (3) 

где: q=k, k+1 – номер этапа. 
Вычитая из соотношения (3) при q=k+1, аналогичное при q=k, получим, что задача мо-

делирования НДС при переходе от этапа к этапу сведется к решению следующей задачи: 
{ } { } { } { } { } { } 0111 =Δ−ΩΔ−ΩΔ ∫∫∫ +
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Будем считать, что при циклическом деформировании этапы соответствуют полуцик-
лам нагрузки или разгрузки. Полуциклы нагрузки задаются приращениями сил ΔFΩ и ΔFS, а 
также кинематическими граничными условиями ΔuS, прикладываемые к начальному состоя-
нию нагрузок F0

Ω, F0
S и кинематическим условиям L(uS)=0. Полуцикл разгрузки задается 

векторами –FΩ и –ΔFS и кинематическими условиями –ΔuS. Таким образом, если рассматри-
вать упругую деформацию, то линейная система, следующая из (4), за один цикл нагрузки и 
разгрузки должна вернуться в исходное состояние. Однако, если рассматривать каждый по-
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луцикл нагрузки или разгрузки для каждой расчетной точки конструкции как этап движения 
по соответствующей части кривой циклического деформирования, то на этапе с номером k 
можно рассматривать зависимости деформационной теории пластичности в локальной сис-
теме координат (σi

*(k), ε i
*(k)). При этом получим, что напряжения и деформации связаны из-

вестной зависимостью 
0*

)(
)*()*(

kij
k

mnijmn
k

ij C εεσ Δ+Δ=Δ . (5) 
Значения компонент тензора Cijmn определяются итерационным методом при решении 

задачи для k-го этапа. Из вариационного соотношения (4) известным способом можно полу-
чить систему уравнений МКЭ 

[ ] { } { }111 +++ Δ=Δ⋅ kkk FUK , (6) 
где: [K]k+1 – матрица жесткости k+1 этапа, определяемая последовательными приближения-

ми;  
{ΔUk+1} и {ΔFk+1} – векторы приращений перемещений и нагрузок на k+1 этапе соответ-

ственно. 
Тогда для всех векторов в конце k+1 этапа справедливо 
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Воспользуемся обобщением понятия единой кривой деформирования. На k+1 этапе 
точка, отображающая процесс деформирования, должна находиться на одной из ветвей кри-
вой циклического деформирования, представленных на рисунке 1а линиями, выходящими из 
точки σk. 

На основе полученных соотношений МКЭ и модели материала при циклическом де-
формировании (1) создана программа «Cycle2D». Программа предназначена для определения 
упругопластического напряженно-деформированного состояния деталей методом конечных 
элементов при циклическом нагружении. Процесс расчета является шаговым. Каждый шаг 
нагружения соответствует этапу изменения нагрузок. 

Для проверки работы программы «Cycle2D» и оценки точности предложенной методи-
ки было проведено решение тестовых задач по моделированию кинетики напряженно-
деформированного состояния и кривых усталостной долговечности гладких образцов. 

Рассмотрены образцы из никелевого сплава ЭИ698ВД и титанового сплава ВТ-9, широ-
ко применяемые в авиадвигателестроении. Эти материалы при циклическом нагружении 
проявляют различный характер изменения свойств: первый материал упрочняющийся, а вто-
рой – разупрочняющийся. По экспериментальным данным были определены параметры кри-
вых циклического деформирования (1) и параметры модели малоцикловой усталости (2) для 
сплавов ЭИ698ВД и ВТ-9. 

На рисунке 3 показаны расчетная схема и сетка конечных элементов для модели глад-
кого цилиндрического образца. Рассматривались осесимметричные задачи циклического де-
формирования при мягком (силовом) и жестком (кинематическом) нагружении. Приклады-
валась симметричная циклическая нагрузка с постоянной величиной амплитуды напряжений 
или деформаций.  

На рис. 4 показаны расчетные кривые циклического деформирования при жестком и 
мягком нагружении для одного из уровней нагрузок образцов из материалов ЭИ698ВД и ВТ-
9 соответственно. 

На рисунке 5 показан характер изменения величины накопленной пластической дефор-
мации χ в зависимости от числа полуциклов при жестком нагружении образца из сплава 
ЭИ698ВД для различных значений амплитуды деформации εa. Пересечение кривых χ(n) с 
предельной линией χmax(n), построенной по зависимости (2), позволяет перейти к построе-
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нию усталостной диаграммы в координатах (εa, N=n/2). Для рассматриваемого примера рас-
четная усталостная диаграмма приведена на рисунке 6а. 

 а)  б) 
Рисунок 3 – Модель гладкого образца: а) расчетная схема; б) сетка конечных элементов 

а)  б) 

в)  г) 
Рисунок 4 – Расчетные кривые циклического деформирования образца из сплава 
ЭИ698ВД при жестком Δεa = 1,0% (а) и мягком ΔPa=1150 МПа (б) нагружении и из 
сплава ВТ-9 при жестком Δεa = 2,5% (в) и мягком ΔPa=950 МПа (г) нагружении 
Усталостные диаграммы для сплава ЭИ698ВД при мягком нагружении и сплава ВТ-9 

при жестком и мягком нагружении представлены на рисунках 6б-6г, соответственно. 
Сравнивая данные эксперимента и расчета, можно сделать вывод, что для гладких об-

разцов модель поведения материала при циклическом деформировании и модель прогноза 
ресурса приводят к результатам, хорошо согласующихся с экспериментом. Расхождение ре-
зультатов при жестком нагружении в области большой долговечности связано с тем, что мо-
дель (2) не учитывает упругую составляющую повреждаемости, вклад которой в этом диапа-
зоне становится существенен. На рисунках 6а и 6в показаны усталостные диаграммы при же-
стком нагружении, полученные с помощью часто используемой для оценки ресурса модели 
Мэнсона [8]. Из графиков видно, что данная модель дает хорошее соответствие только в об-
ласти большой долговечности. Это связано с тем, что она не учитывает изменение свойств 
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материала при циклическом деформировании, которое существенно при больших пластиче-
ских деформациях. 

 
Рисунок 5 – Изменение накопленной пластической деформации χ сплава ЭИ698ВД при 

жестком нагружении для различных значений амплитуды деформации 

 а)   б) 

 в)   г) 
Рисунок 6 – Диаграммы МЦУ сплава ЭИ698ВД при жестком (а) и мягком (б) 

нагружении и сплава ВТ-9 при жестком (в) и мягком (г) нагружении 
Описанная методика применена для анализа циклической долговечности диска ком-

прессора авиационного ГТД, на ресурс малоцикловой усталости которого основное влияние 
оказывает замковое соединение. Расчет показал, что в галтели замкового соединения диска 
возникают опасные точки, в которых возможно возникновение трещин малоцикловой уста-
лости (рисунок 7). На рисунке 8а приведены кривые циклического деформирования для 
опасной точки галтели замкового соединения диска, показывающей характер изменения на-
пряжений и деформаций. Из графика видно, что из-за изменения свойств материала и пере-
распределения напряжений и деформаций в окрестности опасной точки размах напряжений 
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падает, а размах деформаций растет. На рисунке 8б приведены экспериментальные и расчет-
ные точки долговечности замкового соединения. Расчетные точки построены для различных 
свойств материала: номинальных, минимальных и максимальных из возможного набора реа-
лизаций кривых деформирования, – что позволяет получить разброс циклической долговеч-
ности диска для заданного уровня нагружения. Из диаграммы видно хорошее соответствие 
расчетных и экспериментальных данных. 

 
Рисунок 7 – Распределение интенсивности напряжений в замковом соединении диска и 

положение опасных точек 

 а)   б) 
Рисунок 8 – Расчетные кривые циклического деформирования в опасной точке (а) и 

диаграмма малоцикловой усталости диска (б) 
Выводы 

На основе модели поведения конструкционного материала при циклическом упруго-
пластическом деформировании и оценки ресурса МЦУ создан программный комплекс мето-
да конечных элементов "Cycle2D", позволяющий проводить математическое моделирование 
циклического нагружения конструкций. Решение ряда тестовых задач и численный анализ 
реальных конструкций показали хорошее соответствие полученных результатов эксперимен-
тальным данным. 
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Аннотация: Предложена модель упругопластического материала при цикличе-
ском неизотермическом нагружении. Проведено сравнение рассчитанных по мо-
дели петель циклического упругопластического деформирования и эксперимен-
тальных результатов стали Х18Н9 при жестком нагружении и действии высоких 
температур. Проведено сравнение модели малоцикловой усталости, основанной 
на накопленной пластической деформации с формулой Мэнсона при повышенных 
температурах. 

Ключевые слова: пластичность, циклическое нагружение, неизотермические 
условия. 

Трехпараметрическая модель [1], предназначенная для расчета пластических деформа-
ций при циклическом нагружении в изотермических условиях, обобщена на случай неизо-
термического нагружения. Это позволило описывать кривые циклического деформирования, 
учитывая эффект Баушингера, изменение модуля разгрузки и различные масштабы преобра-
зования линейного и нелинейного участков первоначальных кривых деформирования, полу-
ченных при разных температурах. Показано, что существует зависимость, связывающая чис-
ло циклов до разрушения образца с накопленной при высоких температурах пластической 
деформацией. На основе этой зависимости произведена оценка усталостной долговечности 
образцов. 

1. Моделирование кривых циклического деформирования. Подход, основанный на 
описании кривых циклического деформирования в зависимости от структурного параметра, 

в качестве которого принят параметр Одквиста ∑=
n

i

p
iΔεχ , получил экспериментальное 

подтверждение при постоянной температуре для ряда конструкционных материалов [2]. В 
работе [3] предложено использовать понятие о термомеханической поверхности - поверхно-
сти неизотермического пластического деформирования 

),( TF pεσ = . (1) 
Однако термомеханическая поверхность, построенная по изотермическим кривым де-

формирования, полученным при постоянных температурах испытаний, справедлива только 
для процессов, при которых не происходит изменение направления деформирования. При 
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