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Аннотация. В статье рассмотрены математические модели упругопластическо-
го деформирования на основе теории процессов пластического деформирования, 
развиваемая В.Г Зубчаниновым и частного варианта теории неупругости В.С. 
Бондаря. Основные положения и уравнения этих теорий упругопластического де-
формирования материалов приводятся в виде систем дифференциальных уравне-
ний, что позволяет проведение теоретических исследований закономерностей уп-
ругопластического деформирования материалов при сложном нагружении по 
плоским траекториям деформаций.  
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Введение.  
Проблемы надежного функционирования и снижения материалоемкости конструкций 

современной техники, работающей в условиях высоких уровней силовых нагрузок, делают 
весьма актуальной задачу математического моделирования упругопластического поведения 
материала конструкций. Увеличение рабочих параметров современных машин и аппаратов 
приводит к возрастанию как общей, так и местной напряженности конструкций. Реальные 
процессы нагружения таких конструкций таковы, что в материале конструкций возникают 
упругопластические деформации. При этом нагружение является сложным и характер его 
изменения может быть самым произвольным в условиях повторности действия силовых на-
грузок. Правильный учет упругопластической стадии деформирования материала конструк-
ций в конечном счете приводит к повышению прочности, долговечности, надежности функ-
ционирования машин и аппаратов современной техники. 

Развитие теории пластичности и разработка определяющих соотношений, описываю-
щих процессы сложного нагружения, в настоящее время идет двумя основными путями. К 
первому направлению относятся различные варианты упругопластических процессов, бази-
рующиеся на общей математической пластичности А.А. Ильюшина [1, 2]. Ко второму на-
правлению относятся различные варианты теории пластического течения при комбиниро-
ванном упрочнении, базирующиеся на концепции микронапряжений, выдвинутой В.В. Но-
вожиловым [3]. 

В статье рассматриваются теория процессов пластического деформирования [4-6], ус-
пешно развиваемая В.Г. Зубчаниновым и его учениками и относящаяся к теориям первого 
направления, а также достаточно простой вариант второго направления - теории упругопла-
стического деформирования, являющейся частным вариантом разработанной В.С. Бондарем 
теории неупругости [7-12]. 

Основные положения и уравнения теорий упругопластического деформирования 
Определяющие уравнения общей теории процессов [4-6] имеют вид:  
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Здесь 1p̂  , 2p̂  , 3p̂  - ортонормированные реперы (базисы) Френе, а 1χ  , 2χ  соответст-
венно кривизна и кручение траектории деформирования. Единичный вектор напряжений σ̂  
представим в репере Френе: 
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где: σ и Э - векторы напряжений и деформаций [1, 2] в пространстве А.А. Ильюшина. 
Функционалы процесса определены формулами: 
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Векторные свойства материала могут быть получены из уравнений: 
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где 1ϑ - угол сближения, 2ϑ - угол депланации. 
Если траектория деформирования задана в параметрическом виде ( )tЭЭ =  , где t  - па-

раметр нагружения, то определяющие соотношения (1) в скалярной форме преобразуются к 
виду: 
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где:  
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На рисунках 1 и 2 представлены образ процесса деформирования и фрагмент локально-
го образа процесса деформирования в репере Френе в текущей точке К. 

Для плоских траекторий [4-6] .0, 31 == MMN  
Тогда вместо соотношений (5) получим: 
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Для функционалов 1M , dsdσ в теории процессов часто принимаются аппроксимации 
[6]: 
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где функция сложности процесса: 
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Рисунок 1 - Образ процесса 
деформирования Рисунок 2 - Локальный образ процесса  

В формулах (8), (9) s - длина дуги траектории деформировании, ( )sΦ - универсальная 
функция, определяемая из опыта на простое растяжение. Считается, что эта функция мало 
отличается от диаграммы растяжения. Параметры p , q , γ , 0γ  находятся из базового экспе-
римента [4] по траекториям деформаций типа веера. 

Сформулируем основные положения и уравнения теории упругопластического дефор-
мирования [8] – частного варианта теории неупругости. Тензор скоростей деформаций пред-
ставляется в виде суммы скоростей упругой и пластической деформаций: 

p
ij

e
ijij εεε += . (11) 

Упругие деформации при изменении напряжений следуют обобщенному закону Гука: 
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где: E , ν - соответственно модуль Юнга и коэффициент Пуассона, iiσσ 310 = - среднее на-
пряжение. 

Полагается, что в пространстве составляющих тензора напряжений существует поверх-
ность нагружения, разделяющая области упругого и упругопластического состояний. Урав-
нение поверхности нагружения принимается в следующем виде: 

( ) ( )( ) ( )[ ] .0
2
3 2

* =−−−= p
upijijijijij Casasf εσ  (13) 

Здесь ( )ijijij ass −=*  - девиатор активных напряжений, ijs - девиатор напряжений, p
u*ε  - 

длина дуги пластической деформации. Тензор ija  характеризует смещение поверхности на-

гружения в девиаторном пространстве напряжений, функция ( )p
upC *ε  - изотропное упрочне-
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ние. 
Смещение поверхности нагружения определяется следующим уравнением: 
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В общем случае g , εg , ag являются функционалами процесса нагружения, здесь же 
они считаются константами материала. Уравнение (14) характеризует анизотропное упроч-
нение. 

Пластические деформации зависят от истории нагружения и являются функционалами 
процесса. Считается, что поле скоростей пластической деформации в пространстве напряже-
ний имеет потенциал. Тогда, принимая в качестве потенциала функцию (13), тензор скоро-
стей пластической деформации будет определяться уравнением: 
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где *
uσ  - интенсивность активных напряжений, p

u*ε  - интенсивность скоростей пластической 
деформации. 

Используя зависимости (11)-(15), можно получить уравнение для скорости пластиче-
ской деформации для жесткого нагружения: 
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Условия упругого и упругопластического состояний имеют вид: 
упругость –  

;0*
* ≤∪< p

upu C εσ  (17) 
упругопластичность –  

.0*
* >∩= p

upu C εσ  (18) 
Для определяющих и материальных функций теории упругопластического деформиро-

вания установлены следующие зависимости [7]:  
.,, βββσ ε −==+= aaaa gEgEg  (19) 

Теорию замыкают материальные функции, подлежащие экспериментальному опреде-
лению: 

ν,E - упругие параметры; 
( )p

upC *ε  - функция изотропного упрочнения; 

aaE σβ ,,  - параметры анизотропного упрочнения. 
Упругие параметры определяются традиционными методами, материальные функции 

модели определяются из опытов на одноосное растяжение-сжатие, которые являются слож-
ным нагружением по двухзвенным траекториям с изломом на 180 градусов. 

Заключение 
Система уравнений (7) теории процессов и система уравнений (11)-(16) упругопласти-

ческого деформирования при известных начальных условиях могут быть проинтегрированы 
одним из известных численных методов, например, методом Рунге-Кутта четвертого порядка 
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точности. Представляет несомненный интерес проведение теоретического эксперимента с 
помощью изложенных теорий для сравнительного исследования закономерностей упруго-
пластического деформирования материалов при сложном нагружении по плоским траекто-
риям, вид которых определяется программой экспериментальных исследований, разработан-
ной В.Г. Зубчаниновым и реализованной под его руководством Тверской научной школой. 
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4BЗадача о флаттере пластины переменной толщины в уточненной и 
дополненной постановке 
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Аннотация. В линейной постановке исследована задача об устойчивости в 
сверхзвуковом потоке газа пластины переменной толщины, составляющей часть 
поверхности тонкого клина. При этом пластина свободно операется по кромкам, а 
вектор скорости потока направлен по оси клина. Найдена критическая скорость 
при различных значениях параметров. 

UКлючевые слова:U флаттер, сверхзвуковой поток газа, пластина переменной 
толщины, устойчивость. 

Задача о флаттере пластины постоянной толщины изучена достаточно подробно как с 
использованием линейной поршневой теории [1, 2], так и в случае некоторых других новых 
постановок [3-7]. При этом работ, где исследовалась бы устойчивость в потоке газа пластины 
переменной толщины или жесткости, довольно мало [8-11], и рассмотрена в них только бес-
конечная полоса. В предлагаемой статье представлено решение задачи линейного флаттера 


