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шневой теории исследована ус-
йчивость прямоугольной пластины переменной толщины, находящейся в сверх-

звуковом потоке газа. Найдена критическая скорость потока, решена задача опти-
мизации распределения толщины. 
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За постоянной толщины изучена достаточно подробно как с 
испол

лщины, устойчивость. 
дача о флаттере пластины 

ьзованием линейной поршневой теории [1,2], так и в случае некоторых других новых 
постановок [3-7]. При этом работ, где исследовалась бы устойчивость в потоке газа пластины 
переменной толщины или жесткости, довольно мало [8-11], и рассмотрена в них только бес-
конечная полоса. В предлагаемой статье представлен вариант решения задачи линейного 
флаттера прямоугольной пластины переменной толщины,  
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Рассмотрим прямоугольную пластину длины 1l  и ширины с шарнирно опертыми 

краям
о 

2l  
наи. В прямоугольной системе координат пласти  занимает область 

{ }10,10 ≤≤≤ x , ось OX направлена п стороне длины 1l . Пластина обтекается сверх-
за. Вектор скорости потока лежит в плоскости пластины, угол между 

ним и осью OX обозначим через 

/ ≤ ys
звуковым потоком га

θ . Согласно [4] линейное уравнение колебаний будет иметь 
вид: 
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с соответствующими граничными условиями,  
емся газе, w - прогибы пластины, где: p и 0c  – давление и скорость звука в покоящ

),( yxfh ⋅=  - ее толщина, 0h ρ  - плотность материала,  
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κ - показатель политропы, 
)1(12 2

3
0Eh

0 ν−
=D  , Е – модуль Юнга,  

ν  - коэффициент Пуассона, v – скорость потока, 
0c
vM =  - число Маха. 

 Решения будем искать в виде 
+= ysxctw ππω sinsin)(exp( 1 +ysxc ππ 2sinsin +ysxc ππ sin2sin3 )2sin2sin4 ysxc ππ , 

Rcccc ∈4321 ,,, . 
2

Проведя процедуру Бубнова-Галеркина, получим систему четырех уравнений с четы-
ремя неизвестными. Приравняв определитель системы к нулю, будем искать критическую 
скорость потока крv  как наименьшую скорость v, при которой комплексная частота ω  пере-
ходит в правую полуплоскость. 

В качестве примера рассмотрим стальную пластину, находящуюся в потоке воздуха, 
при с

,  
ледующих значениях параметров:  

мспаp /330,4,1,10 0
5 === κ с , 3,0,/108,102 3311 =⋅=⋅= νρ мкгпаE

250/,001,0 020 == hlмh . 
 0/ cvM кркр =  
личных углах

В таблицах 1 и 3 приведены значения для квадратной, а в таблицах 2 и 4 – 
для удлиненной ( 3/2=s ) пластины при раз  θ . 

Возьмем сначала ункцию f в виде:  ф
f ysxε πεπcos1 1 2cos2 2+= + .  

При таком выборе материал будет концентрироваться бо к середине пластины, либо 
к соо

ли
тветствующим кромкам в зависимости от знака iε  (таблицы 1 и 2). 
Из таблиц видно, что утолщение к центру увеличивает критическую скорость, а к краям 

– понижает устойчивость. Наибольшую и наименьшую величину критическая скорость во 
всех случаях достигает при одинаковых минимальных и максимальных значениях 1ε  и 2ε  
соответственно. Изменение концентрации материала пластины вдоль стороны, перп дик
лярной потоку, играет большую роль, чем вдоль параллельной к нему. Удлинение пластины 
поперек потока усиливает эффект изменения толщины, а вдоль – смягчает. Неравномерное 
распределение материала вдоль одной стороны не оказывает заметного влияния на зависи-
мость критической скорости от изменения толщины вдоль другой стороны. Для квадратной 
пластины изменение направления потока относительно кромок сохраняет вышеуказанные 

ен у-
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эффекты, при этом максимальное значение критическая скорость принимает при 45=θ [5]. 

Рассмотрим теперь несимметричное распределение толщины – утолщение от одного 
края к противоположному. Зададим функцию f : 

( ) ( )122
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121 1 −+= sxf −+ yε . ε
 Таблица 1. 

 
Таблица 2. 

 
Таблица 3. 
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Таблица 4. 

 
Из результатов вычислений (таблицы 3 и 4) можно сделать следующие выводы. Для 

квадратной пластины при направлении потока, параллельном кромкам ( ), утолщение 
пластины вдоль потока в любую сторону (отклонение 

0=θ
1ε  от нулевого значения) способствует 

стабилизации, а поперек ( отклонение 2ε  от нуля ) – наоборот, уменьшению критической 
скорости. При  неравномерное распределение толщины вдоль потока (45=θ 1ε  и 2ε  одного 
знака ) снижает устойчивость, а в перпендикулярном направлении ( 1ε  и 2ε  разных знаков ) – 
увеличивает критическую скорость, то есть «стреловидность» меняет эффект концентрации 
материала на противоположный. Для удлиненной пластины определяющую роль играет из-
менение толщины в направлении потока. 

Для сравнения можно рассмотреть квадратную алюминиевую пластину 
( ,3310 /107,2,107,6 мкгпаE ⋅=⋅= ρ 36,0=ν  , 200/,00125,0 020 == hlмh ) , взяв функцию f в 
виде : 

ysxf πεπε 2cos2cos1 21 ++= . 
 Таблица 5. 

 
Результаты вычислений  содержатся в таблице 5. Характер поведения критической 

скорости остается тем же, что и для стальной пластины. Таким образом, в данном случае не 
прослеживается принципиальная зависимость изменения критической скорости от коэффи-
циента Пуассона , как это было для бесконечной полосы [8].  

крM
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Перейдем теперь к несколько иной постановке задачи. Пусть два противоположных 

края пластины длины  шарнирно оперты, третий и четвертый либо тоже свободно оперты, 
либо жестко заделаны. Толщина пластины будет переменной величиной 

2l
)(0 yfhh ⋅+= δ , где 

- дважды непрерывно дифференцируемая функция, а )(yf δ -малый параметр. Тогда цилин-
дрическую жёсткость с точностью до малых высшего порядка можно записать так: 
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Согласно [4] линейное уравнение колебаний будет следующим: 
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Решения будем искать в виде 
+= ysxuctw m πω sin)()(exp( 11 )sin)(22 ysxuc m π , Rcc ∈21 , , 

где: - балочные функции, соответствующие различным способам закреплениям кромок и 
собственным частотам. 

mju

При нахождении критической скорости будем использовать, как и выше, метод Бубно-
ва-Галеркина. 

Для примера возьмем стальную пластину, находящуюся в потоке воздуха , выбрав 
функцию f в виде: 

yyf π2cos)( = .  
В таблице 6 приведены значения  для пластины с различными способами закреп-

ления кромок. В первой строке содержатся результаты для пластины с четыремя шарнирно 
опертыми краями, во второй – с тремя, в третьей – с двумя. 

крM

Таблица 6. 

 
Для всех случаев закрепления кромок поведение критической скорости аналогично 

приведенному выше, то есть концентрация материала к середине пластины способствует 
стабилизации, а к краям – понижает динамическую устойчивость. Удлинение пластины по-
перек потока усиливает эффект изменения толщины, а вдоль – смягчает. При этом значения 

 для пластины с четыремя свободно опертыми кромками практически не отличаются от 
полученных без применения метода малого параметра.  

крM

Рассмотрим теперь несимметричное распределение толщины – утолщение от одного 
края к противоположному. Зададим функцию f : 

12)( −= yyf . 
При таком выборе критическая скорость для пластины с симметрично закрепленными 

кромками не реагировала на изменение толщины. Для пластины с одним защемленным кра-
ем концентрация материала к нему понижало критическую скорость, а к противоположному 
– повышало устойчивость (таблица 7). 

Известия МГТУ «МАМИ» № 1(13), 2012   253



Раздел 3. Естественные науки. 
Таблица 7. 

 
Рассмотрим теперь задачу оптимального распределения толщины для свободно опер-

той пластины. Условие существования нетривиального решения в методе Бубнова-Галеркина 
составляет характеристическое уравнение, содержащее ω  и M . Переходу от устойчивого 
состояния к неустойчивому будет соответствовать чисто мнимое значение ω . Приравняв к 
нулю действительные и мнимые части уравнения, получим с точностью до слагаемых перво-
го порядка малости относительно δ  выражение для : крM

IMMM кр 21
2 δ+= ,  

где . ∫=
1

0

2sin)( ydyyfI π

Задача оптимизации состоит в том, чтобы определить такую функцию f, при которой 
 принимает наибольшее значение при некоторых дополнительных ограничениях. В ка-

честве ограничений, следуя [12], возьмем  
крM
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2))(( .  

Первое условие означает постоянство площади поперечного сечения пластины, второе 
– что решение задачи нужно искать в классе гладких функций. Составим функционал 
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в котором 21 ,λλ  - неопределенные множители Лагранжа.  
Из условия стационарности получаем уравнение 

0)(2sin 21
2 =′′−+ yfy λλπ . 

Из него находим 
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Обозначим 
2
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3 8
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λ
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+
=  и примем условие нормировки 16 . Тогда 12

2 =λπ

yyyyf πμμμ 2cos)( 2
321 +++= . 

Параметры iμ  находятся из граничных условий и первого ограничения. Будем пола-
гать, что )  симметрична относительно середины пластины, тогд(yf а γγ −=′=′ )1(,)0( ff . 

Из (3) получаем γμγμγμ =1 − . Окончательно будем име==− 32 ,,
6

ть 

yyyyf πγγ 2cos)1(
6

)( +−+−= . 

При этом для достижения эффекта оптимизации знак δ  нужно выбирать в зависимости 
от коэффициента . 2M

Выводы 
Исследована зависимость критической скорости панельного флаттера от распределения 
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толщины пластины при различных значениях параметров. Установлено, что концентрация 
материала к центру способствует стабилизации. Предложен вариант оптимального распреде-
ления толщины. 
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Модель упругопластического поведения материалов конструкций при 
термоциклическом нагружении 
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Аннотация. На основе модели поведения конструкционного материала при 
циклическом неизотермическом упругопластическом деформировании создана 
система математического моделирования циклического нагружения конструкций 
методом конечных элементов с использованием самокорректирующегося метода.  

Ключевые слова: пластичность, циклическое нагружение, неизотермиче-
ские условия, метод конечных элементов, самокорректирующийся метод. 

Для учета влияния температурных нагрузок трехпараметрическая модель [1-4], предна-
значенная для моделирования поведения упругопластического материала под воздействием 
циклического нагружения при постоянных температурах, обобщена на случай неизотермиче-
ского нагружения. Подход позволяет учитывать в процессе неизотермического циклического 
нагружения изменение эффекта Баушингера, нелинейного участка кривой деформирования и 


