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толщины пластины при различных значениях параметров. Установлено, что концентрация 
материала к центру способствует стабилизации. Предложен вариант оптимального распреде-
ления толщины. 
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Аннотация. На основе модели поведения конструкционного материала при 
циклическом неизотермическом упругопластическом деформировании создана 
система математического моделирования циклического нагружения конструкций 
методом конечных элементов с использованием самокорректирующегося метода.  
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Для учета влияния температурных нагрузок трехпараметрическая модель [1-4], предна-
значенная для моделирования поведения упругопластического материала под воздействием 
циклического нагружения при постоянных температурах, обобщена на случай неизотермиче-
ского нагружения. Подход позволяет учитывать в процессе неизотермического циклического 
нагружения изменение эффекта Баушингера, нелинейного участка кривой деформирования и 
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модуля упругости.  

Модель, основанная на деформационной теории, использует следующие допущения: 
1) Компоненты ijε  тензора полной деформации равны сумме компонентов  тен-

зоров упругой и пластической деформации: 
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e
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e
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2) Изменение объема материала характеризуется шаровой составляющей тензора де-
формаций: 
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где α  – коэффициент линейного расширения, T – температура, ijσ  – тензор напряжений, σ  – 
шаровая составляющая тензора напряжений. 

3) Компоненты ij ij ije ε εδ= − девиатора деформаций пропорциональны компонентам 
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где ψ - параметр пластичности, определяемый следующим соотношением:  
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== σε  - интенсивности деформаций и напряжений соответственно. 

4) Независимо от закона изменения температуры в цикле конечные точки диаграмм не-
изотермического и изотермического деформирования совпадают в координатах σ – ε  при 
одинаковых значениях температуры и накопленной пластической деформации.  

Утверждения 1) – 3) являются широко известными допущениями деформационной тео-
рии пластичности [5]. Утверждение 4) экспериментально подтверждено в испытаниях в изо-
термических и неизотермических условиях при циклическом нагружении с постоянной ам-
плитудой пластической деформации [6].  

Для описания кривых циклического деформирования использован подход, получивший 
экспериментальное подтверждение для ряда конструкционных материалов при постоянной 
температуре [1-4]: построение каждого полуцикла нагружения в локальных координатах 
происходит в зависимости от структурного параметра, в качестве которого использован па-

раметр Одквиста . Для моделирования кривых циклического деформирования в ус-

ловиях неизотермического нагружения использовано понятие термомеханической поверхно-
сти, введенной в [7]: 

p
i

n

i
εχ ∑=

),( TF pεσ = . (5) 
При циклическом или сложном неизотермическом нагружении предлагается рассмот-

реть поверхность неизотермического деформирования, участок которой между изотермиче-
скими кривыми циклического деформирования, соответствующих температурам , при 
текущем значении параметра Одквиста определяется следующими соотношениями: 
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где: σ* и ε* – соответственно напряжения и деформации в локальной системе координат;  
aχ  – размер упругой зоны поверхности нагружения;  
bχ  – коэффициент преобразования нелинейного участка кривой деформирования;  
dχ  – коэффициент изменения модуля упругой разгрузки;  
εs и σs – деформации и напряжения в пределе упругости первоначальной кривой,  
E – первоначальный модуль упругости.  
Для моделирования кривых циклического деформирования при неизотермическом 

циклическом нагружении на каждом k-м полуцикле нагружения необходимо провести расчет 
изотермических кривых деформирования для диапазона температур текущего полуцикла по 
накопленной пластической деформации за предыдущие полуциклы; построить по получен-
ным кривым деформирования термомеханическую поверхность для текущего полуцикла 
(рисунок 1); построить в пространстве напряжений, температур и деформаций неизотерми-
ческую кривую циклического деформирования, определение параметров которой происхо-
дит при изменении направления деформирования. 

 
Рисунок 1 – Семейство термомеханических поверхностей:  

1 – исходная; 2 - на втором полуцикле; 3 - на k полуцикле; 4 - на k+1 полуцикле 

При этом в координатах кривой циклического деформирования * *,ε σ  соотношения, 
связывающие напряжения и деформации , можно записать в виде [8,9]: 

* *( )T
ij ijmn mn mnCσ ε ε δ= − , , , , 1, 2,3,i j m n =  (8) 

где: 
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где: ψ  определяется по формуле (4), а *
iε  и *

iσ  – по формулам (6) – (7). 
Для моделирования кривых деформирования при неизотермическом нагружении необ-

ходимо определить параметры материала, зависящие от накопленной пластической дефор-
мации и температуры: первоначальные кривые деформирования материала, полученные при 
постоянных температурах, и параметры , ,a b dχ χ χ , моделирующие изменение циклических 
свойств от накопленной пластической деформации и температуры. Параметры модели опре-
деляются из испытаний при постоянных температурах на основе экспериментальных кривых 
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циклического деформирования при жестком или мягком нагружении. Для определения па-
раметров, зависящих от накопленной пластической деформации из циклических испытаний, 
необходимо на каждом полуцикле определить зависимость накопленной пластической де-
формации от числа полуциклов: 

1
( ) ,

n
p

i
i

nχ ε
=

=∑  (10) 

а также параметры модели, зависящие от числа полуциклов.  
Параметр aχ , моделирующий изменение размера упругой области, определяется отно-

шением предела текучести на каждом полуцикле в локальных координатах к первоначаль-
ному пределу текучести: 
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Определение параметра bχ , моделирующего масштаб преобразования нелинейного 
участка кривой деформирования, возможно на основе вычисления касательного модуля уп-
ругости нелинейного участка кривой деформирования на каждом полуцикле нагружения: 
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Тогда параметр bχ  определяется отношением касательного модуля на текущем полу-
цикле к касательному модулю на нулевом полуцикле: 
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Также, в случае мягкого нагружения, параметр bχ  можно приближенно определить по 
следующей формуле: 
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где: 0
pεΔ  – остаточные пластические деформации начального, а n

pεΔ  – n-ого полуциклов. 
Параметр dχ , моделирующий изменение модуля упругости в процессе циклического 

деформирования, определяется отношением модуля упругости на текущем полуцикле к пер-
воначальному: 

0( )
n

n i
Ed T
E

= . (15) 

После определения зависимостей ( ), ( ), ( ), ( )n a n b n d nχ  для каждой температуры, можно 
получить требуемые зависимости ( , ), ( , )a T b Tχ χ ( , )d T и χ  в требуемом диапазоне темпера-
тур и накопленной пластической деформации. 

Модель реализована в конечно-элементном комплексе РОТОР [8], предназначенном 
для расчета напряженно-деформированного состояния деталей конструкций. Для реализации 
модели использован шаговый алгоритм с коррекцией погрешности [9]. 

Решение нелинейной упругопластической задачи удовлетворяет следующему соотно-
шению: 

= 0
1 2ijmn ij mn mn m m ms ms

SF

E Tc F u d Fαε δ δε δ δ
μΩ

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − Ω−⎢ ⎥⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫ u dS , (16) 

где:  — вектор объемных сил, заданных в теле mF Ω ;  - вектор поверхностных сил, за-mSF
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данных на поверхности ;  - компоненты вектора перемещений, связанные с компонен-
тами тензора деформаций зависимостями Коши: 

FS mu

, ,
1= ( )
2mn m n n mu uε + .  

Для решения нелинейного уравнения (16) использован метод последовательных нагру-
жений с коррекцией погрешности. Разобьем процесс нагружения на N различных интерва-
лов. Представим нагрузку, действующую на тело, в виде: 

}{=}{};{=}=}{ mnqmnmSqmSmqm TqTFqFF {};{Fq δαδα , (17) 
где: q – параметр нагружения, изменяющийся от нуля до единицы.  

Если известно решение при , то система уравнений МКЭ для решения задач де-
формационной теории пластичности методом последовательных нагружений с коррекцией 
погрешности на n+1 шаге имеет следующий вид [9]: 

nq q=

{ } { } { }1[ ] ( ) [ ]k n n n c nn nq q F K uβ β+ ΩΔ = + Δ −1Ω +K u , (18) 
где: [  – касательная матрица жесткости,  – секущая матрица жесткости, вычислен-

ные при {
]k nK [ ]c nK

} { } nu uΩ Ω= ; { }F  – общий вектор нагрузок.  
Компоненты матриц жесткости и общего вектора нагрузок в каждом элементе опреде-

ляются по соотношениям, приведенным в [10]. 
Решая (18), находим вектор приращений { } 1nu Ω +Δ  и состояние системы при 1nq q += : 

{ } { } { }1 1n nu u uΩ + Ω Ω += + Δ n . (19) 
После этого возможен переход к следующему шагу по qΔ . 
В работе [11] модель проверена при циклах, симметричных по пластическим деформа-

циям для стали Х18Н10. Ниже для проверки модели в условиях жесткого нагружения ис-
пользованы экспериментальные результаты работы [12]. Рассмотрен материал IN738LC. 
Сравнение проводилось на первых циклах при жестком изотермическом и неизотермическом 
нагружениях. При изотермических условиях температура в полуцикле составляла 950°, ам-
плитуда деформаций составляла 0.5%. Сравнение результатов моделирования приведено на 
рис.3а. При неизотермическом нагружении амплитуда деформаций также составляла 0.5%, а 
температура в цикле изменялась от 750° до 950°: 750° при максимальном сжатии, 950° при 
максимальном растяжении. Сравнение результатов моделирования и эксперимента приведе-
но на рис.3б. 

Разработанная модель МКЭ предназначена для расчета зон концентрации напряжений 
в конструктивных элементах ГТД. 

 
Рисунок 2 – Полуциклы при изотермическом а) и неизотермическом б) нагружении 
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