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Предложен новый метод расчета гидротехнических 
сооружений, допускающий их моделирование в виде при-
зматических систем. Эффективность алгоритма и вы-
числительного комплекса обеспечивается значительно 
меньшим по сравнению с численными методами поряд-
ком разрешающей системы уравнений и высокой точ-
ностью получения результатов. Значительная часть 
работы посвящена построению алгоритмов автомати-
зированного формирования геометрической структуры, 
граничных условий, а также уравнений равновесия и со-
вместности деформаций в узловых линиях составной 
конструкции произвольной конфигурации. Алгоритм 
формирования уравнений основан на решении дифферен-
циальных уравнений равновесия  пластины путем при-
менения преобразований Фурье и использования началь-
ных условий, в результате чего образуется разрешающая 
система алгебраических уравнений, откуда определя-
ются начальные параметры и окончательные значения 
перемещений и усилий. Приведен пример расчета рас-
ширяемой части здания Волжской ГЭС им. В. И. Ленина 
при различных режимах работы станции.

A new method for analysis of hydraulic structures supposing 
their simulation in the form of prismatic systems is proposed. 
Algorithm and computing system effectiveness is provided 
by smaller – in comparison with digital methods – equations 
resolution order and high accuracy of results. The main 
part of paper is devoted to development of algorithm of 
automated formation of geometric structure, edge conditions 
as well as of equilibrium equations and equations of strain 
compatibility in nodal lines of complex structure with free 
cinfiguration. Algorithm of equations formulation is based on 
solution of differential equations of plate equilibrium through 
Fourier series transformation and start conditions use resulting 
in formation of resolving system of algebraic equations where 
initial parameters and final values of  forces are defined. The 
example of structural analysis of Volzhskaya hydroelectric 
station building during different work modes is given.  
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В соответствии с проектным решением рас-
ширения Волжской ГЭС им. В. И. Ленина перекры-
тие дополнительного здания гидроэлектростанции 
представляет собой призматическую систему, состо-
ящую из жестко соединенных пластинчатых элемен-
тов (рис. 1). Расчет пространственных конструкций 
сложной конфигурации, как правило, производится 
методом конечных элементов, что приводит к высо-
кой размерности разрешающей системы уравнений. 
Однако наряду с численными существуют аналити-
ческие методы, позволяющие существенно понизить 
размерность задачи при обеспечении высокой точ-

ности получаемых результатов. Впервые такой под-
ход был предложен В.З. Власовым для призматиче-
ских оболочек средней длины [1]. Развитие метода 
перемещений применительно к системам пластин 
позволило производить их расчет в более точной по-
становке, отказавшись от кинематических и статиче-
ских гипотез полумоментной теории [2].

В настоящей работе предложено решение для 
призматических оболочек произ вольного очерта-
ния, построенное на основе метода начальных пара-
метров. В отличие от традиционного применения 
этого метода для последовательно соединенных эле-
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ментов, показана возможность его использования 
для призматических систем различной конфигура-
ции [3, 4]. Матричная форма алгоритма позволяет 
производить автоматизацию вычислений как на эта-
пе формирования расчетной схемы, так и в процессе 
получения результатов [5, 6].

Алгоритм расчета призматических оболочек 
предполагает наличие соотношений для перемеще-
ний и усилий, возникающих в прямоугольной пла-
стине при действии продольно-поперечных статиче-
ских нагрузок [7, 8]. При этом решение должно быть 
представлено в форме метода начальных параме-
тров, позволяющего учитывать в правой части урав-
нений равновесия различные виды нагрузки [11]. 

Метод начальных параметров, введенный 
А.Н. Крыловым, нашел широкое применение для 
расчета стержневых элементов, пластин и оболочек 
[7–9]. В отличие от традиционного применения ме-
тода для одного дифференциального уравнения, в 
настоящей работе он используется для интегрирова-
ния трех уравнений: двух связанных уравнений пло-
ской задачи теории упругости и одного уравнения 
изгибного состояния пластины. Такое представле-
ние результатов является наиболее удобным для по-
строения алгоритма расчета призматических систем 
с распределенными параметрами [5, 10].

Рассмотрим применение структурного подхода 
на примере перекрытия плотины, образованного из 
n прямоугольных жестко соединенных пластин и m 
поперечных ребер (см. рис. 1). Опирание конструк-
ции производится на быки, которые при наличии 
продольных деформационных швов на границах 
секций могут рассматриваться как абсолютно жест-
кие в своей плоскости диафрагмы, не препятствую-
щие перемещениям системы поперек потока.

Предварительно рассмотрим отдельную пла-
стину, имеющую на кромках y = 0; L – шарнирное 
опирание; а на других сторонах – произвольное 
закрепление. Действие на e-й элемент нагрузки с 
компонентами Pxe(x, y), Pye(x, y), Pze(x, y) вызывает 
появление в его срединной плоскости напряженно-
деформированного состояния, которому соответ-
ствуют вектор-функции:

Дифференциальные уравнения равновесия 
пластины и соответствующие граничные условия 
представляют математическую формулировку за-
дачи, точное решение которой в рамках моментной 
технической теории Кирхгофа-Лява хорошо извест-
но [11]. Представим эти результаты в форме метода 
начальных параметров [2,11]: 
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Элементами матрицы ( ) ( )( ), ( )d f
en ena x a x  являются 

комбинации гиперболических функций аргумента 
/ ei x l  [7]. 

Рис. 1. Система жестко соединенных пластинчатых элементов

       
,
                  (1)

где Ue, Ve, We – линейные перемещения пластины; 
Nxe, Sxe, Qxe – соответствующие им компоненты век-
тора усилий; Ψxe, Mxe – угол поворота поперечного 
сечения и изгибающий момент в плоскости ZOX. 
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Здесь ekb  и ekb  – элементы прямоугольных матриц 

инциденций ориентированного графа B , B . Чис-
ло строк матрицы B  равно числу поперечных уз-
ловых линий оболочки, а число столбцов – числу ее 
граней. Любая k -я строка при этом соответствует 
k -му ребру, а e-й столбец – e-й пластине системы. 
Ненулевыми элементами матрицы B  являются 
числа 1 и –1. Элементы матрицы B  образованы на 
базе матрицы B  путем замены строк, содержащих 
по три и более ненулевых элемента на строки,  со-
держащие пары ненулевых элементов [5,14]. Мат-
рица eh  обеспечивает преобразование усилий и 

перемещений из локальных в глобальную систему 
координат. Замечаем, что элементы матриц инци-
денций обеспечивают примыкание к k-й узловой 
линии только тех пластин, которые соответствуют 
заданной конфигурации системы. Топология сис-
темы пластин удачно описывается двумя матрица-

элементы которой формируются на основе третье-
го, четвертого и восьмого столбцов матрицы фун-
даментальных решений. 

Решение (2), (3) использовано в работе [2], в ко-
торой получены формулы метода перемещений 
для отдельных пластин и разработаны процедуры 
формирования матрицы жесткости составной 
призматической конструкции. В случае примене-
ния предлагаемой методики отпадает необходи-
мость в определении функций единичных реакций 
на краях прямоугольного элемента [5,6]. 

Воспользуемся решением (3) для описания на-
пряженно-деформированного состояния всей 
призматической оболочки через неизвестные на-
чальные параметры ее элементов (4). Запишем 
уравнения равновесия во всех продольных узловых 
линиях призматической системы в виде [11]: 

1
( , ) ( ) 0, ( 1,2... )

m

ek e e k
e

b h f x y q y k j .         (7) 

Здесь ( )kq y – вектор узловой нагрузки k-го ребра 

конструкции: 
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где , ,kx ky kzq q q – проекции нагрузки на главные ко-

ординатные оси; yM – момент пары, действующий 

в плоскости, нормальной к продольному ребру. 
Аналогично обеспечим совместность переме-

щений в узловых линиях конструкции с помощью 
равенств [6, 11]: 
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Свободные члены равенства (3), полученные 
методом вариации произвольных постоянных для 
различных видов нагрузок, определяются   
следующим образом:  
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ми инциденций, одна из которых используется для 
образования уравнений равновесия, а другая – для 
формирования уравнений совместности деформа-
ций.  

Как показано в работах авторов [5, 11, 12], ко-
личество начальных параметров 0 0

end , enf  

( 1,2... )e m всегда соответствует числу краевых усло-

вий (7), (9), содержащих 8n равенств. 
Таким образом, соотношения (7), (9) пред-

ставляют замкнутую неоднородную алгебраи-
ческую систему уравнений размерностью 8n от-
носительно неизвестных начальных параметров. 
Решение этой системы дает возможность по форму-
лам (2) – (4) определить все компоненты напряженно-
деформированного состояния конструкции в любой 
точке [5, 11].

Описанный выше алгоритм реализован в виде 
вычислительного комплекса и эксплуатируется в 
настоящее время в АО «Самарагидропроект» при 
расчете различных гидротехнических сооружений. 
Ниже приведены некоторые результаты расчета пе-
рекрытия здания ГЭС при паводковом сбросе воды. 
Расчеты выполнены для трех случаев (см. рис. 1): 
проточный тракт заполнен, через водослив идет 
сброс (потоки I и II); проточный тракт заполнен, че-
рез водослив сброса нет (поток I); проточный тракт 
осушен, через водослив идет сброс ( поток II). Для 
всех расчетных случаев одновременно учитывался 
собственный вес конструкций, а  коэффициент пере-
грузки принимался равным 1,25.

На рис. 2 показаны наиболее характерные 
эпюры усилий и перемещений сооружения в сече-
нии Y=L/2. Расчеты показали, что наиболее неблаго-
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приятным для всего сооружения в целом является 
первый расчетный случай. Давление сверху и про-
тиводавление снизу вызывает характерную картину 
распределения изгибающих моментов Mx (рис. 2, а) 
и приводит к появлению перерезывающих усилий 
высокой интенсивности.  Отсутствие сброса через 
водослив, как и следовало ожидать, приводит к пе-
рераспределению усилий с верхних элементов соо-
ружения в нижнюю его часть. Обращает на себя вни-
мание наличие зон с растягивающими усилиями, 
как поперечными Nx (рис. 2, б) , так и продольными 
Ny (рис. 2, в). Здесь положительный знак соответ-
ствует растяжению. Применение описанного метода 
позволило обеспечить экономию арматуры по отно-
шению к первоначальному проектному решению в 
пределах 20–30 %.
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