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РАСЧЕТ БАЛОЧНО-ЛЕНТОЧНЫХ ФУНДАМЕНТОВ  НА УПРУГОМ
ОСНОВАНИИ С ПОМОЩЬЮ ГИПЕРБОЛО-КРУГОВЫХ ФУНКЦИЙ
CALCULATION OF BEAM-STRIP FOUNDATION ON CUSHION COURSE  THROUGH  
HYPERBOLIC- CIRCULAR FUNCTIONS 

В литературе описано множество методов расчета ба-
лочно-ленточных фундаментов на упругом основании. В 
данной статье рассмотрен один из наиболее эффектив-
ных среди этих методов – метод расчета балочно-лен-
точных фундаментов на упругом основании с использо-
ванием гиперболо-круговых функций. Изложена методи-
ка расчета балочно-ленточных фундаментов на упругом 
основании при нескольких различных вариантах условий 
в начальном и концевом сечении. Предложенный метод 
является одним из наиболее простых и эффективных 
методов расчета, позволяет упростить методику рас-
чета балочно-ленточных фундаментов на упругом осно-
вании, получить более достоверные результаты расчета 
и приблизить расчетные условия к действительным. 

Many methods of calculations of beam-strip foundations on 
cushion course are described in academic literature.  This arti-
cle views one of the most eff ective methods – the method of cal-
culation of beam-strip foundations on cushion course through 
hyperbolic-circular functions. The procedure of calculation 
under diff erent condition variants in initial and terminal cross 
section is presented. The proposed method is one of the most 
simple and eff ective calculation methods which permits to sim-
plify the procedure of calculation of beam-strip foundations on 
cushion course and to obtain more consistent results and to 
approximate design conditions to practice.
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 При проектировании балочно-ленточных фун-
даментов на упругом полупространстве основание 
моделируется, как правило, линейно-деформиру-
емым изотропным телом, для которого считаются 
справедливыми основополагающие гипотезы класси-
ческой теории упругости [1]. Существует множество 
методов расчета балочно-ленточных фундаментов на 
упругом основании [2, 3], но один из наиболее про-
стых и точных основан на использовании гипербо-
ло-круговых функций [1]. Он позволяет упростить 
методику расчета балочно-ленточных фундаментов 
на упругом основании [4]. 

Упругое основание бруса – такое основание, кото-
рое реализует распределенную вдоль оси бруса реак-
цию с погонной интенсивностью, пропорциональной 
перемещению (прогибу или углу поворота) сечения.

В общем случае деформация бруса (рис. 1) ха-
рактеризуется шестью параметрами (линейными и 
угловыми деформациями): u, v, w – прогибы балки 
(перемещения), смещения центра тяжести сечения 
балки по направлению, перпендикулярному к ее оси; 
φਘ , φy , φz – углы поворота соответственно по осям х, y, z.

Отметим, что при заданных значениях этих де-
формаций в упругом основании развивается шесть 

Рис. 1. Параметры, характеризующие деформации бруса
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реактивных нагрузок (pਘ , py , pz, mਘ , my , mz – равнодей-
ствующие и моменты соответственно по осям х, y, z), 
пропорциональных соответствующим деформациям:

(1)

Коэффициенты пропорциональности в соотно-
шениях (1) называются отпорностями основания [2]. 
Отрицательная правая часть этих соотношений по-
казывает, что реактивная нагрузка направлена про-
тивоположно перемещению [3]. Отпорности kਘ , ky , kz 
имеют размерность [сила/площадь] = [кН/м2]; размер-
ность отпорностей Cਘ , Cy , Cz [момент/длина] = [кН].

При определении величин отпорностей kx ,ky , 
kz обычно используются опытные (нормальные) зна-
чения коэффициента постели C, характеризующие 
свойства грунта [4].

Коэффициент постели C – сила, необходимая 
для вдавливания в грунт штампа единичной площа-
ди на единичную глубину C = [сила/(площадь × дли-
на)] = [кН/м3].

Приведем для справок некоторые значения ко-
эффициента постели для различных грунтов: 

- песок рыхлый C = 1,0 – 5,0 МН/ м3;
- песок утрамбованный C = 10 – 1000 МН/ м3.
Расчет балки на упругом основании – это статиче-

ски неопределимая задача, так как уравнения статики 
позволяют определить суммарное значение нагрузки 
(реакция нагрузки) [5]. Распределение нагрузки по длине 
балки описывается достаточно сложным уравнением [6].

Отпорность грунта рассчитывают как произве-
дение коэффициента постели на ширину подошвы 

балки (фундамента). Вдоль вертикальной оси (пред-
полагаемого прогиба) отпорность kz равна:

(2)

Рассмотрим балку, лежащую на упругом осно-
вании и загруженную внешней произвольной верти-
кальной нагрузкой (рис. 2). Вертикальные перемеще-
ния (прогибы) сечений создают реакцию, распреде-
ленную по длине балки.

Предположим − см. (1), что отпор прямо про-
порционален прогибу и зависит только от абсциссы 
«Х» рассматриваемого сечения, а также пренебрежём 
влиянием прогибов соседних сечений. 

Предположим также, что связь подошвы балки 
с основанием двусторонняя, т.е. «отрыв» от основания 
(разрыв воображаемых пружин) невозможен. Тогда 
дифференциальное уравнение изгиба с учетом отпо-
ра грунта имеет вид (E – жесткость балки, w – прогиб 
балки (перемещение) [7]:

или 

(3)

где                               – некая характеристика балки, име-

ющая размерность длины, м.
Переходя от абсолютных величин к безразмерным, 

в дальнейшем используем следующие параметры:
- приведенная (относительная) длина балки l/λ;
- приведенная (относительная) абсцисса ξ=ઘ/λ.
Корни характеристического однородного диф-

ференциального уравнения изгиба балки (их четыре) 
являются комплексными с общим множителем α=l/λ:

Рис. 2. Балка, лежащая на упругом основании и загруженная внешней произвольной вертикальной нагрузкой
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Приведем известные «пять строк» строительной 
механики [12]:

(7)

Структура предлагаемого решения остается 
прежней, однако вместо комбинаций частных реше-

(4)
С использованием гиперболо-круговых функ-

ций Г. Циммермана [8] общее решение неоднород-
ного дифференциального уравнения (4) может быть 
записано в виде:

(5)

Первое слагаемое  – это частное решение не-
однородного дифференциального уравнения изгиба 
балки на упругом основании.

В случае нескольких грузовых участков исполь-
зование общего решения в представленном виде за-
труднено, так как непрерывные функции внутри каж-
дого участка необходимо «склеивать» (сопрягать), ис-
пользуя условия совместности деформаций и усилий 
в граничных сечениях [9, 10].

В связи с этим решение дифференциального 
уравнения изгиба балки на упругом основании целе-
сообразно представить в виде решения по методу на-
чальных параметров [11]. Это решение в случае обыч-
ной балки имеет вид (6) – см. рис. 3.

В решении учитываются все параметры, которые 
расположены слева от исследуемого сечения. Осталь-
ные параметры, характеризующие состояние балки, 
определяются простым дифференцированием (без 
раскрытия скобок).

Рис. 3. Балка, лежащая на упругом основании 
и загруженная несколькими нагрузками

(6)
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Функции, определяющие основные параметры балки на упругом основании:

ний: 1; ઘ/1!; ઘ2/2!; ઘ3/3!, образующих общий инте-
грал однородного дифференциального уравнения из-
гиба обычной балки (без упругого основания), имеют 
место частные решения:

(8)

Линейная комбинация этих функций является 
решением дифференциального уравнения изгиба 
балки на упругом основании [13].

Ниже представлены функции, определяющие 
четыре искомых параметра изучаемой балки (эпюры 
прогибов и углов поворота сечений (обе уменьшены в 

«С» раз), эпюры изгибающего момента и перерезыва-
ющей силы в сечениях балки).

Знаки слагаемых в общих решениях метода на-
чальных параметров соответствуют направлениям 
усилий, указанных на рис. 4.

При составлении функций φ=φ(ઘ), Μ=Μ(ઘ), 
Q=Q(ઘ) использованы следующие дифференциаль-
ные зависимости:

(9)

Рис. 4. Балка, лежащая на упругом основании
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Данные функции содержат четыре начальных 
параметра, два из которых определяются условиями 
закрепления сечения, совпадающего с началом коор-
динат (как правило, это левое сечение балки). Другие 
два определяются из условий в концевом сечении.

Возможны следующие варианты условий в на-
чальном и концевом сечениях:

1. Свободное сечение: Q = 0, М = 0.
2. Шарнирно опертое сечение: М = 0, ω = 0.
3. Жестко закрепленное сечение: φ = 0, ω = 0.
4. Не поворачивающееся, но допускающее 

смещение: φ = 0, Q = 0.
Начальные параметры однопролетной балки 

всегда определяются из решения двух уравнений с 
двумя неизвестными [14], например, заранее извест-
но: в правом сечении (свободном) – перерезывающая 
сила Q(1)=0 и изгибающий момент М(1)=0.

На основании второй и третьей схем табл. 1 фор-
мируются два уравнения: 

(11)

Здесь [Мl] и [Ql] – изгибающий момент и перерезыва-
ющая сила от заданной нагрузки, вычисленные в сече-
нии x=l по трем последним слагаемым соответствен-
но второй и третьей формул к схемам в табл. 1. 

Решение системы:

(12)

Начальные параметры ω0 и φ0 для балки со сво-
бодными начальным и концевым сечениями можно 
определить [15], пользуясь данными табл. 1.

Таблица 1
Начальные параметры ω0 и φ0

Схема № 1

Формулы к схеме № 1

Т.В. Кузнецова, Л.М. Бухман

(10)

,
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От каждого силового внешнего фактора 1 опре-
деляется начальный параметр:

здесь 0 ≤ i ≤ n – количество сил, приложенных к балке;
 0 ≤ j ≤ m – количество моментных нагрузок;
0 ≤ r ≤ l  – количество полос, загруженных рас-
пределенной нагрузкой.
Пользуясь принципом суперпозиции, оконча-

тельно подсчитываем начальные параметры в левом 
сечении:

(13)

Рассмотренный метод расчета балочно-ленточ-
ных фундаментов на упругом основании с использо-

ванием гиперболо-круговых функций является наи-
более простым и эффективным методом расчета.

Выводы. Применение данного метода расчета 
позволяет:

1) получить более достоверные результаты рас-
чета;

2) приблизить расчетные условия к действитель-
ным;

3) рассматривать балочно-ленточные фундамен-
ты с различными типами загружения;

4) существенно облегчить проведение вариант-
ных расчетов различных параметров балочно-ленточ-
ного фундамента.
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