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SOLUTIONS IN EXPLICIT FORM FOR DETERMINING THE HYDRAULIC 
RESISTANCE COEFFICIENT FOR TURBULENT FLOW

Проведен сравнительный анализ явных решений 
уравнения Колбрука−Уайта. Получены значения 
медиан относительных отклонений, коэффициен-
тов детерминации и временных вычислительных 
сложностей для каждой аппроксимации. В качестве 
«истинного» решения использовались результаты 
итерационного решения уравнения Колбрука−Уай-
та методом подстановки. Аппроксимации Б. Эка 
и А. Ватанкаха были выделены как наиболее эффек-
тивные с точки зрения вычислительной сложно-
сти. Показано, что широко используемые аппрокси-
мации П. Блазиуса, А.Д. Альтшуля и И. Никурадзе 
при своей простоте обеспечивают приемлемую точ-
ность только для ограниченных значений критерия 
Рейнольдса и относительной шероховатости.

A comparative analysis of explicit solutions of the Cole-
brook-White equation is carried out. The median values 
of relative deviations, coeffi  cients of determination and 
computational complexities for each approximation 
were obtained. The results of the iterative solution of the 
Colebrook-White equation by successive substitution 
method were used as the intrinsic solution. Approxi-
mations by B. Eck and A.R. Vatankhah were identifi ed 
as the most eff ective in terms of computational com-
plexity. It was shown that widely used approximations 
by P.R.H. Blasius, A.D. Altshul and J. Nikuradze al-
though simple, provide acceptable accuracy only within 
restricted ranges of Reynolds and relative roughness.
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Введение
Гидравлическое сопротивление канала 

движущемуся в нем потоку рабочей среды яв-
ляется ключевым фактором при расчете инже-
нерных систем, в частности систем вентиляции. 
Для движущейся в канале среды выделяют три 
режима течения: ламинарный, переходный 
(критический) и турбулентный. На режим те-
чения влияют не только параметры потока, но 
и шероховатость стенок канала. Поэтому для 
разграничения режимов используют коэффи-
циент шероховатости Рейнольдса [1]: 

(1)

где  = /Dh − относительная шероховатость 
стенок канала;  − абсолютная шероховатость 
стенок канала, м; Dh − гидравлический диаметр 
канала, м; Re = U·Dh/ν − критерий Рейнольдса 
для потока; U − скорость потока, м/с; ν − кине-
матическая вязкость потока, м2/с; λ − коэффи-
циент сопротивления потоку.

В ламинарном режиме (Re<2000) поток 
можно условно разделить на слои (ламина-
лии), в которых выполняется условие  = 0. 

Поскольку толщина ламиналии превышает 
величину абсолютной шероховатости стенки 
при коэффициенте шероховатости Рейнольд-
са Re*<3 [2], коэффициент гидравлического со-
противления для большинства каналов зависит 
только от параметров потока [3]:

(2)

В переходном (критическом) режиме те-
чения происходит резкий скачок гидравличе-
ского сопротивления. Данный режим соответ-
ствует диапазону значений числа Рейнольдса 
2000<Re<3000 и описывается полуэмпириче-
скими выражениями Л.А. Самойленко [4, 5].

Для турбулентного режима течения 
(Re>3000) выделяют три степени влияния ше-
роховатости стенок канала на сопротивление 
потоку. При канал считают гидравлически 
гладким и коэффициент сопротивления может 
быть определен итерационным методом по 
уравнению Прандтля-фон Кармана [6, 7]:

(3)
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При 3<Re*<70 на сопротивление потоку влияют 
не только его параметры (скорость и вязкость), 
но и параметры канала (диаметр и шерохова-
тость его стенок). В этом случае коэффициент 
сопротивления может быть определен итера-
ционным методом по уравнению Колбрука–
Уайта (И.Е. Идельчик [9] свидетельствует о схо-
жем выражении, полученном Г.А. Мурином 
[8]) [9]:

(4)

В развитом турбулентном режиме (Re*>70) 
толщина пристеночного слоя минимальна и не 
зависит от Re [2]. Поэтому сопротивление по-
току определяется только величиной шерохо-
ватости по квадратичному закону [2, 10]:

(5)

Точные значения коэффициентов сопро-
тивления турбулентному потоку при Re*<70 мо-
гут быть получены только путем итерационного 
решения уравнений (3) или (4), поскольку они 
представлены в неявной форме. Это ограничива-
ет их применимость для инженерных расчетов. 
Поэтому на практике используются аппрокси-
мации, которые с определенной степенью точ-
ности позволяют определять коэффициенты 
сопротивления потоку в явной форме.

Существующие аппроксимации
Для гидравлически гладких каналов (Re*<3) 

обычно используются выражения Пауля Блази-

Аппроксимации уравнения Колбрука–Уайта

Авторы Аппроксимация Уравне-
ние Ограничения m(E)

% R2 T(n)

П. Блазиус 
(1913) [11] (6) 2300<Re<105;

 = 0 26.05 0.24 2

И. Никурадзе 
(1933) [12] (7) 105<Re<106;

 = 0 20.70 0.238 3

Л. Прандтль 
(1936) [13] (8) Re>560/ 16.21 0.745 4

Л.Ф. Муди 
(1947) [14] (9) 4000<Re<108;

 < 0,01 0.56 0.982 6

Филоненко–
Альтшуль 
(1948) [15, 16]

(10) Re>4000;
 = 0 9.36 0.246 5

А.Д. Альтшуль 
(1952) [15] (11) 4000<Re<107;

 < 0,01 8.03 0.9355 4

Б. Эк (1973) [17] (12) – [18] -0.02 0.993 6

С. Черчилль 
(1973) [19] (13) – -0.54 0.999 7

Н. Чен (1979) 
[20] (14) 4000<Re<108;

5·10-7 <  < 0,05 -0.08 0.99997 13

Д. Зигранг 
и Н. Сильвестр 
(1982) [21]

(15) 4000<Re<108;
10-5 <  < 0,05 -0.09 1 16

Т. Сергхайдс 
(1984) [22] (16) 2300<Re<1,5·108;

 < 0,05 -0.05 1 28
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Окончание таблицы

Авторы Аппроксимация Уравне-
ние Ограничения m(E)

% R2 T(n)

Е. Ромео (2002) 
[23] (17) 3000<Re<108;

 < 0,05 -0.05 1 19

Д. Буззелли 
(2008) [24] (18) 2300<Re<108;

 < 0,05 -0.08 1 22

Дж. Соннед 
(2006) [25] (19) 4000<Re<108;

10-6 <  < 0,05 -0.32 0.9999 14

А. Ватанках 
(2009) [26] (20) 104<Re<108;

10-6 <  < 0,01 -0.04 1 15

Д. Бркич (2011) 
[27] (21) 4000<Re<108;

 < 0,05 -0.06 0.999 22

Ш. Фанг (2011) 
[28] (22) 3000<Re<108;

 < 0,05 -0.15 0.9999 11

Б. Ашур (2012) 
[29] (23) 2300<Re<108;

 < 0,05 -0.08 0.9999 13

Д. Бркич (2016) 
[30] (24) 104<Re<108;

10-6 <  < 0,05 1.11 0.995 11
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уса (6), Ивана Ильича Никурадзе (7) и Филонен-
ко–Альтшуля (10). Причем данные выражения 
практикуются для всех инженерных расчетов 
вне зависимости от режима течения [9], поэто-
му они будут рассмотрены наравне с выраже-
ниями для вполне шероховатых каналов.

Первая аппроксимация (9) для уравнения 
Колбрука–Уайта (4) была предложена амери-
канским инженером Льюисом Муди в 1947 г. 
Впоследствии принимались попытки уточнить 
эту аппроксимацию и расширить диапазон 
ее применимости (хронологию см. в таблице). 
Наиболее широким диапазоном параметров 
потока (Re) и поверхности ( ) характеризуются 
аппроксимации Б. Эка (12), C. Черчилля (13), 
Т. Сергхайдса (16), Е. Ромео (17), Д. Буззелли 
(18), Д. Бркича (21), Б. Ашура (23).

Методика анализа
Приведенные выше аппроксимации оце-

нивались по точности и сложности. Точность 
определялась для полного диапазона значе-
ний критерия Рейнольдса (2000<Re<108) и от-
носительной шероховатости (0 <  < 0,05) вне 
зависимости от рекомендованных значений 
(ограничений). Точность аппроксимаций опре-
делялась по медиане относительных ошибок 

 и коэффициенту де-

терминации (R2).
В качестве «истинных» значений (λист) при-

нимались результаты итерационного реше-
ния уравнения (3) методом подстановки [29]. 
Из множества, ограниченного рассмотренным 
диапазоном Re и , была сделана выборка 42 
точек, которые и использовались в анализе. Ко-
личество точек в выборке (n = 42) было опреде-
лено методом экстраполяции Ричардсона [31], 
который показал асимптотическое приближе-
ние использованных критериев (медианы от-
носительных ошибок и коэффициента детер-
минации) к своим «истинным» значениям при 
n ≥ 42.

Сложность каждой аппроксимации оцени-
валась по критерию временной вычислитель-
ной сложности T(n), которая для простейших 
арифметических операций имеет постоянную 
асимптотику (T(n) = O(1)) и равняется их сум-
ме [32], а для операций возведения в степень — 
логарифмическую (T(n) = O(log(n)) [32]. Ис-
ключение составили выражения (16), (18), (19) 
и (20), где использование комплексов сокраща-
ет вычислительную нагрузку.

Результаты
В рассмотренном диапазоне значений 

критерия Рейнольдса (2000<Re<108) и относи-
тельной шероховатости (0 <  < 0,05) аппрок-

симации (6)–(8) и (10), показали неудовлет-
ворительные результаты (R2<0,8). Наиболее 
точными (R2>0,999) оказались аппроксимации 
(14), (15)–(23).

Анализ рассмотренных аппроксимаций 
показал, что повышение точности решения 
неизбежно сопровождается увеличением вы-
числительной нагрузки. При этом наиболее 
эффективные решения достаточно точно опи-
сываются степенными законами для медиан 
ошибок (штриховая линия на рисунке «а»:

(25)

и для коэффициентов детерминации (штрихо-
вая линия на рисунке «б»:

(26)

В соответствии с (26) можно выделить ап-
проксимации, обеспечивающие недостаточ-
ную точность при соответствующих вычис-
лительных нагрузках (крестики на рисунке). 
К ним относятся аппроксимации с достаточно 
узкими заявленными диапазонами Re и  (вы-
ражения (6), (7) и (10), которые не предназна-
чены для описания рассматриваемых условий. 

Очевидно, что аппроксимации Б. Эка (12) 
и А. Ватанкаха (20) (плюсы на рисунке) пре-
одолевают общий ограничивающий тренд 
и обеспечивают исключительно малые медиа-
ны относительных отклонений m(E) в своих ка-
тегориях вычислительной сложности (Т(n) = 6 
и T(n) = 15). Эти же выражения характеризуют-
ся коэффициентами детерминации, превыша-
ющими ожидаемые значения для своих катего-
рий вычислительной сложности.

Отдельно следует отметить аппроксима-
цию А.Д. Альтшуля (11) (звездочки на рисунке), 
которая при вычислительной сложности T(n) = 4 
обеспечивает приемлемую точность (R2 = 0,985) 
в достаточно широком заявленном диапазоне 
(4000<Re<107;  < 0,01). Вместе с тем, даже в заяв-
ленном диапазоне относительная ошибка при 
использовании выражения А.Д. Альтшуля мо-
жет достигать 30 % (Re = 107;  = 0).

Остальные (жирные круглые) точки на ри-
сунке соответствуют результатам расчета по 
аппроксимациям, удовлетворяющим требова-
ниям точности при средней вычислительной 
сложности.

Заключение
Гидравлические потери по длине канала, 

несмотря на небольшую удельную величину, 
оказывают существенное влияние на работу 
систем трубопроводов, в частности вентиляци-
онных систем. При этом коэффициент сопро-
тивления потоку по длине канала λ является 
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определяющим критерием при аэродинами-
ческом расчете вентиляционных систем.

Коэффициент λ с высокой точностью может 
быть получен в результате итерационного ре-
шения уравнения Колбрука−Уайта. В настоящее 
время подобная задача легко решается средства-
ми электронных таблиц (табличного редактора), 
существует целый ряд калькуляторов в свобод-
ном доступе в сети Интернет [33]. Однако в инже-
нерных расчетах по-прежнему широко использу-
ются приближенные решения (аппроксимации) 
этого уравнения, выражающие коэффициент че-
рез явную функцию λ = f(Re, ).

Проведенный анализ наиболее известных 
аппроксимаций позволил сделать следующие 
выводы:

1. Точность аппроксимаций находится 
в степенной зависимости от их вычислительной 
сложности.

2. Точность аппроксимации может 
быть выражена через медиану относитель-
ных отклонений по выражению (25) и через 
коэффициент детерминации по выраже-
нию (26).

3. С точки зрения вычислительной слож-
ности наиболее эффективными аппроксимаци-
ями являются выражения Б. Эка (12) (R2 = 0,993) 
и А. Ватанкаха (20) (R2 = 1).

4. Аппроксимация А.Д. Альтшуля (11) 
при незначительной вычислительной сложно-
сти (T(n) = 4) обеспечивает приемлемую точ-
ность (R2 = 0,985) в достаточно широком заяв-
ленном диапазоне (4000<Re<107;  < 0,01).

5. Широко используемые в российской 
инженерной практике аппроксимации (П. Бла-
зиуса, А.Д. Альтшуля и И. Никурадзе) при сво-
ей простоте обеспечивают весьма малую, но 
приемлемую точность.

Зависимости точности аппроксимаций уравнения Колбрука−Уайта от их сложности:
а – точность в модулях медиан относительных отклонений; б – точность в коэффициентах детерминации

а

б
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