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В статье рассматривается движение конечного 
объема (капли) жидкости переменной вязкости в модели 
идеального грунта. Силы сопротивления движению кап-
ли представлены в виде суммы массовых сил и сил, завися-
щих от скорости движения частицы и вязкости жидко-
сти. Силы сопротивления разложены в степенные ряды 
по координате и времени. Удержано по три члена ряда 
в каждом разложении – сохранены квадратичные члены 
разложения. Показано, что уравнение движения в этом 
случае имеет вид уравнения Риккати. Коэффициенты 
уравнения могут быть определены экспериментально. 
На математической модели доказано, что, в принятых 
условиях, капля зависает в поре, образуя пробку.

Motion of variable viscosity water drop in perfect soil 
model is viewed. Resistance forces are presented as amount 
sum of mass forces and forces depending on water drop speed 
and liquid viscosity. Resistance forces are ranged in accor-
dance with coordinate and time. Three terms in each range 
are holded - quadratic terms are presented. It was shown that 
in this case the equation of the motion has the form of the 
Riccati equation. The equation factors have been defi ned ex-
perimentally. Mathematic model proves that in defi nes con-
ditions water drop is stopped forming a slug.

Ключевые слова: пористая среда, инфильтра-
ция, тяжелая жидкость, переменная вязкость.

Key words: porous media, infi ltration, heavy liquid, 
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ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ ПЕРЕМЕННОЙ ВЯЗКОСТИ 
В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ
MOTION OF VARIABLE VISCOSITY LIQUIDS IN POROUS MEDIA

Рассмотрим случай инфильтрации (проникно-
вение в пористую среду) тяжелой жидкости перемен-
ной вязкости. Пусть слой жидкости имеет конечную 
толщину и расположен в координатной плоскости на 
горизонтальной поверхности пористой среды. Тогда 
инфильтрацию можно рассматривать проходящей 
вдоль одной оси и уравнение движения будет функ-
цией одной координаты. Направим эту координату 
вверх, нормально к поверхности пористой среды.

Движение в данном случае будет проходить как 
бы в прямолинейном канале идеального грунта, пря-
молинейной векторной трубке единичной площадью 
поперечного сечения [1, 2]. В этой трубке будет двигать-
ся жидкая частица единичной массы, капля жидкости.
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Рис. 1. Силы, действующие на каплю

На жидкую частицу в рассматриваемом случае 
будут действовать силы инерции и массовые силы. 
В состав массовых сил, как это принято в задачах ис-
следования фильтрации, войдут как собственно мас-
совые силы, так и силы сопротивления движению 
капли в пористой среде. Уравнение движения по 
оси х запишется так:

,                                   (1)

где t - время;
R - сумма всех массовых сил;
R = R1 + R2,

здесь R1 - собственно массовые силы. В рассматривае-
мом случае массовой силой будет сила тяжести;

R1 = mg;
R2  - силы сопротивления движению капли. 

Они зависят от свойств пористой среды, её прони-
цаемости, которую будем считать постоянной, и от 
свойств жидкости. В классических задачах фильтра-
ции свойства жидкости выражаются её плотностью 
и вязкостью, причем вязкость считается либо завися-
щей от давления [2], либо постоянной. Кроме того, 
силы сопротивления движению зависят и от скоро-
сти. В тех же классических задачах о движении жид-
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кости сила сопротивления движению считается про-
порциональной первой степени скорости.

Предположим, что вязкость жидкости являет-
ся величиной переменной и зависящей от ее темпе-
ратуры.

Но температура жидкости также зависит от те-
плопотерь, рассеяния тепла в окружающую среду. 
Следовательно, возможны два случая: 

1) температура окружающей среды, пористой 
среды, выше температуры жидкости; 

2) температура окружающей среды, пористой 
среды, ниже температуры жидкости.

Будем рассматривать второй случай. Здесь 
рассеяние тепла происходит по мере продвижения 
жидкости в поре. И, следовательно, температура 
её зависит от положения капли в поре. Поэтому 
можно рассматривать вязкость жидкости в качестве 
функции от координаты, вдоль которой проходит 
движение.

Предположим, что, кроме вязкости, которая 
проявляется только во время движения, жидкость 
обладает и адгезией, которая также зависит от про-
должительности процесса течения, т.е. от времени.

Таким образом, можно сформулировать сле-
дующие допущения:

1) силы сопротивления движению капли зави-
сят от скорости движения;

2) силы сопротивления движению капли зави-
сят от времени. 

На основании этих допущений запишем:
R2 = R(v) + R(t),

где R(v) – сила сопротивления движению, зависящая 
только от скорости;

R(t) - сила сопротивления движению, завися-
щая только от времени.  

При названных допущения уравнение (1) запи-
шется так:

,                   (2)

.                  (3)

Разложим силы сопротивления в степенные 
ряды: 

R(v)/m = a0 +a1v + a2v2 + …
R(t)/m = b0 + b1t + b2t2 + …

Учитывая, что
 

, запишем уравнение 

(3) в такой редакции:

,
 
(4)

здесь v - скорость частицы.
Перепишем уравнение (4), удержав в каждом 

ряду члены не выше второй степени:

.      (5)

Получено нелинейное дифференциальное 
уравнение первого порядка.

Коэффициенты ai и bi являются функциями не-
зависимой переменной – времени t.

В обобщенном виде полученное уравнение 
можно представить так:

.                    (6)

В уравнении (6) приняты обозначения:
P(t) = −a2 ,
Q(t) = −a1 ,
S(t) = g-a0 –b0 –b1t –b2t2 .
Уравнение (6) является общим видом уравне-

ния Риккати и не может быть решено в квадратурах, 
хотя и имеет общее решение .

Общее решение, найденное с помощью мате-
матической системы Mathematica v5.0, выражается 
через полиномы Эрмита и гипергеометрическую 
функцию, и его весьма затруднительно использо-
вать в инженерной практике. Поэтому необходи-
мо ввести некоторые допущения, которые упро-
стят решение,  но существенно не снизят точность 
результатов.

Первое допущение – сопротивление движе-
нию пропорционально первой степени скорости, а 
влияние квадрата скорости невелико. Это допуще-
ние аналогично допущению о движении при малых 
числах Рейнольдса.

При экспериментальном исследовании про-
цесса проникновения жидкости в пористую среду 
были получены числа Re < 1.

Вследствие упрощений уравнение (5) запишет-
ся так:

.                 (7)

Поскольку a0 и  b0 в уравнении (5) являются по-
стоянными, то обозначим их сумму как b0.

Решением уравнения (7) является функция

 (8)
.
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Первое слагаемое является частным решени-
ем уравнения (7), и оно учитывает влияние измене-
ния вязкости жидкости на её скорость, а входящие 
коэффициенты определяются экспериментальным 
путем. 

Второе слагаемое является общим решением 
однородного дифференциального уравнения, соот-
ветствующего уравнению (7). Постоянная интегри-
рования С(1) определяется из граничных условий.

Из физических соображение ясно, что скорость 
равна нулю как в начале движения, так и в его конце.

Приняв в (8) v(0)=v0 и t=0, т.е. в начале движе-
ния, найдем С(1):

0)()(2)1( 3
1

0
2
1112 v

a
gbababC +−+−= .   (9)

Из уравнения (8) с учетом (9) можно также най-
ти время движения капли до её остановки.

Глубину проникновения капли легко опреде-
лить интегрированием (8) с учетом (9).

Нами был проведен вычислительный экспе-
римент по выявлению влияния начальной скорости 
движения капли на процесс инфильтрации. Резуль-
таты его представлены на рис. 2.

Верхняя кривая соответствует достаточно боль-
шой начальной скорости движения капли. В момент 
проникновения в пору капля начинает тормозиться 
и силы инерции по направлению совпадают с сила-
ми сопротивления движению. Процесс торможения 
продолжается до остановки капли.

Рис. 2. Влияние начальной скорости движения капли 
на процесс фильтрации

Нижняя кривая соответствует малой начальной 
скорости движения капли. В момент проникновения 
в пору капля начинает, под действием силы тяжести, 
ускоряться, так как при малых скоростях силы сопро-
тивления малы. Затем, по мере движения, достигнув 
максимальной скорости, капля начнет тормозиться 
и в конце концов остановится.

Выводы. 1. Данное решение, на основе экспе-
риментальных данных [3-16]  об изменении вязкости 
жидкости во времени, позволяет определить время 
проникновения жидкости переменной вязкости в по-
ристую среду, в частности в крупнопористый бетон.

2. На основании найденных решений можно 
вычислить глубину проникновения жидкости в по-
ристую среду.
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