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Получена динамика жидкостного слоя в зазоре 
переменной высоты. Найдено общее решение в виде сум-
мы напорного течения с постоянным перепадом давле-
ния и осциллирующих компонент: пульсации перепада 
давления и колебаний стенки. Получены формулы для 
скорости пульсации жидкости для предельных случаев. 
Выявлены границы квазистационарной модели течения 
вязкой жидкости от изменения безразмерной частоты 
колебаний жидкости в щелевом зазоре. Установлено, 
что при большой безразмерной частоте отсутствует 
взаимодействие между стенками и можно рассматри-
вать такое течение жидкости в зазоре как движение 
возле единичной плоскости.

Dynamic liquid layer is obtained in the gap of variable 
height. It is found total solution as the sum of the discharge 
currents with a constant pressure drop and oscillating 
components: Differential pressure pulsation and wall 
vibrations. The formulas for fluid pulsation rate limiting 
cases are obtained. The article identifies border of quasi-
stationary model of viscous fluid from the fluid changes the 
dimensionless frequency of oscillations in a slot gap.

Ключевые слова: пульсирующее течение, зазор 
переменной высоты, осцилляции стенки, графики ско-
рости, квазистационарность.

Keywords: pulsating flow, the gap variable height, 
wall oscillation speed charts, quasi-steady state.
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ПЕРЕМЕННОЙ ВЫСОТЫ
THE ISSUE OF PULSATING FLOW IN THE SLIT OF VARIABLE HEIGHT CLEARANCES

ГИДРАВЛИКА И ИНЖЕНЕРНАЯ ГИДРОЛОГИЯ

В работе [1] сформулирована и решена задача 
о пульсирующем течении вязкой несжимаемой 
жидкости в зазоре переменной высоты при осцил-
ляции стенки и пульсации давления. Установлено, 
что перекос подвижного плунжера приводит к из-
менению локальных и интегральных характеристик 
потока пропорционально углу перекоса по сравне-
нию с параллельным каналом [2-10]. 

В работе рассмотрено влияние безразмерной 
частоты колебаний на динамику жидкостного слоя в 
зазоре [11-20]. 

В силу линейности задачи, общее решение бы-
ло получено [1] в виде суммы напорного течения с 
постоянным перепадом давления и осциллирую-
щих компонент: пульсации перепада давления и 
колебаний стенки, зависящих от времени: 
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где 0f  – амплитуда статической компоненты пере-

пада давления по концам зазора;  – полярный 

угол; r  – полярный радиус; kU  – амплитуда скоро-

сти осуилляции подвижной стенки;  – частота 
пульсаций давления и колебаний стенки; i – кинема-

тическая вязкость жидкости; v  – скорость движе-

ния жидкости поперек зазора; τ – время процесса. 
Пульсации перепада давления вносят следую-

щий вклад в профиль скорости:  
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где ,r фрv  – скорость движения жидкости в зазоре, 

обусловленная осуилляцией стенки; kmV  – амплиту-

да скорости колебаний стенки. 
Если верхняя стенка (наклонная) колеблется по 

гармоническому закону 
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то профиль скорости определяется таким образом: 
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Если же по гармоническому закону осцилли-
рует перепад давления 
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то профиль скорости имеет вид 
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где  – функция пульсации перепада давления; 
Re – действительная часть функции. 

Рассмотрим предельные случаи, когда частот-

но-вязкостный комплекс i  много меньше или 

много больше единицы: 

1i  – случай низкочастотных колеба-

ний или очень узкий зазор; 

1i  – случай высокочастотных коле-

баний или очень большой зазор.  
В низкочастотном приближении скорость, 

обусловленная фрикционным течением (осцилля-
цией стенки), имеет вид  
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а скорость от пульсаций давления определяется 
зависимостью 
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R R R  – среднее значение полярного 

радиуса на расчетном участке зазора; ( )f t  – задан-

ная периодическая функция перепада давления по 
концам зазора. 
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где ,r Pv  – скорость, обусловленная перепадом дав-

ления; k; n – количество гармоник; knf  – амплитуда 

функции перепада давления, обусловленная коле-
бательным процессом. 

Наклонная колеблющаяся стенка формирует 
профиль скорости, который на основании (1) – (3) 
запишем в виде Из соотношений (10) и (11) видно, что в низко-

частотном приближении колебания стенки инду-
цируют в канале переменной высоты линейный по 
углу  профиль скорости, а пульсации давления – 

параболический по углу  профиль скорости. 

Очевидно, что вывод остается в силе не только 
для гармонических колебаний скорости стенки и 
пульсации давления, но и вообще для любых доста-
точно медленных (квазистационарных) законов из-
менения 

cV t  и V t . 

В высокочастотном приближении скорость 
фрикционного течения определяется как 
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а условие применимости этой формулы 

                    1 . (13) 

Из формулы (12) видно, что от колеблющейся 
стенки вглубь жидкости распространяется волна, а 
её скорость направлена перпендикулярно к направ-
лению движения жидкости. Наиболее существен-
ным свойством этой волны является то, что она бы-
стро затухает, так как её амплитуда экспоненциаль-
но падает с увеличением расстояния от колеблю-

щейся стенки. Глубина проникновения 2 /
– это расстояние, на котором амплитуда волны па-
дает в e  раз, уменьшается с увеличением частоты 
колебаний и растет с увеличением кинематической 
вязкости жидкости. 

Очевидно, что формула (12) «не работает» 
вблизи нижней (неподвижной) стенки. Физически 
это объясняется тем, что скорость движения жидко-
сти на неподвижной стенке равна нулю (по условию 
прилипания).  
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Рис. 1. Распределение местных скоростей в зазоре от колебаний стенки при безразмерной частоте ω =0,92

 
Рис. 2. Распределение местных скоростей в зазоре от колебаний стенки при безразмерной частоте ω =11,3
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а условие применимости этой формулы следую-
щее: 

  1  , 1 1. (15) 

Следовательно, в высокочастотном пределе 
давление индуцирует в центральной области про-
филь скорости, не зависящий от угла наклона стен-
ки . Вблизи стенки, где нарушаются условия (15), 

а эта область при больших частотах является доста-
точно узкой, радиальная скорость, индуцированная 
давлением, быстро падает от константы до нуля. 
Отметим, что при увеличении безразмерной часто-

ты  амплитуда осцилляций скорости ,rv  как 

функция времени спадает по закону 1 . 

р )
Графики распределения скоростей при осцил-

ляции стенки, рассчитанные по формуле (7) в сече-
нии r R  для нескольких значений безразмерной 
величины , даны на рис. 1 и 2.      

При расчетах установлено, что в данном случае 
«большими» являются безразмерные частоты, зна-
чения которых превышают 5 10 . Для этих 
частот профиль скорости можно определять по 
приближенной формуле (12). 

Скорость, обусловленная пульсациями пере-
пада давления в высокочастотном предельном слу-
чае, определена в виде 
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нием по фазе. Распределение скоростей в этом слу-
чае близко к куэттовскому. Некоторое отличие от 
квазистационарного течения наблюдается на кри-

вых, у которых фазы колебаний равны 
4

 и 
3
4

,  

 и 2 , 
5
4

 и 
7
4

. В этих случаях градиент давле-

На рис. 3 и 4 изображены графики распреде-
ления скоростей при пульсации давления в сечении 
с координатой *r R  при 0 .  

На графиках можно отметить ряд характерных 
особенностей в распределении скоростей. Так при 
безразмерной частоте 0,92  и значениях t  от 
0 до 0,28  профиль скорости еще незначительно 
отличается от параболического, соответствующего 
квазистационарному ламинарному течению. С уве-
личением безразмерной частоты пульсации давле-
ния течение в зазоре становится существенно неста-
ционарным. В этом случае распределение скоро-
стей в зазоре описывается соотношением (14). 

Таким образом, распределение скоростей в за-
зоре обусловлено суперпозицией двух течений: тече-
нием, вызванным колебаниями давления, и течени-
ем, возникающим вследствие осцилляций стенки. 

В зависимости от соотношения чисел m и n  
в канале превалирует тот или другой вид течения. 
Оба эти случая были рассмотрены в работе [1]. 

Особый интерес представляет случай, когда 
m n , т.е. оба вида течения выражены примерно в 
одинаковой степени [2]. На рис. 5 и 6 представлены 
графики распределения скоростей соответственно 
для безразмерных частот 2 ; 100. 

При частоте 2,0  колебания жидкости в 
зазоре носят квазистационарный характер, т.е. 
практически следуют за изменением давления и 
скорости осцилляции стенки с небольшим отстава-

   
Рис. 3. Распределение местных скоростей в зазоре от пульсаций перепада давления 

при безразмерной частоте ω =0,92 и ω =4,45
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Рис. 4. Распределение местных скоростей в зазоре от пульсаций перепада давления 
при безразмерной частоте ω =25 и ω =100

ния и скорости движения стенки для каждой пары 
кривых один и тот же, а отличие на кривых, прояв-
ляющееся в наибольшей степени в середине канала, 
связано с появлением сил вязкости, приводящих к 
некоторому запаздыванию в движении частиц жид-
кости. 

Увеличение безразмерной частоты колебаний 
приводит к значительному отличию характера те-
чения от квазистационарного, так как в различных 
фазах колебаний действие сил давления и трения на 
различных расстояниях от стенки проявляется в 
разной степени. Направление действия сил давле-
ния и трения также изменяется по высоте канала. 
Поэтому распределение скоростей по высоте канала 
носит сложный характер, и для выяснения причин, 
влияющих на распределение скоростей в каждый 
момент времени, необходимо проводить сравнение 

обоих факторов, определяющих движение жидко-
сти при данной частоте. С увеличением безразмер-
ной частоты  и, в частности, при 100  раз-
ность фаз колебаний по высоте канала близка к 2 , 
а течение всё более отчетливо начинает приобре-
тать характер пограничного слоя. 

Если стенка и перепад давления колеблются с 
различными частотами l  и k  (l и k – целые чис-
ла), то формулы (10) и (11) не изменяются. Поэтому 
низкочастотный профиль скорости в общем случае 
имеет вид: 

          2*

2r
tftV

r
Rv cr . (16) 

Эта формула справедлива даже тогда, когда 

осцилляции V t  и f t  имеют не гармониче-

ский, а более общий характер, но являются не 
слишком высокими. 
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Формула скорости в высокочастотном пределе 
имеет вид: 
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v e v e
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Профиль скорости по зависимости (17), с уче-
том различных частот l  и k , изменяется с тече-
нием времени уже как полигармоническая функ-
ция. 

Таким образом, при 1  течение в зазоре 

существенно нестационарное, а при 1  его 
можно представить как последовательность квази-
стационарных течений, медленно изменяющихся со 
временем. Низкочастотный предел при гармониче-
ских колебаниях хорошо согласуется с аналогичны-
ми выводами работ [3, 4], в которых отмечается, что 

при безразмерной частоте 2 /10 1  пульса-

ции потока в плоской щели, течение допустимо 
считать квазистационарным. 

Рис. 5. Распределение местных скоростей в зазоре от совместного колебания стенки и давления 
при безразмерной частоте ω =2,0

Рис. 6. Распределение местных скоростей в зазоре от совместного колебания стенки и давления 
при безразмерной частоте ω =100
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Выводы. 1. При течении вязкой несжимаемой 
жидкости в зазоре переменной высоты с учетом 
пульсаций давления и колебаний наклонной стенки 
профиль скорости определяется суммой напорно-
го и фрикционного течений. Вследствие линейно-
сти задачи вклады в общее решение от напорного 
и фрикционного течений являются аддитивными и 
независимыми.

2. Анализ предельных решений показал, что в 
случае низкочастотных колебаний течение допусти-
мо считать квазистационарным. В высокочастотном 
пределе течение в зазоре существенно нестационар-
ное, что проявляется в перераспределении профиля 
местной скорости в сечениях канала. В данном слу-
чае «большими» являются безразмерные частоты, 
значения которых превышают ω  = 5-10.

3. Выявлены границы квазистационарной мо-
дели течения вязкой жидкости от изменения безраз-
мерной частоты колебаний рабочей среды в щеле-
вом зазоре, обусловленные осцилляциями стенки. 
С ростом ω  колебаний стенки до значения ω  ≈ 25 
течение в зазоре становится существенно нестацио-
нарным, что проявляется в фазовом сдвиге между 
колебаниями стенки и колебаниями частиц жидко-
сти вблизи неподвижной стенки. Разность фаз между 
наиболее удаленными слоями жидкости достигает π; 
увеличивается также разница в скорости движения 
стенки и средних слоев жидкости, т.е. наблюдается 
переход к послойному колебанию среды в зазоре. 
При дальнейшем увеличении безразмерной частоты 
колебания жидкости локализуются непосредственно 
у стенки, а неподвижная стенка практически не вли-
яет на эти колебания. Запаздывание по фазе между 
колебаниями стенки и движением слоев жидкости у 
неподвижной стенки достигает 2π. Таким образом, 
при большой безразмерной частоте практически от-
сутствует взаимодействие между стенками и с боль-
шой степенью точности можно рассматривать такое 
течение жидкости в зазоре как движение возле еди-
ничной плоскости.
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