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HISTORY OF THE APPEARANCE OF EULER’S FORMULA. 
ISSUES OF STABILITY OF COMPRESSED REINFORCED CONCRETE ELEMENTS

Представлен краткий обзор жизненного пути швей-
царского математика и механика Леонарда Эйлера. 
Рассматривается история появления формулы для 
расчета устойчивости. Показаны варианты учета 
гибкости элемента в расчетах железобетонных 
конструкций, недостатки кривой Эйлера и особен-
ности её применения применительно к конструк-
циям из высокопрочного бетона и бетона, тверде-
ющего под давлением. Приведен пример результата 
использования в расчетах внецентренно сжатых же-
лезобетонных элементов нелинейной деформацион-
ной модели с введением в алгоритм расчета коэффи-
циента, учитывающего влияние продольного изгиба 
(прогиба) элемента на его несущую способность. 

The article presents a brief overview of the life path of 
the Swiss mathematician and mechanic Leonard Euler, 
considers the history of the emergence of the formula for 
calculating stability, shows options for taking into ac-
count the fl exibility of an element in the calculations of 
reinforced concrete structures, the disadvantages of the 
Euler curve and the features of its application in relation 
to structures made of high-strength concrete and concrete 
hardening under pressure. An example of the result of 
using a non-linear deformation model in the calculations 
of eccentrically compressed reinforced concrete elements 
with the introduction into the algorithm for calculating 
a coeffi  cient that takes into account the eff ect of buckling 
(defl ection) of an element on its bearing capacity is given.
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Леонард Эйлер родился в 1707 г. в семье Па-
уля и Маргариты Эйлер в селении Базель (в на-
стоящее время город Базель в северо-западной 
части Швейцарии). Пауль Эйлер в своё время 
учился математическим наукам у Якоба Бернул-
ли, что позволило дать сыну начальное образо-
вание дома [1]. Отец, являясь пастором, хотел, 
чтобы старший сын пошёл по его стопам и по-
этому занимался с ним подготовкой к духовной 
карьере. В промежутках между занятиями в ка-
честве развлечения и для развития логического 
мышления он проводил с сыном математиче-
ские уроки, что дало свои плоды и Леонард рано 
стал проявлять математические способности.

Учась в гимназии, он продолжал с интере-
сом изучать математику. Заметив успехи и ув-
лечённость гимназиста, в 1720 г. его допустили 
к посещению публичных лекций в Базельском 
университете. В то время там трудился профес-
сор Иоганн Бернулли – младший брат Якоба 
Бернулли. Знаменитый учёный обеспечил до-
ступ одарённому гимназисту к научным трудам 
по математике, при этом предложив помощь 
в разборе сложных мест [1]. 

Практически вся жизнь Эйлера связана с ма-
тематикой. Результаты его многолетнего труда 

описывались в многочисленных научных статьях, 
которые посмертно публиковались еще в тече-
ние почти сорока лет. Математический метод, 
который теперь называется вариационным ис-
числением, также является открытием Эйлера. 

Важный результат, полученный Эйлером 
применительно к строительным конструкци-
ям, сейчас называется формулой Эйлера для 
критической нагрузки потери устойчивости 
продольно сжатого стержня.

Эйлер не ставил себе задачу определения 
несущей способности сжатого стержня как кон-
струкционного элемента. Он применил мате-
матический метод (позже вариационное исчис-
ление) для определения наименьшей высоты 
тонкого вертикального стержня, при которой 
этот стержень начнет выпучиваться под соб-
ственным весом [2]. Понятия напряжения и де-
формации появились значительно позже этого 
события. Полученная формула [3, 4] носит имя 
Эйлера и имеет вид:

P = π2 · (E · I/L2),                        (1)
где Р – величина нагрузки, при которой вы-
пучивается стержень или панель; Е – модуль 
упругости материала; I – момент инерции 
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поперечного сечения стержня или панели; L – 
расчетная длина стержня. 

Формула (1) применяется в нормативных 
документах [5, 6] по расчету железобетонных 
конструкций с тем различием, что изгибная 
жесткость в формулах норм определяется с уче-
том жесткостей применяемого бетона и арма-
туры и коэффициентов kb и ks. 

Для стержня (системы) с малой гибкостью 
исчерпание несущей способности произойдет 
не по причине его выпучивания, а за счет поте-
ри прочности материалов в сечении элемента 
при сжатии. Выпучивание стержня или панели 
по сути является свидетельством потери устой-
чивости равновесия этими элементами. Для 
раскрытия такого понятия, как устойчивость 
существуют различные определения. 

Большую часть своей сознательной жизни 
Эйлер провёл в России и оказал огромное вли-
яние на становление российской науки [7]. Во 
времена Эйлера происходило активное станов-
ление Российского флота. И хотя уже к 1714 г. 
в России был свой собственный парусный флот, 
вопрос устойчивости судов на воде являлся ак-
туальным. Самая большая судоверфь страны 
располагалась в Санкт-Петербурге, где жил 
и работал Эйлер, поэтому он не мог не принять 
участия в таком важном вопросе. Леонардом 
было дано следующее определение термина 
«устойчивость» применительно к плаватель-
ным средствам – «тела равновесное положение 
будет устойчиво, ежели оное тело, будучи не-
сколько наклонено, опять справится». 

Первые упоминания понятия устойчи-
вости содержались в научных трудах Эйлера. 
Если перенести данный термин устойчивости, 
по Эйлеру, на упругие системы, то оно будет 
выглядеть примерно так: упругая система при 
заданных внешних силовых воздействиях будет 
находиться в устойчивом состоянии равнове-
сия, если после кратковременного статического 
нагружения и последующего разгружения си-
стема возвращается к своему исходному состо-
янию. Если же такого не происходит, то исход-
ное состояние равновесия системы считается 
неустойчивым.

Несколько позже вопросами устойчиво-
сти занимался учёный Жозеф Луи Лагранж. 
Он трактовал данное понятие применительно 
к упругим системам следующим образом: ис-
ходное состояние равновесия, в котором пре-
бывает система, устойчиво, если после отклоне-
ния её от этого состояния она, предоставленная 
самой себе, стремится вернуться к первоначаль-
ному исходному состоянию равновесия, совер-
шая малые затухающие со временем колеба-
ния при наличии сил внешнего и внутреннего 
сопротивления. Если малые возмущения вызы-

вают динамические перемещения системы, ле-
жащие в определенных пределах, то начальное 
состояние является устойчивым. При наличии 
устойчивости всегда можно подобрать такие 
начальные возмущения, чтобы при последую-
щем движении системы перемещения её точек 
не вышли за некоторые наперед заданные гра-
ницы. Такой подход к решению задачи устой-
чивости называют динамическим.

Частота собственных колебаний системы 
стремится к нулю при нарастании силы сжа-
тия. При достижении этой силой некоторой 
величины движение становится апериодически 
неустойчивым.

Для консервативных (потенциальных) 
внешних сил величину критической нагрузки 
можно определить, приравняв к нулю частоту 
собственных колебаний системы. Эта нагрузка 
совпадает с эйлеровой. Работа консервативных 
сил зависит только от начального и конечного 
положений точек приложения и не зависит от 
траекторий перемещения этих точек.

Существует понятие бифуркации, которое 
обозначает два варианта развития предстоя-
щих событий и применяется для определения 
происходящих изменений, перестроек. Приме-
нительно к конструкциям (системам) состояние 
бифуркации соответствует минимальному зна-
чению силы P, при котором система (стержень 
или панель) впервые не возвращается к исход-
ному состоянию. При этой величине силы про-
исходит нарушение единственности решения 
задачи, так как появляется отклонённая форма 
равновесия стержня наряду с исходной прямо-
линейной.

В трудах Н.В. Карнаухова и А.Ф. Смирнова 
[8] более полувека назад были введены поня-
тия о состояниях стесненной и принужденной 
бифуркации отдельных частей конструкции, 
испытывающей общую потерю устойчивости. 
Длительное время эти понятия имели чисто ка-
чественное значение. Однако для определения 
вида бифуркации стержня в момент потери 
устойчивости не были указаны количественные 
признаки. Критерий, позволяющий опреде-
лить вид бифуркации стержня, впервые был 
предложен совсем недавно в работах А.В. Алек-
сандрова [9], А.В. Перельмутера и В.И. Сливке-
ра [10].

Пластические деформации, возникающие 
в конструкциях от внешних нагрузок, не исче-
зают после разгрузки системы, и, как следствие, 
она не может вернуться в своё исходное состоя-
ние равновесия. Исходя из определений Эйлера 
любое равновесное состояние сжатой системы 
за пределом упругости является неустойчивым. 
С практической точки зрения такое допущение 
является абсурдным. Развивая теорию устойчи-
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вости сжатой системы за пределом упругости, 
В.Г. Зубчаниновым [11] предложено следующее 
определение: «состояние равновесия упруго-
пластической системы является устойчивым, 
если она после статического приложения и по-
следующего снятия малой возмущающей силы 
стремится вернуться в своё исходное состояние, 
пребывая в его малой окрестности» (11, с. 30).

Величина силы P, соответствующая состо-
янию бифуркации, может быть отличной от 
максимального значения действующей на кон-
струкцию силы. Определить дальнейшее по-
ведение системы (конструкции) за точкой би-
фуркации и утверждать об устойчивости или 
неустойчивости конструкции возможно только 
при исследовании послебифуркационного со-
стояния. 

Бифуркационная теория Эйлера при рас-
чёте стержней и стержневых систем на устойчи-
вость стала успешной, так как при достижении 
предельного значения прогибы катастрофиче-
ски нарастают вплоть до разрушения без уве-
личения сжимающей нагрузки. 

Быстрый рост прогибов после бифуркации 
наблюдается вначале также и для пластин [12] 
в некоторой окрестности исходного состоя-
ния. В тонких пластинах и панелях образуются 
и становятся заметными выпуклости. С ростом 
величины нагрузки в послебифуркационной 
стадии прогибы продолжают увеличиваться, 
но пластина остаётся в малой окрестности сво-
его исходного плоского состояния до достиже-
ния предельного значения нагрузки.

У оболочек в послебифуркационном состо-
янии происходит резкое падение сжимающей 
нагрузки, и потому они весьма чувствительны 
к начальным несовершенствам.

Величины нагрузок, при которых происхо-
дит катастрофическое развитие перемещений 
и деформаций в системе, называют критиче-
скими или пределами устойчивости. Они соот-
ветствуют предельным точкам – точкам бифур-
кации Пуанкаре.

В предельных точках прогиб (перемеще-
ние) элемента резко возрастает:

fd/dP ∞.                               (2) 
Данное условие (2) принимается за крите-

рий неустойчивости при квазистатическом на-
гружении упругопластических систем.

Исследование послекритического поведе-
ния системы есть нелинейная задача. Своеобра-
зие нелинейной задачи состоит в том, что здесь 
одной и той же системе нагрузок может соот-
ветствовать несколько различных деформиро-
ванных состояний, одни из которых являются 
устойчивыми, а другие – неустойчивыми. При 
исследовании характера равновесных состоя-

ний нелинейных систем применяются те же 
критерии, что и для линейных систем: статиче-
ский, энергетический и динамический. После 
выбора критерия необходимо выбрать опре-
деленный метод решения задачи: дифферен-
циальное уравнение равновесия или движения 
заменяется уравнением в конечных разностях 
или интегральным – метод последовательных 
приближений, метод Бубнова-Галеркина, ме-
тод проб, метод оптимального программиро-
вания и т. д.

Работа систем (конструкций) в течение 
некоторого промежутка времени и при опре-
делённого рода нагрузках (например темпера-
турных) неразрывно связана с понятием ползу-
чести материалов. Данное явление оказывает 
влияние на поведение систем при работе под 
нагрузкой, поэтому при формировании кон-
цепции устойчивости его необходимо учесть. 
Процесс нагружения систем может быть двух 
видов: мгновенный и растянутый во времени 
при постоянной внешней нагрузке, на котором 
и проявляется ползучесть. 

Величина нагрузки Р в формуле (1), при 
которой выпучивается стержень или панель 
в нормах по железобетону [3, 4] носит название 
«условная критическая сила» и обозначается 
Ncr. Это предельное значение силы является 
бифуркационным, по достижении которого 
прогибы катастрофически нарастают и для их 
развития не требуется увеличение сжимающей 
нагрузки. То есть при этом значении происхо-
дит потеря устойчивости стержня и стержне-
вой системы. 

Каким образом было получено математи-
ческое выражение для определения условной 
критической силы, используемое в отечествен-
ных нормах проектирования железобетонных 
конструкций?

Формула для критической силы была выве-
дена Эйлером на примере идеального прямо-
го стержня постоянного поперечного сечения 
с шарнирными закреплениями концов. «Фор-
мула Эйлера справедлива при условии, что де-
формация сжатия стержня вплоть до момента 
потери устойчивости подчиняется закону Гука» 
[13]. Иными словами, критическое напряжение 
не должно превышать предела пропорцио-
нальности для данного материала. 

Формула (1) и формула для условной кри-
тической силы Ncr в отечественных нормах 
проектирования [14] получены «на основании 
экспериментальных исследований шарнирно 
закрепленных стоек на кратковременное дей-
ствие продольных сил с постоянными по длине 
стойки начальными эксцентриситетами» (15, 
с. 108). Изменения условий закрепления концов 
стойки и распределения начальных эксцентри-
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ситетов приведут к возникновению некоторой 
погрешности в запас прочности при определе-
нии расчетной длины стойки из классического 
расчета на устойчивость. При этом в формуле 
для определения условной критической силы 
Ncr в качестве изгибной жесткости E · I принима-
ется усредненная жесткость колонны в предель-
ной стадии [16]. Эта величина D определена 
путём анализа и обобщения многочисленных 
опытных данных со стойками длиной L, кон-
цы которых шарнирно закреплены. При этом 
начальный эксцентриситет по длине образца 
постоянен, а воздействие продольных сил явля-
ется кратковременным.

Принятая в СНиП 2.03.01-84* и пособии 
к нему [14] «зависимость для определения Ncr 
железобетонного элемента содержит в себе 
некоторые коэффициенты, снижающие ито-
говое значение. Их использование обосновано 
для расчётов реальных конструкций» (17, с. 25). 
Однако для выявления сходимости результатов 
расчёта опытных образцов с реальными экспе-
риментальными данными такой запас прочно-
сти не требуется, и формула для определения 
условной критической силы в [17] была приня-
та по данным [18]. Она имеет вид:

(3)

В работе [19] разобраны примеры расчёта 
конструкций, приведенные в источниках [12, 
14]. Расчёт производился по недеформиро-
ванной схеме, влияние прогиба на несущую 
способность учитывалось с помощью коэффи-
циента. Значения условной критической силы 
вычислялись по формулам из различных до-
кументов. Было выявлено, что в действующих 
нормах [11] при расчете жесткости, необхо-
димой для получения условной критической 
силы, не учитывается прочность бетона, в отли-
чие от расчетов по [14, 18], что оказывает зна-
чительное влияние на получаемые результаты, 
особенно сегодня, когда высокопрочный бетон 
находит повсеместное применение.

 В работе Санжаровского [20] и в других его 
работах рассматриваются проблемы устойчи-
вости сжатых элементов и методики их расчёта. 
Описываются чуждые сжатым конструкциям 
постулаты и принципы работы, характерные 
изгибаемым и заимствованные у них.

Бетон – это комплексный анизотропный 
материал, состоящий из жидкой, твёрдой и га-
зообразной фаз. Для элементов конструкций, 
выполненных из железобетона, неупругими 
является значительная часть возникающих де-
формаций. Жесткость отдельных участков эле-
ментов зависит от возникающих в них усилий 
моментов от внешних нагрузок, а жесткость 

элемента по его длине является переменной ве-
личиной.

Используя деформированную схему в рас-
четах железобетонных конструкций, целесо-
образно учитывать физическую нелинейность 
[21]. Действующие нормы [5], в частности, реко-
мендуют применение нелинейной деформаци-
онной модели. При этом производят разбивку 
каждой колонны в пределах между жестки-
ми участками по длине на несколько равных 
участков. Размер участка примерно может 
быть принят равным высоте сечения элемента, 
а жесткость на каждом из них принимается по-
стоянной и соответствующей максимальному 
усилию момента от внешней нагрузки на этом 
участке. 

В январе 2014 г. в России и ряде стран СНГ 
введен в действие ГОСТ 31914-2012 «Межгосу-
дарственный стандарт. Бетоны высокопрочные 
тяжелые и мелкозернистые для монолитных 
конструкций. Правила контроля и оценки ка-
чества», устанавливающий «правила опреде-
ления, контроля и оценки прочности, моро-
зостойкости и водонепроницаемости с учетом 
специфики свойств и особенностей испытаний 
высокопрочных тяжелых и мелкозернистых бе-
тонов» классов по прочности при сжатии В60 
и выше. Высокопрочные бетоны и конструк-
ции из них обладают высокой надежностью 
и набором свойств, позволяющих эффективно 
применять их при проектировании и строи-
тельстве. Используя высокопрочные бетоны, 
можно добиться нового уровня строительства, 
в долгосрочной перспективе – снизить затраты 
и повысить рентабельность. 

Высокопрочные бетоны подразделяются 
на бетоны: цементные (до 80 МПа на осевое 
сжатие), цементно-полимерные (до 120 МПа), 
композитные (до 100 МПа), полимерные (до 
100 МПа). Более подробное описание представ-
лено в [22].

Для высокопрочных бетонов параметри-
ческие точки диаграммы деформирования 
должны быть уточнены в каждом конкретном 
случае, так как бетоны могут обладать как по-
вышенными пластическими свойствами, так 
и иметь повышенную хрупкость. 

Кроме применения различных добавок 
и особых материалов с целью получения вы-
сокопрочных бетонов для железобетонных 
конструкций, возможно использование специ-
альных технологических приемов обработки 
бетонной смеси. К одному из таких приемов 
относится использование давления на смесь 
до достижения ею необходимой прочности. 
Таким образом, получают бетон, названный 
«бетон, твердеющий под давлением» (БТД). 
Однако для массового применения этого мате-
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риала пока есть сдерживающий фактор – сто-
имость изготовления оснастки. БТД обладает 
повышенными пластическими свойствами, 
повышенной прочностью, малым диаметром 
пор, вследствие чего наблюдается повышенная 
морозостойкость [22]. 

Применение высокопрочных бетонов, 
в том числе БТД, при расчетах железобетон-
ных конструкций по действующим нормам 
проектирования [5] сопряжено с некоторыми 
сложностями, одновременно являющимися 
особенностями: начальные модули упругости 
высокопрочных бетонов, а также предельные 
и краевые деформации могут значительно от-
личаться в зависимости от способа получения 
того или иного типа бетона.

В БТД краевые и предельные деформации 
значительно превышают аналогичные величи-
ны стандартных высокопрочных бетонов, что 
делает материал более пластичным, исключая 
или уменьшая возможность хрупкого разру-
шения.

В [23] авторы предлагают учесть особен-
ности работы железобетонных колонн из вы-
сокопрочного бетона при расчете по неде-
формированной схеме, введя эмпирический 
коэффициент k в числитель первого слагаемо-
го поправки к упругой жесткости:

(4)

«Сопоставление теоретических и экспе-
риментальных значений несущей способности 
и прогибов показывает недооценку нормами 
несущей способности и, наоборот, превышение 
теоретических значений прогибов над экспери-
ментальными» (23, с. 41). Анализируя получен-
ные результаты, авторы рекомендуют внести 
коэффициент Ψa в формулу кривизны для сече-
ний с трещинами в растянутой зоне. Данный ко-
эффициент учитывает особенности работы вы-
сокопрочного бетона в элементах с трещинами.

Тенденция совершенствования теории 
железобетона путём внедрения нелинейной 
деформационной модели расчёта, предусма-
тривающей использование диаграмм дефор-
мирования материалов, активно развивается 
последние десятилетия. Такая модель всесто-
ронне исследуется и уже внедрена в различные 
международные и национальные нормы про-
ектирования железобетонных конструкций. 
В СП 63.13330.2012 [5] для расчёта железобе-
тонных элементов предлагается использовать 
кусочно-линейные деформационные модели 
в виде двух- или трёхлинейных диаграмм де-
формирования бетона и арматуры, а также 
криволинейные, в том числе с ниспадающей 
ветвью (диаграмма деформирования бетона, 

предложенная Н.И. Карпенко, по приложе-
нию А СП 63.13330.2012).

Метод анализа напряжённо-деформиро-
ванного состояния поперечного сечения эле-
ментов с применением деформационной моде-
ли включен в Еврокоды, строительные нормы 
и своды правил России, Беларуси и других 
стран. Таким образом, нелинейные деформа-
ционные модели постепенно вытесняют при-
вычные ранее методы расчёта по предельным 
усилиям, что стало возможным благодаря раз-
витию компьютерной техники и технологии.

Рассмотрим внецентренно сжатый железо-
бетонный элемент прямоугольного сечения с ар-
мированием по углам, методика расчёта данного 
элемента с использованием диаграмм деформи-
рования материалов подробно изложена в статье 
[21]. Элемент является коротким жёстким, поэто-
му прогиб не оказывает влияния на его несущую 
способность и фактически прочность сечения об-
разца является прочностью всего элемента, т. е. 
его несущей способностью. Выполним модерни-
зацию данного алгоритма расчёта применитель-
но к гибким элементам . Условную критическую 
силу определим в соответствии с рекомендаци-
ями норм [5] по формуле (8.15). Расчёт выпол-
няется по недеформированной схеме, влияние 
прогиба на несущую способность учитывается 
с помощью коэффициента η.

Используя методику расчёта внецентрен-
но сжатых железобетонных элементов [21] без 
учёта гибкости элемента, интегрируем в алго-
ритмы расчёта значения коэффициента «эта» 
из [5, 6], учитывающего рост величины эксцен-
триситета продольного усилия под влиянием 
прогиба элемента. Из графиков наглядно вид-
но, что влияние прогиба повышается с ростом 
продольной силы и уменьшается при её паде-
нии (рис. 1, 2).

Рис. 1. Графики зависимости несущей 
способности от относительной деформации 

крайнего сжатого волокна бетона: 
– линия N – без учёта влияния прогиба, 
– линия Nη – с учётом влияния прогиба
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Выводы. 1. Решение задач устойчивости 
сжатых железобетонных конструкций необхо-
димо выполнять с применением нелинейной 
деформационной модели, что позволит учесть 
работу материалов, наиболее приближенную 
к реальной.

2. Используя в расчетах нелинейную де-
формационную модель, удаётся определять 
влияние прогиба элемента на величину экс-
центриситета, что в конечном итоге оказывает 
влияние на величину максимального продоль-
ного усилия, воспринимаемого элементом, на 
каждой ступени нагружения. 
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