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Создание и использование логических алгоритмов классификации основывается на выявлении в исходных 

данных закономерностей, из набора которых формируется решающая функция. Поиск закономерностей мож-
но рассматривать как задачу комбинаторной оптимизации. Для получения более эффективного решения  
выбор алгоритма оптимизации следует производить исходя из характерных свойств, присущих рассматри-
ваемой оптимизационной задаче. Рассматриваются некоторые свойства задач оптимизации, решаемых в ходе 
поиска логических закономерностей в данных. 

Рассматривается задача распознавания объектов, описываемых бинарными признаками и разделенных на 
два класса. Закономерности являются элементарными блоками для построения логических алгоритмов распо-
знавания. 

Задачу нахождения максимальной закономерности можно записать в виде задачи условной псевдобулевой 
оптимизации. Проводится исследование свойств оптимизационной модели, описывающей поиск логических 
закономерностей в данных. 

Результаты исследований показывают, что в пространстве поиска имеется множество постоянства це-
левой функции, которое затрудняет работу алгоритмов оптимизации, начинающих поиск из допустимой точ-
ки и ведущих его по соседним точкам, так как вычисление целевой функции в системе окрестностей, состоя-
щей из соседних точек, не дает информации о наилучшем направлении поиска. При решении практических  
задач больших размерностей это множество постоянства может быть таким, что ему принадлежит боль-
шая часть точек допустимой области.  

Рассматриваются возможности улучшения алгоритмов поиска закономерностей. Проводится экспери-
ментальное исследование на практических задачах распознавания. Результаты экспериментов показывают, 
что использование информации о близости объектов выборки к закономерности позволяет преодолеть труд-
ности, связанные с характерными особенностями решаемой задачи оптимизации и проявляющиеся в наличии 
множеств постоянства, и находить лучшие закономерности в данных для их использования в решении задач 
распознавания. 
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Creating and using logical classification algorithms are based on revealing patterns in the input data, and  
a decision function is formed from a set of these patterns. Search for patterns can be viewed as a combinatorial 
optimization problem. To produce the most effective solutions, the choice of the optimization algorithm should be made 
on the basis of the characteristic properties inherent in the considered optimization problem. In this paper we consider 
some properties of optimization problems that are solved in the course of finding logical patterns in the data. 

We consider the recognition problem for objects described by binary attributes and divided into two classes. 
Regularities are the elementary blocks for construction logical recognition algorithms. 

The problem of finding the maximum patterns can be written in the form of a constrained pseudo-Boolean 
optimization problem. We study the properties of the optimization model, which describes the search for logical 
patterns in the data. 
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Research results show that in the search space there is a set of constancy of the objective function. This hampers 
performance of the optimization algorithms, which begin the search from a feasible point and leading it to neighboring 
points, since the calculation of the objective function in the system of neighborhoods consisting of neighboring points, 
gives no information on best search direction. While solving practical problems of large dimension, this set of 
constancy may own most of the points of the feasible region. 

We consider the possibilities of improving algorithms of search for patterns. Experimental investigations were 
conducted on the real-world recognition problems. Experimental results show that the use of information about the 
proximity of the sample objects to patterns can overcome the difficulties associated with the characteristic features of 
optimization problem solved and manifested in the presence of constancy sets. And this allows finding the best patterns 
in the data to use them in solving the recognition problems. 

 
Keywords: classification, logical patterns, pseudo-Boolean optimization. 
 
Введение. Среди множества подходов к распозна-

ванию образов можно выделить группу методов, ос-
нованных на выявлении закономерностей в наборах 
исходных данных и использовании этих закономерно-
стей для формирования решающих правил. Эти зако-
номерности представляют собой логические условия, 
связывающие комбинации значений некоторых при-
знаков, описывающих объекты распознавания, с оп-
ределенным классом объектов. Описываемый и схо-
жие подходы с успехом применяются для решения 
практических задач распознавания, в том числе и в 
аэрокосмической отрасли [1–4]. 

Создание и использование логических алгоритмов 
классификации основывается на выявлении в исход-
ных данных закономерностей, из набора которых 
формируется решающая функция. Поиск закономер-
ностей можно рассматривать как задачу комбинатор-
ной оптимизации. Для получения более эффективного 
решения выбор алгоритма оптимизации следует про-
изводить исходя из характерных свойств, присущих 
рассматриваемой оптимизационной задаче. В данной 
работе рассматриваются некоторые свойства задач 
оптимизации, решаемых в ходе поиска логических 
закономерностей в данных. 

Ограничимся рассмотрением задачи распознава-
ния объектов, описываемых бинарными признаками  

и разделенных на два класса 2
nK K K B    , где 

2 {0,1}nB  , 2 2 2 2
nB B B B    . При этом классы не 

пересекаются: K K   Ø. Объект X K  описыва-
ется бинарным вектором 1 2( , ,  ..., )nX x x x  и может 

быть представлен как точка в гиперкубе пространства 

бинарных признаков 2
nB . Объекты класса K+ будем 

называть положительными точками выборки K, а объ-
екты класса K– – отрицательными точками выборки.  

Рассмотрим подмножество точек из 2
nB , у которых 

некоторые переменные фиксированы и одинаковы,  
а остальные принимают произвольное значение 

 

2{ 1 для  и 0 для }n
i jT x B x i A x j B         

 

для некоторых подмножеств , {1,  2,  ..., }A B n , 

A B  Ø. Это множество может быть также опреде-
лено в виде булевой функции, принимающей истин-
ное значение для элементов множества: 
 

( ) ( ) ( )ji
i A j B

t x x x
 

    . 

Этот терм выделяет подкуб в булевом гиперкубе 

2
nB , число точек подкуба равно ( | | | |)2 n A B  . 

Будем считать, что терм t покрывает точку 2
na B , 

если ( ) 1t a  , т. е. эта точка принадлежит соответст-

вующему подкубу. 
Под закономерностью P (или правилом) в данном 

случае понимается терм, который покрывает хотя бы 
один объект некоторого класса и не покрывает ни 
одного объекта другого класса [5]. То есть законо-
мерность соответствует подкубу, имеющему непустое 
пересечение с одним из множеств (K+ или K–) и пус-
тое пересечение с другим множеством (K– или K+ со-
ответственно). Закономерность P, которая не пересе-
кается с K–, будем называть положительной, а зако-
номерность P’, которая не пересекается с K+, – отри-
цательной. В дальнейшем, для определенности, будем 
рассматривать только положительные закономерно-
сти. 

Закономерности являются элементарными блока-
ми для построения логических алгоритмов распозна-
вания [6–8]. Наиболее полезными для этой цели яв-
ляются закономерности с наибольшим покрытием 
(максимальные закономерности), т. е. такие, для ко-

торых | |P K   максимально [9]. 

Один из путей в составлении набора закономерно-
стей для алгоритма распознавания – это поиск зако-
номерностей, опирающихся на значения признаков 
конкретных объектов. 

Поиск максимальных закономерностей. Выде-

лим некоторый объект a K  . Обозначим aP  зако-
номерность, покрывающую точку a. Те переменные, 
которые зафиксированы в Pa, равны соответствую-
щим значениям признаков объекта a. 

Для задания закономерности Pa введем бинарные 
переменные 1 2( , ,  ..., )nY y y y : 

1,   если  -й  признак  фиксирован  в  ;

0,   в  противном  случае.

a

j
i P

y
 


 

Отметим, что если i-й признак фиксирован в aP  
(т. е. 1iy  ), то он обязательно равен ia  (иначе эта 

закономерность не будет покрывать базовый объект a). 
При (1,  1,  ...,  1)Y   закономерность покрывает лишь 

сам базовый объект a (и полностью совпадающие  
с ним объекты), но не покрывает ни один объект, от-
личающийся значением хотя бы одного признака.  
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Некоторая точка b   K+ будет покрываться зако-
номерностью Pa только в том случае, если 0iy   для 

всех i, для которых i ib a . С другой стороны, неко-
торая точка c   K– не будет покрываться закономер-
ностью Pa в том случае, если yi = 1 хотя бы для одной 
переменной i, для которой ci ≠ ai. 

Таким образом, задачу нахождения максимальной 
закономерности можно записать в виде задачи поиска 
таких значений Y = (y1, y2, …, yn), при которых полу-
чаемая закономерность Pa покрывает как можно 
больше точек b   K+ и не покрывает ни одной точки  
c   K– [10]: 

  1

(1 ) max,

i i

n

i
ib K

b a

y
 



    

  1
 

1

i i

n

i
i

c a

y



  для всех c K  . 

Эта задача является задачей условной псевдобуле-
вой оптимизации, т. е. задачей оптимизации, в кото-
рой целевая функция и функции, находящиеся в левой 
части ограничения, являются псевдобулевыми функ-
циями – вещественными функциями булевых пере-
менных. 

Следует заметить, что любая точка Y = (y1, y2, …, yn) 
соответствует подкубу в пространстве бинарных при-
знаков 1 2( , ,  ...,  )nX x x x , включающему в себя объ-

ект a. При 1( )kY O Y  (т. е. Y отличается от Y1 значе-

нием k координат), где 1 (1,  1,  ...,  1)Y  , число точек 

этого подкуба равно 2k . 
Основные понятия и свойства. Для исследова-

ния и описания свойств приведенной выше модели 
оптимизации изложим основные понятия и определе-
ния, связанные с построением алгоритмов псевдобу-
левой оптимизации [11]: 

1. Точки 1 2
2, nX X B  назовем k-соседними, если 

они отличаются значением k координат, 1,k n .  

2. Множество ( )kO X , 0,k n , всех точек 2
nB ,  

k-соседних к точке X , назовем k-м уровнем точки X. 

3. Точку 2
nX B  назовем k-соседней множеству 

2
nA B , если ( )kA O X  Ø и 0, 1:l k    

( )lA O X  Ø. 

4. Точку *
2
nX B , для которой *( ) ( ),f X f X  

*
1( )X O X  , назовем локальным минимумом псев-

добулевой функции f.  
5. Псевдобулевую функцию, имеющую только 

один локальный минимум, будем называть унимо-

дальной на 2
nB  функцией. 

6. Унимодальную функцию f назовем монотонной 

на 2
nB , если *( ), 1,k

kX O X k n   : 1( ) ( ),k kf X f X   
1 *

1 1( ) ( )k k
kX O X O X
   . 

7. Множество точек 0 0 1
2( , ) { , ,  , }l l nW X X X X X B   

назовем путем между точками 0X  и lX , если 

1,  ,  i l    точка iX  является соседней к 1iX  . 

8. Путь 0
2( , )l nW X X B  между k-соседними точ-

ками 0X  и lX  назовем кратчайшим, если l k . 

9. 2, nX Y B   объединение всех кратчайших  

путей ( , )W X Y  будем называть подкубом 2
nB  и обо-

значать ( , )K X Y . 

Рассмотрим основные свойства множества допус-
тимых решений задачи условной псевдобулевой оп-
тимизации. Имеется задача следующего вида 

 

 
2

( ) max
nX S B

C X
 

 , (1) 

где ( )C X  – монотонно возрастающая от 0X  псевдо-

булевая функция; 2
nS B  – некоторая подобласть 

пространства булевых переменных, определяемая 
заданной системой ограничений, например: 

 ( ) , 1,j jA X H j m  . (2) 

Введем ряд понятий для подмножества точек про-
странства булевых переменных [12]: 

– точка Y S  является граничной точкой множе-
ства S, если существует 1( )X O Y , для которой 

X S ; 

– точку 0( )iY O X S   будем называть крайней 

точкой множества S с базовой точкой 0X S , если 
0

1 1( ) ( )iX O Y O X    выполняется X S ; 

– ограничение, определяющее подобласть про-
странства булевых переменных, будем называть ак-
тивным, если оптимальное решение задачи условной 
оптимизации не совпадает с оптимальным решением 
соответствующей задачи оптимизации без учета огра-
ничения. 

Одно из свойств множества допустимых решений 
состоит в следующем: если целевая функция является 
монотонной унимодальной функцией, а ограничение 
активно, то оптимальным решением задачи (1) будет 
точка, принадлежащая подмножеству крайних точек 
множества допустимых решений S с базовой точкой 

0X , в которой целевая функция принимает наимень-
шее значение:  

2

0( ) min ( )
nX B

C X C X


 . 
 

Свойства множества допустимых решений. Рас-
смотрим отдельное ограничение  

( ) 1,jA Y   

где 
1

( )

j
ii

n

j i
i

c a

A Y y



   для всех cj K–, j = {1,2, …, |K–| }. 

Введем обозначение 

1,   если  ;

0,   если  .

j
i ij

i j
i i

c a
z

c a

  


 

Тогда 

1

( ) .
n

j
j i i

i

A Y z y
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Функция ( )jA Y  монотонно убывает от точки 

1 (1,  1,  ...,  1)Y  . 
Крайними точками допустимой области являются 

точки 1
1( )k nY O Y  (либо, что то же самое, 

0
1( )kY O Y ), причем такие, что kY  отличаются  

от 0 (0,  0,  ...,  0)Y   значением k-й компоненты, при 

которой 1j
kz  . 

Множеством допустимых решений является объе-
динение подкубов, образуемых крайними точками 
допустимой области и точкой Y1: 

1

: 1

( , ).
j
k

k

k z

K Y Y


  

 

Теперь вернёмся ко всей системе ограничений 

( ) 1,jA Y   для всех 1, 2,..., | |j K  . 
Этой системе будут удовлетворять точки, принад-

лежащие множеству 
| |

1

1 : 1

( , ),
j
k

K
j

k
j k z

K Y Y



 

   

 

которое, в конечном счете, является объединением 
конечного числа подкубов. Крайние точки допусти-
мой области могут находиться на совершенно разных 
уровнях точки 1Y . А их количество, в худшем случае, 
может достигать значения [ /2]n

nC , т. е. мощности сре-
динного уровня. 

«Двойственные» алгоритмы оптимизации, т. е. ал-
горитмы, начинающие поиск из недопустимой облас-
ти (в данном случае, например, из точки Y0), приводят 
к поиску ближайших допустимых точек, которые за-
частую имеют не очень высокие значения целевой 
функции, так как лучшие решения могут находиться 
на любом уровне Y0. 

Свойства целевой функции. Рассмотрим целе-
вую функцию 

  1

( ) (1 )

i i

n

i
ib K

b a

C Y y
 



    

 

для некоторого «базового» объекта a   K+. Либо 
можно записать 

| |

1 1

( ) (1 )
K n

j
i i

j i

C Y z y


 

  . 
 

Функция C(X) монотонно возрастает от точки 
1 (1,  1,  ...,  1)Y  , принимая в ней значение 1, что соот-

ветствует покрытию «базового» объекта a. Наиболь-

шее значение, равное K  , функция C(X) принимает 

в точке 0 (0,  0,  ...,  0)Y  . 
Положим, что ближайший к объекту a объект b   K+ 

отличается значением s компонент: 

\{ } 1

min | |
n

i i
b K a i

s a b
 

  . 

Во всех точках 1( )kY O Y , 0,  1,  ...,  1k s  , зна-

чение целевой функции будет одинаковым и равным 1. 
Наличие такого множества постоянства затрудняет 

работу алгоритмов оптимизации, начинающих поиск 
из допустимой точки Y1 и ведущих его по соседним 
точкам, так как вычисление целевой функции в сис-
теме окрестностей, состоящей из соседних точек, не 
дает информации о наилучшем направлении поиска. 

При решении практических задач больших раз-
мерностей это множество постоянства может быть 
таким, что ему принадлежит большая часть точек до-
пустимой области. Это усложняет или делает невоз-
можной работу таких алгоритмов, как генетический 
алгоритм, локальный поиск с мультистартом. 

Поиск закономерностей по системе окрестно-
стей. Некоторые алгоритмы поиска закономерностей 
путем решения задачи условной псевдобулевой опти-
мизации, приведенной выше, описаны в [13; 14]. 
Один из них – алгоритм поиска по соседним точкам – 
выглядит следующим образом. 

Алгоритм 1. 

1. Положим   1Y Y , 1i  . 
2. Вычисляем ( )jC Y  и ( )jA Y  для 

1
1( ) ( )j iY O Y O Y  , 1,  2,  ...,  1j n i   .  

3. Если нет jY , для которых ( ) 1jA Y  , то *Y Y  – 

решение задачи. 
4. Из тех jY , для которых ( ) 1jA Y  , находим 

arg min ( )
j

j
Y

Y C Y . 

5. Положим 1i i  , перейти на шаг 2. 
Обобщенная функция ограничения ( )A Y  вычис-

ляется следующим образом: 

1,   если  ( ) 1,   для  всех  1,  2,  ...,  | |;
( )

0,   в  другом  случае.

jA Y j K
A Y

   


 

Основная трудность, возникающая при наличии 
множеств постоянства, т. е. связанных множеств,  
в которых функция принимает одинаковое значение, 
состоит в отсутствии информации о том, в каком на-
правлении следует вести поиск для получения опти-
мальных или субоптимальных решений. Это касается 
поведения функций C(Y) и A(Y) в пространстве би-
нарных переменных. Один из способов улучшить си-
туацию – использовать информацию не только о по-
крытии закономерностью объектов выборки, но также 
использовать данные о расстоянии до непокрытых 
пока объектов. 

Рассмотрим множество точек, задаваемое законо-

мерностью Pa и некоторый объект \ ab K P . Естест-
венный способ определить близость объекта b к Pa – 
это использовать номер уровня k, при котором 

( )a
kb O P . Величина ( , )ar P b k  определяет сте-

пень близости объекта b к множеству aP .  
Закономерность Pa, задаваемая переменными  

Y = (y1, y2, …, yn), представляет собой подкуб  
в пространстве признаков X = (x1, x2, …, xn). Поэтому 

величину ( , )ar P b  можно вычислить как число  
фиксированных компонент в закономерности Pa, для  
которых значение соответствующего признака объек-
та b отличается от значения признака a: 
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1

( , ) | |.
n

a
i i i

i

r P b y a b


    

Величина 

\

( ) ( , )
a

a a

b K P

R P r P b






   

 

показывает суммарную близость положительных объ-
ектов выборки, не покрывающихся закономерностью 
Pa к этой закономерности. Для множества объектов 
другого класса 

\

( ) ( , ).
a

a a

c K P

R P r P c






   
 

Величины ( )aR P  и ( )aR P  могут использовать-

ся при выборе направления при поиске. Например, 
последующую допустимую точку можно выбирать 

исходя из минимума отношения ( ) / ( )a aR P R P  . 

Ниже приведен один из алгоритмов оптимизации, 
осуществляющий поиск по соседним точкам, который 
способен вести поиск во множестве постоянства це-
левой функции. 

Алгоритм 2. 

1. Положим 1Y Y , 1i  . 
2. Вычисляем ( )jS Y  и ( )jA Y  для 

1
1( ) ( )j iY O Y O Y  , 1,  2,  ...,  1j n i   .  

3. Если нет jY , для которых ( ) 1jA Y  , то *Y Y  – 

решение задачи. 
4. Из тех jY , для которых ( ) 1jA Y  , находим 

arg min ( )
j

j
Y

Y S Y . 

5. Положим 1i i  , перейти на шаг 2. 
Здесь 

1,  если  ( ) 1,  для  всех  1,  2,  ...,  | |;
( )

0,  в  другом  случае;

jA Y j K
A Y

   


 

( )
( )

( )

a

a

R P
S Y

R P



 , 

где Pa – закономерность, соответствующая Y. 
Результаты. Проведено экспериментальное срав-

нение двух описанных выше алгоритмов поиска пра-
вил на ряде задач распознавания [15; 16]. Решались 
следующие задачи распознавания (в скобках приведе-
но краткое обозначение задачи, используемое при 
описании результатов): диагностика рака молочной 
железы (breast-cancer, wdbc); диагностика наследст-
венного гипатита (hepatitis); данные по сердечной 
компьютерной томографии (spect); диагностика ос-
ложнений инфаркта миокарда – фибрилляция пред-
сердий (infarction). 

Результаты получены с помощью разработанного 
авторами программного обеспечения [17; 18]. Резуль-
таты представлены в таблице. Для каждой задачи  
в таблице приведено число переменных (число  
исходных признаков / число переменных, полученное 
в результате бинаризации исходных признаков); объем 
выборки (число наблюдений); среднее покрытие пра-
вил, найденных алгоритмами (число правил равно 
объему выборки). Покрытие положительного (отри-

цательного) правила вычисляется как отношение чис-
ла покрываемых им положительных (отрицательных) 
объектов к общему числу положительных (отрица-
тельных) объектов. 

 
Сравнение правил 

 

Задача Число  
переменных

Объем  
выборки 

Покрытие 
правил, 

алгоритм 1 

Покрытие 
правил, 

алгоритм 2
breast-
cancer 

9 / 80 699 0,5 0,65 

wdbc 30 / 66 569 0,35 0,54 
hepatitis 19 / 37 155 0,22 0,33 
spect 22 / 22 80 0,14 0,16 
infarction 112/ 216 338 0,04 0,12 

 
Заключение. Результаты экспериментов показы-

вают, что использование близости объектов выборки 
к закономерности позволяет преодолеть трудности, 
связанные с характерными особенностями решаемой 
задачи оптимизации и проявляющиеся в наличии 
множеств постоянства, и находить лучшие законо-
мерности в данных для их использования в решении 
задач распознавания. 
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