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Рассмотрены задачи идентификации и управления нелинейными динамическими процессами класса Гам-

мерштейна в условиях частичной непараметрической неопределенности. В настоящее время наиболее широко 
распространенный подход к идентификации и управлению подобными системами состоит в параметризации 
как линейного динамического звена, так и нелинейного. При построении модели системы Гаммерштейна есте-
ственно используются наблюдения входных и выходных переменных с шумами. После предварительной пара-
метризации модели обычно следует этап оценки параметров, входящих в последнюю. Очевидно, что недос-
таточно точная параметризация модели чревата тем, что качество управления такой системой может 
оказаться неудовлетворительным. Настоящая статья посвящена исследованию случая, когда уравнение  
линейного блока процесса не известно с точностью до параметров, а известно лишь, что процесс является 
линейным, а нелинейный блок задан с точностью до параметров. Такая постановка вопроса делает рассмат-
риваемую систему более адекватной задачам практики. На первом этапе строится модель линейного динами-
ческого блока. Для построения непараметрической модели последнего необходимо на вход объекта подать 
функцию Хевисайда, в этом случае выход объекта с точностью до коэффициента является его переходной 
функцией. Восстановление весовой функции осуществляется по наблюдениям переходной методами непара-
метрической статистики. Для оценки параметров нелинейного звена необходимо проведение соответствую-
щих экспериментов. Далее рассматривается задача управления системой Гаммерштейна, приводятся соот-
ветствующие непараметрические алгоритмы управления для случаев, когда нелинейное звено представляет 
собой квадратор. Следует обратить особое внимание на то, что при идентификации нелинейной динамиче-
ской системы класса Гаммерштейна контролю подлежат только входные и выходные переменные. При изго-
товлении средств космической техники часто сталкиваются с необходимостью управления подобными объ-
ектами. Рассматриваемые модели и непараметрические алгоритмы управления оказываются полезными при 
создании компьютерных систем технической диагностики при виброиспытании космических аппаратов (КА) 
по каналу «вибросигнал – сигнал датчика, установленного на КА», а также систем управления производствен-
ными и технологическими процессами аэрокосмической техники. Проведено численное исследование предло-
женных алгоритмов управления для дискретно-непрерывных систем класса Гаммерштейна в различных усло-
виях (при различном уровне помех в каналах измерения, различном объеме выборки и видах входных воздейст-
вий). Результаты компьютерных исследований показывают работоспособность предложенных алгоритмов. 
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The task of identification and control of nonlinear dynamic processes Hammerstein class in partial non-parametric 

uncertainty is considered. Currently, the most widely used approach to the identification and management of such sys-
tems is the parameterization as a linear dynamic level, and non-linear. When building a model of the system Hammer-
stein the input and output variables with noise are naturally used. After pre-parameterization of the model, an evalua-
tion phase of the parameters in the latter is usually followed. Obviously, that not enough accurate parameterization of 
the model is fraught with the fact that the quality of the management of such a system may not be satisfactory. This arti-
cle is devoted to investigation of the case, the equation of linear block process is not known with an accuracy of pa-
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rameters, and we only know that the process is linear and non-linear unit set up to parameters. This approach makes 
the system under consideration more than adequate to problems of practice. At the first stage model of linear dynamic 
block is built. To construct a non-parametric model of the last input object must submit the Heaviside function, in this 
case, the output of the object to within a factor is its transition function. Reconstruction of the weight function is carried 
out by the observations of transitional methods of nonparametric statistics. To estimate the parameters of non-linear 
element it is necessary to conduct appropriate experiments. Next, we consider the problem management system Ham-
merstein, given appropriate non-parametric control algorithms for cases where non-linear element is a quad. We 
should pay particular attention to the fact that in the identification of nonlinear dynamic system class Hammerstein, 
subject only to the control input and output variables. In the manufacture of space capabilities are often faced with the 
need to manage such objects. These models and nonparametric control algorithms are useful in creating computer sys-
tems of technical diagnostics with vibration testing of spacecraft (SC) on the channel: Vibrate - sensor mounted on the 
spacecraft, as well as systems of production and technological processes of aerospace technology. A numerical investi-
gation of the proposed control algorithms for discrete-continuous systems class Hammerstein under different conditions 
(at different levels of noise in the measurement channels, a different sample size and types of input actions) has been 
conducted. The results of computer studies show the efficiency of the proposed algorithms. 

 
Keywords: a priori information, nonparametric identification, control, nonlinear dynamic system model Hammer-

stein. 
 
Введение. Существующая ныне теория автомати-

ческого управления в основном относится к разряду 
параметрических, т. е. к случаю, когда вид уравнения, 
описывающего объект (процесс), задан с точностью, 
описываемой до вектора параметров. Но зачастую 
априорной информации недостаточно, чтобы опреде-
лить порядок уравнения линейного динамического 
блока системы класса Гаммерштейна, в отличие  
от нелинейного блока, параметрический вид которого 
определен. Это обстоятельство делает актуальным 
настоящее исследование в связи с тем, что для опре-
деления порядка уравнения, описывающего процесс, 
необходимо дополнительно проводить цикл исследо-
ваний, связанных с идентификацией в «узком смыс-
ле». Это направление в настоящее время достаточно 
интенсивно развивается [1–5].  

Для случая, когда порядок уравнения, описываю-
щего линейный динамический блок, не определен, 
естественно использовать непараметрические модели 
и соответствующие алгоритмы управления [6]. В этом 
случае требуется «снятие» соответствующих пере-
ходных характеристик, необходимых для построения 
непараметрических моделей динамических процес-
сов. Ключевым звеном дальнейшего является «вклю-
чение» на входе объекта непараметрического алго-
ритма управления, являющегося по существу «обрат-
ным» к непараметрической модели, являющейся дос-
таточно точным описанием нелинейной системы.  
С математической точки зрения это соответствует 
постановке обратного оператора на входе объекта, 
который интерпретируется как оператор управляемо-
го процесса [7]. Конечно же, речь идет в данном слу-
чае не о точном операторе объекта, а об его прибли-
жении и, соответственно, об аппроксимации обратно-
го оператора на основании наблюдений «входа-
выхода» объекта. Дальнейшее изложение и будет по-
священо непараметрическим моделям систем типа 
Гаммерштейна и соответствующим алгоритмам 
управления. Постановка задачи исследования нели-
нейных систем класса Гаммерштейна в условиях час-
тичной неопределенности приближает ее решение к 
реальности. Подобные задачи возникают, например, 

при создании компьютерных систем управления тех-
нологическими процессами космической отрасли, а 
также других производств, где доминируют дискретно-
непрерывные технологические процессы. В частности, 
при проведении виброиспытаний космических аппа-
ратов канал «вибросигнал – сигнал датчика, установ-
ленного на космическом аппарате» может представ-
лять собой нелинейное динамическое звено.  

Постановка задачи идентификации. Рассматри-
вается задача идентификации и управления динами-
ческих систем класса Гаммерштейна в условиях час-
тичной параметризации. Пусть исследуемый объект 
может быть описан как последовательное сочетание 
нелинейных статических и линейных динамических 
блоков (модель Гаммерштейна). Линейный динамиче-
ский блок модели воспроизводит динамические свой-
ства исследуемого объекта, нелинейный блок – ими-
тирует его нелинейные свойства [8]. Сложность в ис-
следовании таких объектов заключается в том, что 
значения промежуточных сигналов (значения выхода 
блока, находящегося первым в последовательности) 
недоступны для измерения. Кроме того, порядок и 
параметры уравнения, описывающего линейный ди-
намический блок системы, неизвестны. В общем виде 
задача идентификации систем класса Гаммерштейна 
может быть описана схемой, представленной на рис. 1 
[9], где приняты следующие обозначения: Объект – 
нелинейная динамическая система, состоящая из ли-
нейной динамической (ЛЭ) и нелинейной статической 
(НЭ) частей, ИУ – измерительное устройство, u(t) – 
входная переменная объекта, x(t) – выходная пере-

менная, ,t tu x   – соответствующие наблюдения пере-

менных процесса в дискретный момент времени, ко-
торые из соображения простоты далее будем обозна-
чать {ui,xi, t = 1,s}, ξ(t) – ненаблюдаемое случайное 

воздействие, ( ), ( )u xt t   – случайные факторы (поме-

хи), действующие в каналах измерения переменных  
в дискретные моменты времени t, такие, что { } 0,M    

{ }D    , ( )x t


 – выход модели объекта, w(t) – вы-

ходная переменная нелинейного элемента системы 
(неизмеряемая). 
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Рис. 1. Общая схема задачи идентификации 
 

 

Исходные данные о состоянии исследуемого объ-
екта составляют выборку измерений реакции объекта 

на входное воздействие u(t):  , , 1,i iu x i s . Парамет-

ры и порядок дифференциального уравнения, кото-
рым может быть описана линейная динамическая 
часть системы, неизвестны. Пусть нелинейность  
в объекте описывается некоторой функцией, вид кото-
рой предполагается известным с точностью до набора 
параметров.  

Исследователь имеет возможность проведения 
эксперимента, т. е. может подавать на вход исследуе-
мого объекта некоторые воздействия и измерять его 
реакцию на них. Требуется на основании наблюдений 
«входа-выхода» построить модель данной системы, 
адекватно описывающую ее поведение в различных 
условиях. Решение задачи идентификации нелиней-
ной системы в описанной постановке может быть 
разделено на два этапа. На первом этапе предлагается 
оценить параметры нелинейного звена и переходной 
характеристики линейного динамического элемента,  
а на втором – построить требуемую математическую 
модель исследуемого объекта.  

Постановка задачи управления. Задача управле-
ния состоит в том, чтобы посредством выбора вход-
ного воздействия обеспечить желаемое поведение 
выходного сигнала системы. Схема большинства сис-
тем управления основана на применении принципа 
обратной связи, т. е. в системе при формировании 
управляющего воздействия вычисляется разность 
(ошибка) между желаемым значением выходной пе-
ременной и измерением ее действительного значения. 
Основная проблема решения задачи управления  
в данной постановке состоит в том, что регуляторы в 
данном случае формируют управляющее воздействие 
только на основании сравнения значений выхода  
объекта и задающего воздействия. Таким образом, 
настроенные параметры регулятора могут оказаться 
такими, что цель управления не будет достигаться  
в случае, если изменятся какие-то характеристики  
исследуемого объекта или его окружающая среда.  
То есть регулятор не может подстраиваться под кон-
кретный объект и частную ситуацию управления им. 

Такие системы управления могут обладать недоста-
точной гибкостью в приспособлении к изменению 
условий эксплуатации.  

В связи с этим разработаны также подходы  
к управлению, основанные на принципе адаптации. 
При анализе и синтезе систем управления такого 
класса используются математические модели физиче-
ских объектов. То есть постановка задачи при этом 
предполагает наличие некоторой модели объекта  
и цели управления [10]. На основе использования мо-
дели в дальнейшем строятся алгоритмы адаптивного 
управления. Методы адаптивного управления служат 
для построения систем управления и условий его 
функционирования (характеристик среды), имеющих-
ся на стадии проектирования или до начала эксплуа-
тации системы. Необходимость в адаптивных систе-
мах управления возникает в связи со сложностью за-
дач управления при отсутствии практической воз-
можности подробного  изучения и описания процес-
сов, протекающих в объектах управления. Выбор мо-
дели объекта при этом зависит от условий, в которых 
он находится и от исходной информации, доступной 
исследователю. Априорная информация об исследуе-
мом объекте включает информацию об операторе, 
описывающем объект, случайных помехах, функции 
цели, ограничениях.  

В общем виде система управления объектом пред-
ставлена на рис. 2, где Объект – объект управления, 
УУ – регулятор (устройство управления), x – выход-
ная величина, u – входная величина (управляемый 
параметр), µ – неуправляемый параметр, х* – заданное 
желаемое состояние выхода объекта, ξ(t) – случайное 
воздействие на объект, ξu, ξμ, ξx – аддитивные помехи 
в каналах измерений.  

Имеются статистически независимые наблюдения 
входных и выходных переменных исследуемого про-

цесса  , ,  1,i ix u i s , где s – объем выборки. На ос-

новании имеющихся априорных сведений и непара-
метрической модели требуется построить регулятор, 
который будет формировать управляющее воздейст-
вие, переводящее систему из начального состояния в 
желаемое. Таким образом, необходимо найти такое 
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множество *{ }iu  значений управляющего воздействия  

u(t), для которого справедливо выражение * *( )i ix u x . 

Рассматривается задача, когда объект управления 
находится в следующих условиях: неизвестна струк-
тура модели, но известны некоторые  сведения каче-
ственного характера о процессе – однозначность его 
характеристик, тип нелинейности динамического 
процесса. В случае системы с независимым (пассив-
ным) накоплением информации [7] необходимо нали-
чие выборки «входных-выходных» переменных 

 , ,  1,i iu x i s , наблюдения в которой предполагают-

ся статистически независимыми. Для решения задач 
идентификации на этом уровне априорной информа-
ции применяются методы непараметрической стати-
стики. 

Рассматриваются задачи управления нелинейными 
динамическими объектами, имеющейся априорной 
информации о которых недостаточно для построения 
систем управления с заданными показателями качест-
ва. Для линейных систем существует мощный и удоб-
ный математический аппарат, позволяющий прово-
дить их анализ и синтез, однако все эти методы не 
применимы или ограниченно применимы для нели-
нейных систем, динамика которых описывается нели-
нейными дифференциальными или разностными 
уравнениями.  

Непараметрическая модель системы типа Гам-
мерштейна. Будем исследовать системы, которые 
могут быть представлены в виде модели Гаммер-
штейна [8]. Пусть порядок и параметры линейной 

динамической части системы неизвестны, а структура 
нелинейного элемента задана с  точностью до набора 
параметров α. Основная идея алгоритма, предлагае-
мого для построения моделей таких систем, заключа-
ется в использовании непараметрических оценок для 
описания связей системы, информация о которых  
по каким-то причинам неизвестна (в данном случае 
измерению недоступна линейная динамическая часть 
системы), а также в применении непараметрического 
подхода к оцениванию функций. 

Считается, что помехи в каналах измерения при-
ведены к выходу и вход u(t) известен точно, а выход 
x(t) измеряется со случайными ошибками, имеющими 
нулевое математическое ожидание и ограниченную 
дисперсию. Выход нелинейного элемента w(t) изме-
рению недоступен.  

Система находится в условиях, когда параметри-
зованная структура ЛЭ неизвестна, а нелинейная  
характеристика НЭ известна с точностью до набора 
параметров. Необходимо на основании измерений 
выхода объекта при известном входном воздействии 
построить модель, удовлетворяющую условию мини-
мума квадратичного критерия оптимальности [9]. 

Как видно из рис. 3, связь между входной u(t)  
и выходной x(t) переменными объекта при нулевых 
начальных условиях может быть описана уравнения-
ми вида 

( ) ( ( )),w t f u t  

 
0

( ) ( ) ( ) ,
t

x t h t w d      (1)  

 

 
 

Рис. 2. Общая схема алгоритма управления 
 

 
 

Рис. 3. Схема нелинейной системы: ЛЭ – линейная динамическая 
часть; НЭ – нелинейный элемент системы; u(t) – входное воздей-
ствие; w(t) – выход промежуточного звена объекта; x(t) – выход  
 

объекта  
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Или, исключая переменную w(t), 

 
0

( ) ( ) ( , ( )) ,
t

x t h t f a u d      (2) 

где h(t) – переходная функция линейного динамиче-
ского элемента; f(u) – нелинейная функция, заданная  
с точностью до вектора неизвестных параметров a.  

Обозначим 1( )x t  реакцию нелинейного объекта  

на входной сигнал в виде функции Хевисайда 
( ) 1( )u t t , x(t) – реакция объекта на некоторый тесто-

вый сигнал, форма которого отличается от ступенча-

того. Измерения сигналов 1( )x t  и ( )x t  в дискретные 

моменты времени образуют выборки наблюдений 

соответственно 1{ , }i iu x   и { , } , 1,i i iu x i s , s – объем 

выборки. 
Сначала рассматривается задача идентификации 

ЛЭ. Ступенчатый сигнал u(t) = 1 после прохождения 
нелинейного элемента сохраняет ступенчатую форму, 
но меняет амплитуду, т. е. ( , ( ) 1) (1( )) ,w t u t f t d    

где d = const – некоторая константа. Выход нелиней-
ной системы x(t)  в соответствии с (2) при единичном 
входном сигнале запишется в следующем виде: 

 1 1 1

0 0

( ) ( )1( ) ( )1( ) .
t t

x t h t d k t d            (3) 

Тогда 1( )x t  можно рассматривать как переходную 

функцию некоторой линейной системы с весовой 

функцией 1 1( ) ( )k t dh t . Таким образом, импульсная 

переходная функция  1 1( ) ( )
d

k t x t
dt

  и ее оценка 1ˆ ( )k t  

может быть получена на основе выборки 
1( , , 1, )i ix t i s  следующим образом: 

 1 1

1

ˆ ( ) .
s

i
i

i s

t t
k t x H

c

   
 

  (4) 

Модель нелинейной системы (2) можно записать в 
виде 

 1 1

0 0

ˆ ˆˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ) .
t t

x t k t w d k t f u a d            (5) 

С учетом оценки 1ˆ ( )k t  данная модель примет вид 

 
/

1

1 1

1 ˆˆ( ) ( ( )) ,
s t t

j i
i j

i js s

t t
x t x H f u

sc c



 

   
    
 

  (6) 

где 1
ix  – реакция исследуемого объекта на единичное 

входное воздействие. Алгоритм оценки параметров a 
функции f(u) зависит от типа нелинейности в системе. 

Модель типа Гаммерштейна с квадратором. 
Пусть имеем систему, представленную в виде модели 
Гаммерштейна. Причем нелинейная часть системы 
представляет собой квадратор, описываемый функци-

ей вида 2( )f u au , где а = const. Выход НЭ вычисля-

ется следующим образом: 2( ) ( , )w t f u a au  . При 

единичном входном воздействии u(t) = 1(t) выход не-

линейного элемента системы равен w(t) = a. Выход 
нелинейного объекта x1(t) тогда рассчитывается сле-
дующим образом: 

 

1

0

2

0 0

          ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

t

t t

x t h t w d

a h t u d a h t d

     

         



 
 (7) 

Таким образом, выход x1(t) при u(t) = 1 может быть 
рассмотрен как оценка переходной функции линейно-
го элемента, значение которой умножено на некото-

рый коэффициент, т. е. 1( ) ( )x t a h t  . Тогда переход-

ная функция ЛЭ оценивается следующим образом: 

 1ˆ( ) ( ) / .h t x t a  (8) 

При произвольном входном воздействии и нуле-
вых начальных условиях выход линейной части сис-
темы описывается выражением (1). С учетом рассчи-
танного значения переходной функции (8) модель 
нелинейного динамического объекта примет вид 

 2 1 2

0 0

ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t t

x t a h t u d x t u d            (9) 

Далее приводится расчетная непараметрическая 
модель нелинейного объекта, представленного в виде 
модели Гаммерштейна с квадратором: 

 1 2

1 1

ˆ ˆ( ) ( ) ,
ts

j i
i j

i j s

t t
x t x H u

c



 

   
   
 

  (10) 

где 1
ix  – реакция нелинейной системы на единичное 

входное воздействие; u(t) – входное воздействие. 
Пример. Рассмотрим нелинейную динамическую 

систему Гаммерштейна, состоящую из квадратора с 
параметром а = 3 и разностного аналога дифференци-
ального уравнения (имитирующего объект): 

       3 " 0,52 ' 1x t x t x t u t      . Исходная инфор-

мация о состоянии объекта, доступная исследователю, 
представляет собой выборку «входных-выходных» 
переменных, т. е. описание ЛЭ в виде дифференци-
ального уравнения, а также параметры а НЭ неиз-
вестны. Результаты моделирования данного объекта 
при различных входных воздействиях представлены 
на рис. 4.  

Анализируя модели нелинейного динамического 
объекта с видом нелинейности типа квадратора, мож-
но сказать, что непараметрическая модель достаточно 
хорошо описывает систему при различных значениях 
параметров нелинейной части объекта в условиях за-
шумленности выходных каналов связи, при различ-
ных входных воздействиях.  

Модель типа Гаммерштейна с насыщением. 
Рассмотрим нелинейную динамическую систему, не-
линейность в которой представлена звеном насыще-
ния, т. е. описывается функцией вида 

  
, ,

sign( ), ,

u u b
f u

a u u b

  
 

 (11) 

где a, b – некоторые неизвестные параметры.  



 
 
 

Математика, механика, информатика 
 

 67

 

0 10 20 30 40
0

10

20

30

40

x(t)
xmodel(t)

 
 

Рис. 4. Результат оценки выхода х(t): xmodel(t) – модель нелинейной системы;  
x – выход системы; объем выборки s = 300,  ∆t = 0,117, помеха 5 %, входное воз- 
 

действие: u(t) = 4sin(0,8t), относительная ошибка моделирования 3,2 % 
 
Модель системы в общем виде может быть описа-

на уравнением вида (1), где неизвестными являются 
значения параметров a, b функции f(u) и переходная 
характеристика линейного элемента системы h(t). 
Учитывая вид нелинейности, в данном случае при  
w(t) < b выход объекта совпадает с выходом его ли-
нейной динамической части w(t). В остальных случаях 
выход объекта имеет значение a = const, которое воз-
можно определить опытным путем в результате  
нескольких экспериментов над системой [11]. Далее 
приводится алгоритм оценивания параметров НЭ  
и переходной функции ЛЭ h(t). 

Подадим на вход объекта единичное воздействие  
в виде функции Хевисайда ( ) 1( )u t t , тогда выход 

нелинейного элемента вычисляется как 

 1 1, 1,
( )

, 1.

b
w t

a b

   
 (12) 

Тогда выход исследуемого объекта имеет значение 

 01

0

( ) , 1,

( )

( ) , 1.

t

t

h t d b

x t

a h t d b


    


 
     





 (13) 

Таким образом, модель разбивается на две части  
в зависимости от значения параметра b. Для примене-
ния данной модели требуется оценить значения пара-
метров НЭ и переходной функции ЛЭ h(t). Далее рас-
смотрим каждый из данных возможных случаев под-
робнее. 

Если 1b  , тогда выход нелинейной системы 

(обозначенный x1(t)) фактически будет равен величи-

не 1

0

ˆ( ) ( )
t

x t a h t d     . При этом из теории модели-

рования линейных динамических систем известно, 

что если подать на вход модели воздействие u(t) =  
= 1 (t), получим оценку переходной функции систе-

мы, т. е. 
0

ˆ ˆ( ) ( )1( )
t

h t h t d     . Таким образом, учи-

тывая, что 1 ˆ( ) ( )x t a h t  , выразим оценку переходной 

функции следующим образом:  1ˆ( ) ( ) /h t x t a . 

Если 1b  , выход нелинейной системы (x1(t))  

будет равен значению переходной функции системы:  

1

0

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
t

x t h t d h t     . 

Тогда оценка переходной функции нелинейного 
объекта может быть рассчитана как 

 
1

1

( ), 1,ˆ( )
( ) / , 1,

x t b
h t

x t a b

  


 (14) 

где x1(t) – реакция объекта на единичное воздействие 
(данная величина доступна для измерения); a, b – па-
раметры нелинейного элемента (неизвестны). Пара-
метры функции, описывающей НЭ, предлагается оце-
нить по следующей схеме [12]: 

1. Формирование выборки. Проводится серия из m 
экспериментов, в ходе которых на вход системы  
последовательно подаются воздействия различной 

амплитуды ( ) j ju t e , const, 1,je j m  . При этом 

если ( ) j ju t e , то выход нелинейного объекта равен 

( ) j jw t e , если je b , или в противном случае, w(t) = 

= a·sign(ej). Выход нелинейного объекта ( ) jx t  равен 

значению переходной характеристики линейного эле-
мента h(t), умноженной на некоторый коэффициент.  
В таблице представлены обобщенные данные о зна-
чениях различных переменных нелинейной динами-
ческой системы при подаче на ее вход воздействий 
различной амплитуды.  
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Обобщение экспериментов для определения параметров нелинейного элемента 
 

u(t) w(t) x(t) xуст 
e1 e1 

     1 1
0

ˆ ˆτ τ
t

x t e h t d e h t    
1 ye h  

e2 e2    2
ˆx t e h t  2 ye h  

e3 e3    3
ˆx t e h t  3 ye h  

e4 e4    4
ˆx t e h t  4 ye h  

… … … … 
ek > b a 

     
0

ˆ ˆτ τ
t

x t a h t d ah t    
ya h  

… … … … 
en > b a    ˆx t ah t  ya h  

 
Таким образом, в результате получим выборку, со-

ставленную из значений входных воздействий и уста-
новившегося значения выхода нелинейной системы: 

уст{ , }, 1,y
j ju x x j m  . На основании этой выборки 

параметры нелинейного элемента могут быть оцене-
ны согласно приведенному алгоритму. 

2. Находится расстояние между двумя соседними 
измерениями:  

1 , 1, ,j j jd x x t j m     

где ∆t – шаг дискретизации выборки. 
3. Оценивание параметров. Для определенного  

j0 = j, при котором выполняется соотношение 

0
, 0jd     , в качестве оценки параметра b прини-

мается значение 
0 1

ˆ
jb u  . 

Если 
0 1

ˆ
jb u  , то для оценки параметра а рас-

сматривается оставшаяся выборка {uj1, x
y
j1}, j1 = j0, ..., m.  

По этой выборке параметр а оценивается следую-
щим образом: 

1
oo

1
ˆ { } .

m

j i
i j

a M a x
m j 

  
      

4. Оценка функции. В соответствии с тем, что ис-
комая функция имеет вид звена насыщения, оценка 
нелинейного элемента примет вид 

 
ˆ, ,ˆ ( )

ˆsign( ), .

u u b
f t

a u u b

  
 

 (15) 

Далее на вход объекта подается некоторая ступен-
чатая функция, значение которой не превышает поро-
га b – получаем переходную характеристику. Модель 
линейной части объекта предлагается строить в виде 
интеграла Дюамеля. 

Таким образом, модель нелинейного объекта, выход 
которой вычисляется как значение функции, описы-
вающей нелинейное звено, аргумент которой – выход 
модели линейной части объекта [13]: 

 
0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ( ), , ) .
t

x t h t f u a b d      (16) 

Численный вариант данной модели: 

 
/

1 1

ˆ ˆˆ( ) ( ( )) ,
s t t

j i
i j

i j s

t t
x t h H f u

c



 

   
    
 

  (17) 

где оценка переходной функции нелинейного объекта 
рассчитывается как 

 
1

1

( ) / , 1,ˆ( )
( ), 1,

x t a b
h t

x t b

  


 (18) 

где x1(t) – реакция объекта на единичное воздействие; 
a, b – параметры нелинейного элемента, оцененные  
по алгоритму, описанному выше.  

Непараметрический алгоритм управления  
нелинейной динамической системой класса Гам-
мерштейна. Рассматривается задача управления не-
линейными динамическими системами, которые мо-
гут быть представлены в виде модели Гаммерштейна. 
Пусть линейная часть объекта описывается нелиней-
ным дифференциальным уравнением неизвестного 
порядка. При этом предполагается, что тип нелиней-
ности известен.  

Предлагается непараметрический подход к синте-
зу регулятора. Описываемый метод предполагает вы-
полнение двух этапов. Первый этап сводится к тому, 
что по измеренным со случайной ошибкой реализаци-
ям управляющего входного и результирующего вы-
ходного процессов строится модель динамической 
системы. Следующий этап состоит в том, что модель 
объекта используется для получения переходных ха-
рактеристик обратного оператора системы. Оценка 
обратного оператора позволяет синтезировать управ-
ляющее воздействие для желаемого выходного про-
цесса. 

В данном случае схема управления имеет вид, 
представленный на рис. 5. 

Модели такой структуры состоят из разделенных 
линейной динамической части и нелинейного элемен-
та. При этом можно считать, что объект управления 
описывается двумя операторами, один из которых 
является линейным. Линейная часть системы описы-
вается оператором А, нелинейная – оператором B.   



 
 
 

Математика, механика, информатика 
 

 69

 

 
 

Рис. 5. Схема функционирования непараметрического регулятора: Е – единичный оператор; 
ЛЭ–1 – оператор, обратный к ЛЭ системы; НЭ–1 – оператор, обратный к НЭ 

 
То есть: 

 ( ) { ( )},w t B u t  (19) 

 ( ) { ( )} { { ( )}},x t A w t A B u t   (20) 

где w(t) – выход нелинейного элемента системы; x(t) – 
выход объекта. 

Выход объекта может быть представлен в опера-
торной форме следующим образом: 

 ( ) { { ( )}}.x t A B u t  (21) 

Таким образом, управляющее воздействие может 
быть описано как 

 
1 1 .u B A x   (22) 

При построении модели динамической системы  
в виде (1) получена оценка функции, описывающей 
нелинейный элемент системы, следовательно, можно 
найти оператор B–1.  

Оператор A–1, обратный к A, будет также линей-
ным и может быть описан интегралом свертки [7]: 

 

       

   

1

0

0

1

           ,

t

t

u t A w t h w t d

v w t d

      

    




 (23) 

где v(t) и h1(t) – соответственно переходная и им-
пульсная переходная функции «обратного» процесса.  

В этом случае оператор A представлен выраже-
нием (17), а А–1 – (18). Оператор B описывает функ-
цию f(·), причем будем предполагать, что существует 

обратный оператор 1 1( )B f   .  

Таким образом, управляющее воздействие вычис-
ляется следующим образом: 

 

1 1

0

ˆ*( ) ( ) *( ) ,
t

u t f h t x d  
      

 
  (24) 

где 1( )f    – функция, описывающая обратный нели-

нейный оператор; v(t) – оценка переходной характе-
ристики «обратного» линейного элемента системы, 
или в дискретном варианте [14]: 

 

* 1 1 *

1

1 ˆ( ) ( ) .
s

j i
i j

is s

t t
u t f h H x t h

sc c




   
        

  (25) 

Тогда задача сводится к нахождению обратной  
переходной функции v(t), которая в данном случае 
имеет вид 

 

1

1 1

1

1 ˆ1 ( ( ))

ˆ( ) ,
1 ˆ

s t
j i

i j
s si j

s
j i

i
s si

t t
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 (26) 

где ˆ( )h t  – оценка переходной характеристики линей-

ной части системы.   
Далее строим непараметрическую оценку пере-

ходной функции линейной части системы в направле-
нии «выход-вход» [15]: 

 
1

1
ˆ( ) .

s
i

i
is s

t t
v t v H

sc c

 
    

 
  (27) 

Управляющее воздействие находится в следую-
щем виде: 

 

*

0

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ,
t

u t v t w d       (28) 

или в дискретном варианте: 

/
*

1 1

1
ˆ( )

s t
i j

i
i js su

t t
u t v H

sc c



 

   
    
 


 

 1 *ˆ ( ( )) ,jf x    (29) 

где îv – оценка переходной характеристики «обратного» 

линейного элемента системы; 1( )f    – оценка функ-

ции, описывающей нелинейность; *( )x t  – желаемое 

значение выхода системы. 
Пример. Рассмотрим нелинейную динамическую 

систему, состоящую из квадратора (параметр а = 2)  
и разностного аналога дифференциального уравнения 
(имитирующего объект):      3 " 1,3 ' 1x t x t x t       

 u t . Предполагаем, что вид и параметры реального 

уравнения, описывающего процесс, неизвестны. 
Входное воздействие: u(t) = 3cos(0,5t) + sin(0,2t). Ре-
зультат моделирования такого процесса представлен 
на рис. 6. 
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Рис. 6. Результат оценки выхода х(t): xmodel(t) – модель нелинейной системы; x – выход системы;  
объем выборки s = 250,  h = 0,16, помеха 5 %, ошибка моделирования 3,7 % 

 

 

 
 

Рис. 7. Управление динамическим объектом: x(t) – выход управляемого объекта;  
x*(t) – желаемое значение выхода, помеха 5 %, W = 0,15 

 
Далее представлены реакции объекта, управляемого 

непараметрическим регулятором. Задающее воздей-
ствие принято в виде сложной ступенчатой функции: 

 

1, / 3,

( ) 2, / 3 2 / 3,

0,5, 2 / 3.

t tk

x t tk t tk

t tk


  
 

 (30)  

Качество работы регулятора оценивается с ис-
пользованием среднеквадратической ошибки управ-
ления (W) (рис. 7). 

В результате экспериментов подтверждена рабо-
тоспособность алгоритма построения непараметриче-
ского регулятора.  

Заключение. Рассмотрена задача управления не-
линейными динамическими системами, представлен-
ными в виде моделей Гаммерштейна. Исследуются 
системы, находящиеся в условиях частичной пара-
метризации. В данном случае структура линейного 
динамического блока неизвестна, а вид нелинейности 
предполагается известным с точностью до парамет-
ров. В данном случае постановка задачи рассматрива-
ется в адаптивном варианте, тогда для создания регу-
лятора требуется наличие модели исследуемого объ-
екта.  

Таким образом, задача управления нелинейной 
системой рассмотренного типа может быть разделена 

на два этапа. Сначала рассматривается непараметри-
ческая идентификация исследуемого объекта. Суть 
метода построения модели тогда заключается в соче-
тании моделей линейного динамического и нелиней-
ного статического процессов в общей модели систе-
мы. Данный метод не предусматривает наличия пол-
ной априорной информации о структуре объекта. 

Далее приводится методика построения непара-
метрического регулятора посредством оценки опера-
тора, обратного тому, который описывает исследуе-
мый класс систем. Данные методы не предусматри-
вают наличия полной априорной информации  
о структуре объекта. Описанные методы построения  
и исследования регуляторов позволяют управлять 
технологическими процессами и системами, имею-
щими нелинейную структуру. 
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