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В 1902 г. У. Бернсайд поставил вопрос о локальной конечности групп, все элементы которых имеют конеч-

ные порядки. Первый отрицательный ответ был получен лишь спустя 63 года Е. С. Голодом. Позднее  
С. В. Алешиным, Р. И. Григорчуком, В. И. Сущанским была предложена целая серия отрицательных примеров. 
Конечность свободной бернсайдовской группы периода n установлена в разное время для n = 2, n = 3 (У. Берн-
сайд), n = 4 (У. Бернсайд, И. Н. Санов), n = 6 (М. Холл). Доказательство бесконечности этой группы для  
нечетных показателей n ≥ 4381 было дано в работе П. С. Новикова – С. И. Адяна (1967), а для нечетных n ≥ 665 – 
в книге С. И. Адяна (1975). Более наглядный вариант доказательства для нечетных n > 1010 был предложен  
А. Ю. Ольшанским (1989). Для n = 12 ответ до сих пор неизвестен. А. С. Мамонтовым установлена локальная 
конечность группы периода 12 без элементов порядка 12. Этот результат обобщает теоремы И. Н. Санова  
и М. Холла. Д. В. Лыткина, В. Д. Мазуров и А. С. Мамонтов доказали, что группа периода 12, в которой поря-
док произведения любых двух элементов порядка два не превосходит числа 4, локально конечна. Эта теорема 
обобщила теорему И. Н. Санова, по которой группа периода 12 без элементов порядка 6 локально конечна.  
В связи с этими результатами рассматривается множество 12-апериодических слов. Под l-апериодическим 
словом понимают слово Х, если в нем нет непустых подслов вида Yl. В монографии С. И. Адяна (1975) приведено 
доказательство С. Е. Аршона (1937) того, что в алфавите из двух букв существует бесконечное множество 
сколь угодно длинных 3-апериодических слов. В монографии А. Ю. Ольшанского (1989) доказана теорема о бес-
конечности множества 6-апериодических слов и получена оценка снизу количества таких слов любой данной 
длины. Наша задача – получить оценку для функции ( )f n  количества 12-апериодических слов длины n. 

Результаты могут найти применение при кодировании информации, иcпользующейся в сеансах космической 
связи.  
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In 1902 W. Burnside raised the issue of local finiteness of groups, all elements of which are of finite order.  

A negative answer was obtained only 63 years later by E. S. Golod. Then S. V. Aleshin, R. I. Hryhorczuk,  
V. I. Sushchanskii proposed a series of negative examples. Finiteness of the free Burnside group of period n was 
established for n = 2, n = 3 (W. Burnside), n = 4 (W. Burnside, I. N. Sanov), n = 6 (M. Hall). The proof of infinity  
of this group for odd n ≥ 4381 was given in the article by P. S. Novikov and S. I. Adian (1967), and for odd n ≥ 665 in 
the book by S. I. Adian (1975). A more intuitive version of the proof for odd n > 1010 was proposed by A. Yu. Olshansky 
(1989). For n = 12 the answer is still unknown. A. S. Mamontov installed local finiteness of the group of period 12 
without the elements of order 12. This result generalizes Theorems of I. N. Sanov and M. Hall. D. V. Lytkina, V. D. Ma-
zurov and A. S. Mamontov proved that the group of period 12, in which the order of the product of any two elements  
of order two is not greater than 4, is locally finite. This theorem generalizes Theorem of I. N. Sanov, where the group of 
period 12 without elements of order 6 is locally finite. In relation with these results we consider the set of 12-aperiodic 
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words. The word is called l-aperiodic if there are no non-empty subwords of the form Yl in it. In the monograph  
by S. I. Adian (1975) it was shown the proof of S. E. Arshon (1937) of the fact that in the two letters alphabet there 
 is an infinite set of arbitrarily long 3-aperiodic words. In the book by A. Yu. Olshansky (1989) the theorem on the 
infinity of the set of 6-aperiodic words was proved, and a lower bound function for the number of words of a given 
length was obtained. Our aim is to get an estimate for the function ( )f n  of the number of 12-aperiodic words of the 

length  n. The results can be applied when encoding information in space communications.  
 
Keywords: group, periodic word, aperiodic word, alphabet, local finiteness. 
 
Введение. В 1902 г. Уильям Бернсайд поставил 

вопрос о локальной конечности групп, все элементы 
которых имеют конечные порядки [1]. Впоследствии 
этот вопрос приобрел статус проблемы Бернсайда  
о периодических группах. Отрицательный ответ на него 
был получен впервые лишь спустя 62 года в 1964 г.  
Е. С. Голодом [2]. Позднее С. В. Алешиным (1972) [3], 
Р. И. Григорчуком (1980) [4], В. И. Сущанским (1979) [5] 
была предложена целая серия отрицательных приме-
ров. Сам У. Бернсайд в своей статье 1902 г. [1] обра-
тил особое внимание на вопрос о локальной конечно-
сти групп с тождественным соотношением хn = 1.  

Группа B(d,n) = F/Fn, d > 1, которая получается 
факторизацией свободной группы F = F(d) с d-
образующими по нормальной подгруппе Fn, порож-
денной n-ми степенями всех элементов из F, называ-
ется сейчас свободной бернсайдовской группой пока-
зателя (или периода) n. Ее конечность установлена  
в разное время для n = 2 (тривиальный случай), n = 3 
(У. Бернсайд), n = 4 (У. Бернсайд – для d = 2,  
И. Н. Санов [6] – для произвольного d), n = 6  
(М. Холл [7]).  

Доказательство бесконечности группы B(d,n), d ≥ 2, 
для нечетных показателей n ≥ 4381 было дано в рабо-
те П. С. Новикова – С. И. Адяна [8], а для нечетных  
n ≥ 665 – в книге С. И. Адяна [9]. Гораздо более дос-
тупный и геометрически наглядный вариант доказа-
тельства для нечетных n > 1010 был предложен  
А. Ю. Ольшанским [10], который на основе усовер-
шенствованного им геометрического метода построил 
для каждого достаточно большого простого числа p 
бесконечную р-группу, все собственные подгруппы 
которой имеют порядок р. Это наиболее сильная 
форма отрицательного ответа на вопрос Бернсайда, 
означающая существование бесконечного множества 
конечно порожденных периодических групп с тожде-
ством, сколь угодно далеких по своим свойствам  
от конечных.  

Вопрос о конечности конечно порожденной груп-
пы периода 12 до сих пор остается открытым. В [11] 
А. С. Мамонтовым установлена локальная конечность 
группы периода 12 без элементов порядка 12.  
Этот результат обобщает теоремы И. Н. Санова [6]  
и М. Холла [7]. Д. В. Лыткина, В. Д. Мазуров  
и А. С. Мамонтов [12] доказали, что группа периода 12, 
в которой порядок произведения любых двух элемен-
тов порядка два не превосходит числа 4, локально 
конечна. Эта теорема обобщила теорему И. Н. Санова [6] 
по которой группа периода 12 без элементов порядка 6 
локально конечна.  

В связи с этими результатами рассмотрим множе-
ство 12-апериодических слов. Автором был сделан 
доклад «Апериодические слова» в 2015 г. на конфе-

ренции «Решетневские чтения» [13], затем исследова-
ния по этому вопросу были продолжены: в [14] была 
улучшена оценка А. Ю. Ольшанского из [15] количе-
ства 6-апериодических слов, и в данной работе рас-
сматриваются 12-апериодические слова. 

Основной результат. Под периодическим словом 
с периодом Н понимается любое подслово некоторой 
степени Нр, р > 0. 

В этом смысле ababa – периодическое слово с пе-
риодом ab или ba. 

Под l-апериодическим словом понимают слово Х, 
если в нем нет непустых подслов вида Yl. 

В 1906 г. А. Туэ установил существование 3-аперио- 
дических слов произвольной длины в любом неодно-
буквенном алфавите [16]. В монографии С. И. Адяна [9] 
приведено доказательство С. Е. Аршона (1937) [17] 
того, что в алфавите из двух букв существует беско-
нечное множество сколь угодно длинных 3-апериоди- 
ческих слов. В работе [18] рассмотрена задача, являю-
щаяся обобщением задачи о существовании сколь 
угодно длинных бесквадратных слов над алфавитом 
из трех букв. 

В [15] была доказана теорема (доказательство близко 
к [19]) о бесконечности множества 6-апериодических 
слов и получена оценка снизу функции f(n) – количе-
ства таких слов длины n: в алфавите {a,b} существует 
сколь угодно длинные 6-апериодические слова. Более 
того, число f(n) таких слов длины n больше, чем 

 3 / 2
n

. 

В связи с этими результатами представляет инте-
рес оценить количество 12-апериодических слов. 

При доказательстве основного утверждения статьи 
будем использовать метод А. Ю. Ольшанского из [15]: 

Теорема. В алфавите {a,b} существует сколь  
угодно длинные 12-апериодические слова. Более того, 
число f(n) таких слов длины n больше, чем 

1,99901766n . 
Доказательство. Сначала докажем неравенство 

( 1) ( )f n x f n    по индукции. Одновременно будем 

вводить ограничения на x. Сразу отметим очевидное 
неравенство: 1x  . 

База индукции: (2) (1)f x f  , где (1) 2f  , 

(2) 4f  . Для того, чтобы выполнялась база индук-

ции 4 2x  , положим 2x  . 
Каждое 12-апериодическое слово длины 1n   есть 

результат приписывания справа одной из букв a или b 
к 12-апериодическому слову длины n. Можно полу-
чить 2 ( )f n  слов X  длины 1n  . Но некоторые  

из полученных слов могут содержать степени 12A . 
Нужно оценить число подобных возможностей. 
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Может получиться лишь равенство вида 12X YA , 
поскольку иначе уже начало длины n  слова X   

длины 1n   содержит 12A . Для слов A длины 1 (всего 
два таких слова) имеется меньше, чем 2 ( 11)f n   слов 

вида 12X YA , где слово Y  12-апериодично  
и 11Y n  : 

(
11

........
n


11

...aa a ) a, 

(
11

........
n


11

...bb b ) b. 

Существует 4 слова A длины 2. Количество соот-

ветствующих слов вида 12X YA  длины 1n   меньше, 
чем 4 ( 23)f n  , где слово Y  12-апериодично длины 

23n  . 
Аналогично продолжая рассуждения, получаем: 

2 3

( 1) 2 ( ) 2 ( 11)

 2 ( 23) 2 ( 35) ...

f n f n f n

f n f n

    

    
 

Поскольку по предположению индукции 

( ) ( )kf n x f n k   , получается 

11

2 23 3 35

( 1) 2 ( ) (2 ( )

 2 ( ) 2 ( ) ...).

f n f n x f n

x f n x f n



 

   

  
 

Вынося ( )f n  за скобки, получаем: 

11 2 23 3 35( 1) ( )(2 (2 2 2 ...).f n f n x x x         

Введем еще одно ограничение 12 2 x  для того, 
чтобы геометрическая прогрессия в правой части  
неравенства была убывающей. 

Обозначим второй сомножитель правой части  
за S  и применим формулу для суммы членов геомет-

рической прогрессии со знаменателем 122 x : 

11

12

2
2 .

1 2

x
S

x



 


 

Неравенство ( 1) ( )f n x f n    будет выполняться 

при S x .  
Преобразуем данное неравенство: 

12 11 11

12

2 4 2 2
0,

1 2

x x x x

x

  



   



 

12

12

2 4
0.

1 2

x x

x





 



 

Домножим на 12x  числитель и знаменатель (напом-

ним, что 12 2 2x  ): 

12 13

12

2 4
0.

2

x x

x

 



 

Так как 12 2 0x   , получаем неравенство: 
12 132 4 0.x x    

Нас интересует решение этого неравенства в ин-

тервале  12 2;  2 .  Это решение можно приблизить 

интервалом [1,13624637; 1,99901766], причём этот 

интервал полностью содержится в решении. Нас инте-
ресует максимальное значение x, поэтому мы можем 
брать значение 1,99901766. Теорема доказана. 

Заключение. Рассмотрено множество 12-аперио- 
дических слов и получена оценка для функции ( )f n  

количества 12-апериодических слов длины n.  
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